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α ����� ����� ���� ��� ���� � ������

ω� ���� ����� �����������

ωm ����� ����� �����������

θ� ���� �������� �����������

θm ����� �������� �����������

im ����� ������� �����������

β ���� �� �����

ΔΔΔo ����������� ����� ������

ΔΔΔp ���������� ����� ������

δmax ������� ����������� ���������

δmin ������� ����������� ���������

δu ����������� ���������

λp �������� ���������� ������

λ�
p ��� �������� ���������� ������

ΔtRUL(lb) ������ �� ����� ��� ��������

δ ����������� ��������

Δ�x ��������� ����� ������ �����

ΔAm ���������� ������ �������� �����

ΔBm,r ����� ������ �������� �����

ΔBm,v ����������� ����� ������ �������� �����

ΔCm ����������� ������ �������� �����

Δu ��������� ����������

Δud ��������� ��������� ����������� ����������

Δup ��� ��������� ����������

Δumax ������� ��������� ����������

Δumin ������� ��������� ����������
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Δu�
p ������� ��� ��������� ����������

Δx ����� ������ �����

Δxlb ����� ������ ����� �����������

Δxub ����� ������ ����� �����������

�RUL ��� ��������� ��������

��RUL ����������� ��� ��������� ��������

η �������������� ��������

Γ ���������� ��������

γ�η ���������� ���������

γρ ���������� ����

�im ��������� ����� �������

eo ����������� ����� �����������

ep ���������� ����� �����������

u ������� ����� �����������

v �������� ����������� �����������

x ����� �����������

xm ������� ����� �����������

y ������������� ����� ������

�eo ����������� ������� ����������� �����

Ae �������� ����� ���������� ������

Am ���������� ������ �����

Ad
m �������� ���������� ������ �����

Aδu ��� ��������� ���������� ��������� ������

b0 ��� ��������� ���� ������

bδu(lb) ��� ��������� ���������� ���������� �������������� ������

bδu(ub) ��� ��������� ���������� ���������� �������������� ������

Bm,r ������� ����� ������ �����

����



Bd
m,r �������� ������� ����� ������ �����

Bm,v ����������� ����� ������ �����

Bd
m,v �������� ����������� ����� ������ �����

c ��� ���������� ���������� �������������� ������

Cm ����������� ������ �����

Dm,v ����������� ������ �����

e �������� �����

e+ �������� �������� �����

em �������� �����

eo ����������� �����

ep ���������� �����

emax ������� �������� �����

e+max ������� �������� �������� �����

emin ������� �������� �����

e+min ������� �������� �������� �����

f ������� ������

g �������� ���������� �������

h ���������� ���������� �������

H0 ��� ��������� ���� ������

K ������� ���� ������

k ������� ���� ������

kx ��� ����� ���������� ������

L �������� ����

M ��� ���������� ���������� ������

n1 ������� �����

n2 ����������� �����

Q ����� ������ ������

�����



Qp ��� ����� ������ ������

R ������� ������ ������

r ����� ���������

rd ������ ���������� ����������

Rp ��� ������� ������ ������

rp ��� ������ ��������� �����

S �������� �������� ���������

Su ��� ������� ����� ������

Sx ��� ����� ���������� ������

Svx ��� ����� ����������� ������

uf ���������� ������� �����

umax ������� ������� �����

umin ������� ������� �����

v �������� �����������

vp ��� ������ �������� ������������

xd
m0 ������� ��� �����

x+ ����������� �����

x� ������� ����������� ������

x0 ������� �����

xm ������� ����� ��������

xp ��� ��������� ����� ������

x�
p ��� ������� ����������� ������

xlb ����� ������ �����������

xm0 ������� ������� �����

xub ����� ������ �����������

ym ������� ������

L ���������� ��� ���� ���������

���



TRUL ��� �����

U ������� �����

Uδ ��������� ���������� �����

X ����� �����

ωm ����� �����

ω� �������� �����

Φ ��������� ��� ��������� ����

Ψ ����� ������ ����

ψnl ���������� �������

ρ ���������� ���������

ρ� ������� ���������� ���������

ρmax ������� ���������� ���������

θm ����� ��������

θ� �������� ��������

� ������ �������� ��������

bm ����� �������

b� ���� ������� [in · lbf/ (rad/s)]

c0 �������� �� ���������������

Cwa ������� �����������

e �������� �����

Ea ���������� ������

emax ������� �������� �����

e+max ������� �������� �������� �����

emin ������� �������� �����

e+min ������� �������� �������� �����

f0 ��� ��������� ���� ������

fm ������� �����

��



fp ����� ������ �������

fub ��������� ����� �����������

hm ����������� �����

hp ������� �������

Hλ ����������� �������

Hlb ������� ���� �����������

Hub ������� ���� �����������

im ����� �������

im,max ������� ����� �������

im,min ������� ����� �������

J ���� ����������

Jm ����� �������

Jx ���� ���������� �� ��� ������

JΔu ���� ���������� �� ��� ��������� �����������

J� ���� �������

k1 ���������� ���� �

k2 ���������� ���� �

k3 ���������� ���� �

k4 ���������� ���� �

k5 ���������� ���� �

ke �������� ���������

kT ����������� ��������

kt ����� ������ ���������

k� ���� ��������

kcs �������� ��������

L ����� ���������

L0 ������� ����� ���������
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Ltt ������������ ����������

m ������� �������

nr ��������� ���������

nv ����������� ���������

nx ����� ���������

Ncl ���� ��������

Ncm ����� ��������

p ���������� �������

r ������ �� �����������

R0 ������� ����������

Rtt ������������ ����������

Rwa ������� ����������

T ������ ���� �������

t ����

t0 ������� ����

Ta ������� �����������

tf ����� ����

Ts �������� ������

Tw ������� �����������

tRUL(lb) ����� ��� ��������

t�
RUL(lb) ����������� ����� ��� ��������

tRUL(ub) ������ ��� ��������

t�
RUL(ub) ����������� ����� ��� ��������

tRUL ��������� ������ ����

tdetect ������� ����� ��������� ����

tmission ������� ����

tprognosis ������� ������� ���������� ����

Twa ������������������ �����������

x�
d ������� ����� ������ ����������
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������� ��� ����� �� � ������� �� ��� ������������� ����� ��� �� ���������� ���������

�� ����������� ��������� ��� ����������� �� � �������� ������

������� ������ ������� ������� ������� ������

���� �� �� ����� ������ ����� ������������ ������������ ������� ���� � �����

���� �������� T � �� ������ ������� ���� ����� � ��� �� �������� ������������ ��������

� ����������� ���������� �������






ẋ (t) = fm (x (t) , u (t) , n1 (t)) ,

y (t) = hm (x (t) , u (t) , n2 (t)) ,
�����

����� fm �� ��� ������� ������ hm �� ��� ����������� ������ x �� ��� ������ u �� ���

������� ������ y �� ��� ����� ������� n1 �� ��� ������� ����� ��� n2 �� ��� �����������

������ �� ������� ������� �������� � ���� ����������� J � ��������� ���

J (x (t) , u (t)) = Φ (x (t0) , x (t0 + T)) +

ˆ t0+T

t0

L (x (t) , u (t)) dt, �����

��



����� �� � ���������� ��� ���� ��������� ��� Φ ���������� ��� ��������� ��� ���������

����� ���������� �������� ����������� �� x ��� u ��� ��������






g (x (t) , u (t)) = 0,

h (x (t) , u (t)) ≤ 0,
������

����� g ��� h ��� ���������� �������� ��� ��� �������� ��� ���������� ������������

������������ �������� ��� �� ��� ���������� �� ��� ������� ������������ ����� ���

���� �������� ���������� �� ��������� � �������� �� ��� ���������� ������� ������� �����

��� �� ����� �� �� ������������� �������� ���� ������������ ��� ��������������� �����

������������ ���� ��������� ���������� ���� ������� ������� ����� �� �����������

��� ��� �� ������� ������� ��������������� �������� �������� ��� ������ ������� �������

������� ���� ��� ������ ���������






ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) + n1 (t) ,

y (t) = Cx (t) + n2 (t) .
������

���� �������� ��� ���������� �������� ��� �������� ����� �������� ���� ���������

������

J (x (t) , u (t)) =
1

2

ˆ t0+T

t0

�
xT(t)Qx (t) + uT(t)Ru (t)

�
dt +

1

2
xT(T )Wx (T) , ������

������� �� ��� ������ ��������� ������������






g (x) = 0,

h (x) ≤ 0,
������

����� Q� ��� R ��� �������� ������� ������ �������� �� �������� ����� ����������

���� ��� ������ ��� ������� ����� ��� W �� � �������� ������������ ������ ������ ��

�������� ����� ������������� �� ��� �������� ����� ���� ����������� �� ����� �� ���

��



������ ��������� ��������� ������ ��� �������� �������� u�� ���� ��������� ��� ����

�������� �� ������ ��� �� ����� �� �� ���� ��� ����

u� (t) = −K(t) x (t) , ������

����� K �� ��� ���� ������ ����� ���

K(t) = R−1 (t)BT (t)P (t) , ������

���� ���� P �� ����� �� ������� ��� ���������� ���� ����������� ������� ��������

������

Ṗ (t) = −AT (t)P (t) − P (t)A (t)+P (t)B (t)R−1 (t)BT (t)P (t) + Q (t) , ������

����� P = PT� ���� ��� �������� �������� ����������

P(tk + T) = S. ������

������� �������� ��� ���������� �� ���� ���� ���� ���� ��� �������������� ��������

��� ���� ������ ����� ���� ��� ����

������� ������� ������� ������� ������� ������

� ������� ���� �� ��� ����� ����� ��� ����� ���� ������� T �� �������� ����

�� ��������������� �T → ∞�� �� �������� ����������� �� ������ ���������� ���

��������� ������������ ����� ��� ���� �� ������ �� ��� ���� ���������

J (x (t) , u (t)) =
1

2

ˆ ∞

0

�
xT (t)Qx (t) + uT (t)Ru (t)

�
dt. ������

��



����� Q ��� R ��� �������� ������� ������ �������� �� �������� ����� ���������� ����

��� ������ ��� ������� ������ ������������� ��� �������� �� ��� ���� ��� �� ��������

���� ������ �� ����������� P(t) = P0 �� � �������� �������� ������� ������� �� �

������ Ṗ (t) → 0 ��� ��� ��� ������� �� ��� ����������

−ATP0 − P0A+P0BR−1BTP0 + Q = 0, ������

����� �� ���� ����� �� ��� ��������� ������� �������� ����� ����� ��� ������ ������

�� (A,B,C) �� ������� �� �� ���� ��� ��������� u� (t) �� ��� ���� �� ��� ���� ��

��� �����

u� (t) = −K(t) x (t) , ������

����� K �� ��� ���� ������ ����� ���

K(t) = R−1BTP0, ������

�� ������� �� �� ���� ���������� ���� �� �� ����� ������ �� ����� �� ��������

�� ��� ����� �� ���� �������� �� ��� ������ ����������� ��� � ������� �����������

��������� ������� �� ��������� �� ������� � ����������� ���� �� �������� ����

����������� ����� ��������� � ��������� �� �������� ��������� �������� ����������

�� � ������ ����������� ��� ������� ����������� ��� � ����� ��� ���� �� ���� �

�������� ���������� ��� ��� ������� ���������� ����� �� �� ��������� ���� ���������

��� ������ ����� ������� ���� ���������� ����� ��� �������� ���� ����������� �� ���

����� ������ �� ������� �� � ���������� ������ �������� �� ������� ��� ��� ��������

����������� ��� ������� �������� � ���������������� �� � ������ �� ��������������� ���

����������� ���� � ������ ��������� ρ� ��� ���� �������� ��� ��������� �� ������� ���

��



�������� ����������� ��� ������� ������� ���� �������� ���� �� ���� ��� �� �������� ���

J (x (t) , u (t)) =

ˆ ∞

0

�
[x (t)]T Qx (t) + ρR [u (t)]2

�
dt, ������

���� ��� �������� ���������

u� (t) = − (ρR)−1 BT [P (ρ)]
� �� �

k

x (t) , ������

����� k �� ��� ���� ������ ��� P(ρ) �� ��� �������� �� ��� ������� ����

PA + ATP − ρ−1PBR−1BTP + Q = 0. ������

�������� ��� ������� ���� ��� ��������� ���������� ��������� �� �������� ��� �������

����� ��� ρ� �������� �� ������ ���� ��� ��� ���������� ���� ���� ��� ��

��������� ������� �� ��� ������� ����� |u|2� ���� ���� ����������� ��� �� ��� ����

�������� �� ����������� ��������� ����������� ���� � ������� ��� ��� ��� ��������

�� ������� �� ������ ����������� �� ������ ���� ��� ��� ����������� ��� ���

��������� �� ��������� �� ���������� ��������� ��� ������ �� ��� ���������� ���������

������� �������� �������� ��� ������� ��� ��� ����������� ����������� �� �������

����������� ����������� �� ��� ����� �� ����� ����� �������� �� ��� ������� ����

��� �� ��� ��������� ������� ��������� ����� �� ���������� �� ������ ��� �� �����������

�������� ��� ������ �� ��� ��������� ������������� �� �������� ��������� ��� �����

����� �� ��� ���������� ������ ��� ���� ���� �����������

������� ����� ���������� ������� �����

� ������� ������ ������� �� ���� ����� ������ ���������� �� ������� �����������

���� ��� ������� �� �������� ������������ ��� ��������� � ������������� ����������

����� ����� ������ �� ��������� ������� �������� ���� ���������� ��� �������� ���������

��



�� ��� ρ = 1 ��� ����� ��� ��� ������� �� ������� ��� ���� k�

�� ����� �� ��� ��������� �������� �� ������� ���� ��� ������� ���������
�� ���� ��������� �� ���� ���� ����� ��������� �������� �� ��� ���� �����

�� ����� ��� ρ ����� ��� ���������� ����������

������ ���� ��������� �� �������� ��� �������� ���������� ��������� ρ�

k� ���������� �� ��� ������������� �� ����� ��� ���������� ����� ��� ���� �������

�������� �������� �� ������ �� ��� �������� ������� Ts� �� ������������ �� ���

��� �������� �������� ��� ������������� ������� ������� �� �������� �� ������ ����

����� ��� ������� �������� ������� y [k]� ��� ��� �������� ������������� y [k − 1]�

y [k − 2]� . . .� ��� ����� �� ������������ k� �� ��������� ��� ���� ������� ����� ���

���������� �������� �� ��� ������� ���������� ��� ������������ ���� ����

�� ����������� ��� ���������� ����� �� ���� ��� ������� ������ ���� �������� ���

���� ����� �� ��� ���������� ��������� yk ��� ��� �������� ��������� ���� ��������

��� ������ ������ ����� yk+1� � � � � yk+p�� ����� p �� ��� ���������� ��������

�� ������������� ������ �� ��� ������� �������� ������������� ��� �����������

��� �������� ���� � ����� ������� �� ������ �������� ��������� k + 1� k + 2� � � � �

k + p ����� p ∈ Z+� ��� ���������� �������� m ����� u [k]� u [k + 1]� � � � �

u [k + m− 1]� ����� 1 ≤ m ≤ p� ��� ������� m� �� �������� �� �� ��� �������

��������

��� ��� ����������� ��������� ��� ������ ����������� �� ���������� ��� ��������

����� ������� ��� ������� ����� ��������� r ��� ��� �������� ����� ������ y ���� ����

�������� ��� ������� ���������� ����� �������� ���� ������ �� ������������ �� ��� ����

������ ������ ���� ��� �� �������� �� ������ ��� ���� ���� ��� ��� �� �������� ��

��
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���
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���

������ ���� ��� ���������� ����� �� ��� kth �������� ������� ������� ��� ��������
���������� �� ��� ��� ��� p������ ����� �� ���� k ��� ��� ��������� ������ �� ���
��� ��� p������ ����� �� ���� k�

Model
Predictive
Controller

y(t)u(t)

n2(t)

v(t)

r(t) y(t)Production
Controller

Plant

n1(t)

Closed Loop System

+
+

������ ���� ����� ������� �� ��� ���� ����� ��� �������

������� ��� ������������ ������� �� ���� t0 ���� ��� ���� ���� �������� T = pTs�

J (y (t) ,Δu (t)) =

t0+Tˆ

t0

�
(r (t) − y (t))TQ (r (t) − y (t)) + [Δu (t)]TRΔu (t)

�
dt, ������

����� ��� ������ Δu ����������� �� ��� ������� ��������� ����������� ��� ������

�������� Q ��� R ��� ������ �������� �� ��� ������� �� ��� ������� ���������

�������� ����� ��� ������� ����������� ������������� ��� ���������� ������ y ��

������ ��� ������ �� ��� ������������� ����� �������

��� ������� ����� ������� ����������� �� ��������� ��� ��� ������ ����� ����������

���� ���� ������ �� ��� ���� ������������ �� ��� ����� ��������� ���� �� �������

��



��� ������ ���� ������� ����� ������� �������� ������� ���� �� �������� �����

����������� ��� ������� ������� � ����������� ��������� ������������� ��������� ��

������� ������� ����� ����������� �� ������� ��� ������������� �� ������� �� ���

������� �������� ��������� ��� ������� ��������� ��� �������� �� � ��� �� �������

���������� �� ����� ��������� ��� ���������� ���� ��� �������� ������� ��� ������

�������� ����� ����� ��� ����������� �������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ����

���������� �� ��� �������� �������� ������ ����������� ���� ��� �������� �����������

����� ����������

������� ������ ������� �������������

�� ����� ������ ��������� �������� ���� �� ��� ������ ������� ����� ����

�������� ������������� ������� ���������� ���� ��������� ���� ���� �������� ���� ����

���� ��������� ������ ������������ ���������� �� ��� ���� ���� �������� ���� ��� ����

��� �������� �� �� �� �������� ����� ��� ���������� �� ��� ������������ ��������

��������� ��������� ��� ����� ��������� ��������� ��� ������������ �������� �� �����

������� ���� �������� ���������� ��� ��������� ��������� ���������������� ��� �����

���������� ������ ��� ��������� �������� �� ��� ���������� ���������� ��� �����

������������� ����������� ����� �� ������� �������������� ��� ���������� ��������

������� ���������� ��������� ���� ��� ���� ����� ������ ���������� ���������� ������

� ������������ ����� �� ����� �������� ��� �������� �� ������������� �� ��� �����

���������� ����� �� ���������� �������������� �� ������� �� ����������� ��� �����������

�� ������� ��������� ������� ����� �� ��� ������ �����

��



������� ���

�������� ����

�� �� ������� ���� ��� ���������� ���� � ���� ������ ��������� ��� �������������

��������� ����������� ���� � ������� ������ �� ������������� �������� ����� ����

���� � ��� �������� �������� �� �������� ���� ���� ��������� ��� ���� ���� ��� ���

�� ��� �� ������������ ��� ���� �� �� ������� �� ��� ����� ��������� �� ������������

���� ��� ������� ��� ����� ���� ����� ��� ������ �� �� ������ �� ��� ����� �� ���

����� ��������� ��� ���� �� ������� �� �������� ������� ������ ���� �� ��������

���������� ����� ����� ��� �������� ���� �� �������� �� ���������� ��� ���������

�������� ����������
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Θ(Φ,Ψ) = Φ (tf ) +

ˆ tf

t0

Ψ (e (t)) dt, �����
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Φ =






∞ : pfailure (tf ) ≥ β,

0 : otherwise.
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������ ���� ���������� ����� ��� ��� ����� ���������� L� ����������� �� �������
��������� �� ���� tprediction ��� ��� �������� ������ e� ������ ���� ��� ����� ��������
�������������� ���������� ��� tRUL(lb) < tmission � ��� tRUL(lb) > tmission ��� ��� �������
�� ��������������� ������� �� �� ����������� �������� �� �������� ����� ��� ���
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• Monitors mission objectives

• Defines subsystem objectives

• Responsible for mission adaptation

• Restructure subsystems

• Ensures system stability

• Interface between the system and
components

• Monitors sub-system objectives
(RUL/performance)

• Redistributes control authority
among components

• Path replanning

• Ensures system stability

• Interfaces the subsystem

• Monitors component objectives

• Reconfigures set-points

• Ensures component stability

Supervisor

Components (Motors)

Sub-systems (Actuators)

System
(Control Surface)

Supervisor

Supervisor

Low-Level

Mid-Level

High-Level

������ ���� ������������� ������� ������������ ������ ������������ �������� �����
�������� ��� ��������� ��������������� ��������� �������������� ��� ���������� �������
�����������

��



����� ��������� ������� ��������������

��� ��������� ������� �������������� ������ �� �������� ��� ������� ���������� ��

�������� ������ ���������� ���� ���� � ������������� ����������� �� ���� ������

�������������� �� ��� ��������� ������� ��������� ����� ������� ��� ������ ���������

�� ������ �� ������ ��� ����

����� ���������� ������� ����������

��� ���� ����� �� ��� �������������� ������� ��������� �� �������� �� ���������

������ ������� ���������� ������� ��� ���������� �� ������� ���������� �����������

������� ���������� ������ ��� ������� ������������ �� ����� ������������ �������

���������� �� ������� ������� ������� ��� ������� ���������� ��� �������� �������������

������ ���� � ������� ������ �� ��������� ���� ��� ������ ��� ��������� ��������������

������� ������� ��� ��� ������� �� ��������� ���� ���������� ��� �� ��� �������� ��

��� ������

��



��� ������������� ������� ������������

��� ���� �������� �� ��� ������������� ������� ������������ ��� �������� ��

������ ���� ��� ������� ������������ �� ��������� �� ��� ����� ��������� �������

��� ���������� ������������ ������������� ���������� ��� � ��� ������� ����������

��� ���������� ���������� �� �������� ���� �� ����������� ����� ��� ��� ������

������������ �������� ��� ������ ��� ��� ��� ����� ����� �������� ���� � �����

�� ��������� ��� ��� �� ��������� �� ��� ��� ������� �� ��� ��������� ��� ��

������� ���� ��� ������� ���� �� ������ �� ������ ������ ���� ������ ��� ��� �� ���

��������� ������������� �������� �� ��� ��������� ��� �� ���� ���� ��� ������� ����

� �������������� ������ �� ���������� ��� ������������� ���������� ������� �����������

�� ��� ����� ���������� �� ��������� ��� ������ �������� �� ��� ��� ���� ���������

���� ��������� ����� ������ ��� ��� �� �������� �� ��� ������ �������� ��� �� ������

�� �������� ��� ��������� �� ���� ������� �������� � �������� ����������� �� ����

������ �� ��� ������������� ������� �������������

����� ����� �������� �������

��� ����� �������� �� ��� ���������� ���������� ��� �������� ������� ���� � �������

������ u� �������� ������ x� �������� ������������ v ��� ������ �������� y� �����������

�� ������ ���� ��������� ����� ������� ��� ���� �� ���������� ���� ���� �����������

��� ��� �� ��� ����� ��� �� �������� ���������� ��� ��������� �� � ������� ���

��������� ��������� ������ ������ ���� ���������� ��� ��� ��� �� ��� ����� ��

����������� � � � ���������� ����� ��������� ��� �������� �� ���� ������ ��������

��� ��� ��������������� ��� ��� ������������� ����� �� ���������� ��� ��� ����

������������

��
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��������� ��� ���� ����������������� � ������ �� ��� ������������ �� ���� t0

�� ����� ������ � ������� ������ u (t) ∈ U �� ��� �������� t ∈ [t0, tf ] ���� ���� ���

������� ��� tRUL (t0) ��� �� ������ �� ��� ������� ��� ������ tRUL (tf ) ∈ TRUL�

������ ���� TRUL �� ��������� ��� �� ������ �� TRUL ∈ {∀t ≤ T�} ��� ���� ��������

T� ���� ���� (tf − t0) ≤ T� ≤ ∞�

��������� ��� ���� ��������������� � ������ �� ��� ���������� �� ���� t0

�� ��� ��� ������� ����� �� ��� ����� ����� x (t0) ∈ X ��� � ����� ������� �����

u (t) ∈ U ������ �� ��� �������� t ∈ [t0, tf ] ��� ���� tRUL, ��� �� ���������� ���

[t0, tf ]�

������ ���� �� ��� ���������� ��� ��� ��������������� ��� ������������� ��� ��������

������� ��������� ���� ��� ������ �� ���� �� �� ��� �������������

��������� ��� ���� �������������� � ������ �� ��� ������������ �� ��� ���

������� ����� �� ��� ����� ����� x (t0) ∈ X ��� ��� ������� ����� u (t) ∈ U ������

�� ��� �������� t ∈ [t0, tf ] ��� ����� �� �������������� ��� ������������ ��� ���

�����������

������ ���� � ������ �� ���������������� �� ��� ���� �� �� �� ��� ������������ ���

��� �����������

������� �����������

��� ����������� ��������� ��� ����� ��� �� ��������

� ���������� ��� ������������ ����������������

� ����������� ����� ��� ��� ����� ������ �� ��� ��������� �����






ẋ (t) = f (x (t) , u (t) , v (t)) + n1 (t) , x (0) = x0,

y (t) = h (x (t) , v (t)) + n2 (t) .
�����

��



����� u ∈ Rnu �� ��� ��������� ������ x ∈ Rnx ��� ��� �������� ������� y ∈ Rny

�� ��� ������ ������ ��� v ∈ Rnd �� ��� ����������� ������ ��� ������� f (x)

�� ������� ���������� ��� h (x) �� ���������� ���� x� ��� ������� n1 ∈ Rnx ���

n2 ∈ Rny ��������� ��� ������� ��� ����������� ����� �������������

� ���������� ��� ���������� ����������

��� ����� �� �������� �� ����� ��� ������ ������� y� ���� � ��������� ������� r�

� ���������� ��� �������������� ������ �������� �������

�� ������� ��� �������� �� ��� ����� �������� ����� ��������

ė (t) = Aee (t) , �����

����� Ae �� ������� ��� e = 0 �� �� ������������� ������ ����������� ������

� ���������� ��� ���������������� � ���������������

��� ����� �� ���� ������������ ��� ����������� ���� ���������� ��� ��� ��� ��

���� ����

� ���������� ��� ���� ��������������

��� ����� �� ��� �������������

� ���������� ��� �������� �������� ����� ������������

��� �������� ����� �� ��� ������

e (t)
Δ
= r (t) − y (t) , �����

�� ���������� ������� �� ��� ������� emin ��� emax� ���� �����

−∞ < emin ≤ e (t) ≤ emax < ∞, ��� ∀t ≥ 0. �����

��



� ���������� ��� ��������� �������� �������

��� ������� ��� ������� �������� ������ emin ��� emax� ��� �� �������� ��

e+min ��� e+max ���� �����

−∞ < e+min < emin ≤ e (t) ≤ emax < e+max < ∞, �����

� ���������� ��� ������������ ��������� �������������

��� ������� ��������� ���������� �� ����������� �� ��� ������������ �� ��������

����������� ������� �� ������ Ts�

Δu (t) =

ˆ t

t0

δu [k] · δ (v − kTs) dv, �����

����� δu ���������� ��� ����������� ������� �� Δu ��� δ �� ��� �����������

��������� ������ �� �������� ������ �� �������� ��� ��������������� �� Δu ��� ��

����� �� �������� ��� ������ ����������� ������� �� �������� �������� �� ������

���

Δu̇ (t) = δu [k] · δ (t − kTs) . �����

� ���������� ��� ���������� ���������� ���� �������

��� ���� �� ������ �� ��� ��������� ���������� �� ������� ���

δmin ≤ Δu (t + kTs) − Δu (t + (k − 1) Ts) ≤ δmax, ������

����� δmin ��� δmax ��� ���������� ���� �� ���������� ���

δmin ≤ δu [k] − δu [k − 1] ≤ δmax, ∀k ∈ Z+. ������

��
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���
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Δu(t)

t0 1Ts 2Ts 3Ts 4Ts 5Ts 6Ts 7Ts 8Ts

���

������ ���� ������������ ������� ��� � ����� ��� �� ��� ����������� ���������
������������ δu ��� ��� ��� ������������� ��������� ����������� Δu�

� ���������� ���� ���� ��������

� ��� ������ ��� ��� ��������� ������������� �� ��������� �� ��� ���� �� � ������

������ � ������� ������� ����� �� ������

� ���������� ���� ������� ����������� � ������������ ��������������

���� n1 ≡ 0� � ������ ������������ ������ ������� ��� ������������ �������� fp�

��� ��� ������ x�

∂fp

|∂x|

�
�
�
�
n1≡0

≥ 0. ������

����� ������������� ����������

��� ��� �������� �� ��� ������������� ���������� ������� ��� ��������� ���������� ���

��� ��� ���������� �

������� ����������

� ������� ����� �������� �� �� ��� ��������� ����������� �� ���� �� ������������ �������

��� ������ �� ��� ��� ���������� ��� ����� �� ������ ���� �� ������ �� ����� ���

��



������� ��� ��� ��������� ������������� ���� ������������ �� ��� �������� ���� tRUL�

�� ������� ���� ��� ������� ������� ����� tmission� ���� �� �������������� �� ����������

��������� ��� ���������� ������� ��� ������� ��������� �������� ������� e+min ���

e+max� ��� �������� ����� ��� �������� ���������� Δu� ��� ������� ����� ���������

xm� ��� ������ �� ��� ��� ������ �� ��������� tRUL� ���� �������� �� ���� �� ��

����� �� ��� ���������� ��������� Γ� �� ������ ��� ���������� ���������� ρ� ��� ����

�������� �� ������� ����� � ��� ����� ��� ρ �� ������������ k� ���� ��� ���������

���� tRUL� �� ���� ���� ��� ������� ������� ����� tmission� ��� ���������� ����������

ρ� ���������� ��������� �� ���������� ���� ������� �� ����������� ����� ρ ≥ ρmax� ����

���� ������� ��� ���������� ����� �� ������� ���������� ��������� �� ������� �� ����

������� �� ����� �� � �������� �� ������ ����

������� ����� ���������� ���������� �����

��� ������� �� ��� ������������� ���������� �� �� ���� ����������� �� ��� �������

������� u� ������� �������� ��� �������� ������� x� ��� ������� ��� ��� �� ���������

� ������ ���� �������� ���� �������� �� ��� ������������� �� ��� ����� �� ���� �����

����������� ��� ������� �� ��� ������� ��������� �������� ������ e� �������������

������ �� ��� ���� �������� �� ��� �� ������ �� e �� ����������� ��������� ��

���������� ���� ���� Δu ���� ������ �� Uδ�

Uδ ∈
�
Δumin ≤ Δu (t) ≤ Δumax| ∀t ∈

�
t0, tRUL(lb)

��
, ������

������ 




Δumin = e+min − emin,

Δumax = e+max − emax.
������

��



Delay

Evalute tRUL[k]

Fault
detected?

tRUL[k] < tmission

Redistribute
Control

Yes

No

No

Yes

Nominal
Control

ρ[k] ≥ ρmax?

Yes

No

Set u[k] = r[k] + . . .

Δu[k|k − 1]

Compute Δu[k|k − 1]
from MPC

Set k := k + 1

Delay

Update

ρ[k + 1] = Γ(ρ[k], . . .)

Initialize u[0] = r[0];
ρ[0] = 0; k = 0;

������ ���� ��������� �� ��� ��������� �����������

��



���� ��� ������� ��������� ���������� Δu �� ����� �� ���������� ��� ��������� ����

���������

J (x (t) ,Δu (t)) = min
Δu∈Uδ

�ˆ t0+T

t0

�
(x� (t) − x (t))T (Qρ [k]) · · ·

(x� (t) − x (t)) + ΔuT(t)RΔu (t)
�
dt

�

, ������

����� x� �� ��� ������� ����������� ����� � ��� ������ �������� Q ��� R ��� �� ����

nx × nx ��� nr × nr� �������������

����� ��� ������

�� ��� ����� �� ���� ����� ��� ��� ������ �� �������� �� ��� ������������� �����������

�� �������� ��� ���������� ������� ����� �� ��� ��� ����� �������� ��� ���������

������� r� ������� ����� ��������� xm� ��� ��������� ���������� Δu�

uf (t) =

�

rT(t) ΔuT(t) xT
m(t)

�T
. ������

���������� ������ �� ��� ��� ������ ������� ��� ������� ������� f � ��� ������ ��

��� ��� ������ �� ��� ��� ��������� tRUL�

������� ��������� ���������� ��������

��� ��������� ������� ��� ��� ������ ��� ��� ������������� ���������� �� ��������

�� ��� ���������� ��������� Γ� ������ �� ��������� ���� ���� �������� �� ���� ��

������ ��� ���������� ���������� ρ� ������� �������� ��� ��� ������ �� ����������

����� Δu �� �������� ��� ���� ���������� ���� ��� ������

��



��������� ��� ���������� ���������� ���������� ��� ���������� ��������� Γ�

�� � �������� �� tRUL� tmission ��� �������� ������ �� ��� ���������� ���������� ρ�

ρ̇ (t) = Γ (ρ (t) , tRUL (t) , tmission) ������

����� ��� �������� Γ ��� ��� ��������� ���������






Γ(t) < 0 : tRUL ≥ tmission,

Γ (t) > 0 : otherwise,

������

������� ���

0 ≤ Γ (ρ (t) , tRUL (t) , tmission) ≤ ρmax, ������

���� ��� ������� ��������� ρ (0) = ρ0� ������ ������� �� �� ��������� �����������

����� ρ = 0�

��



������� �

��������� ��� ����������� ��������

��� ����������� �������� �� ��� ������������� ������� ������������ �� ��� ��������

������� �������� � ����� ��� � ������������ ����� �� ��������� �������������� ����

������� �� ��������� ��� ������������ ���� ������ �� ������� ��� �� ������� � ���������

����� ���� �� ��� ���� ����� �� ������� ���� � ��������� ������ ��������� �� ���

��� ��� ����� �� ���������� ����� ������� ��� �������� ��� ��������� ��� �����������

������������� �� ��� �������� ����� �� ��� ��������� ������ ��� ��� ���������� ����� ��

��� ��������� ������ �� ������� ���� ��� ���������� ����� �� ��� ��������� ����� �� ����

�� �������� ���������� ���������� ��� ��� ��������� ����� ������ �������� ������� ���

������ ��� ������� �� �������� ��� ������ �� ����������� �� ��� ��������� �����

������

��� ��������� �����

��� ��� �������� � ��������� ����� �� ��� ����� �� ������� ��� ������ ���������

����������� ��� ������� ��������������� �������� ��� ��������� ����� �� ���������� ��

��� ���������� ����� �������� �� ������ ����� ���� �� ��� ������������� ����������� ���

���� ���� ����������� �� �� ����� � ��������� ����� ����� ������� � ������� ���� ��

��� ���������� ����� ���������






ẋm (t) = fm (xm (t) , u (t) , v (t)) + n1 (t) , xm (0) = xm0,

ym (t) = hm (xm (t) , v (t)) + n2 (t) ,
�����

����� fm ��� hm ���������� �� ��� ���������� �������� �������� �� ��� ������ xm ∈

Rnx �� ��� �������� ����� ��� ym ∈ Rnr � �� ��� ������� ������� �������� �����

� ������ ��������� ����� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ������� �������� �

��



������������� �� ����� �� �������� ���






ẋm (t) = Amxm + Bm,rr (t) + Bm,vv (t) , xm (0) = xm0

ym (t) = Cmxm + Dm,vv (t)
, �����

����� ��� �������� Am� Bm,r� Bm,v� Cm ��� Dm,v ��� �������� ���� ��� ����������

������ ���������� �� fm ��� hm�






Am = ∂
∂x
fm (xm (t) , u (t) , v (t)) ∈ Rnx×nx,

Bm,r = ∂
∂u
fm (xm (t) , u (t) , v (t)) ∈ Rnx×nr ,

Bm,v = ∂
∂v
fm (xm (t) , u (t) , v (t)) ∈ Rnx×nv ,

Cm = ∂
∂x
hm (xm (t) , v (t)) ∈ Rny×nx,

Dm,v = ∂
∂v
hm (xm (t) , v (t)) ∈ Rny×nv .

�����

��



��� ��������� ������

��� ��������� ������ �� ��������� �� ��� ����� ��� ���� �� ����� �� ������ ���� ��

���� �������� ��� ����������� ������� ��� ����� ��������� ��������� ����� ��� ���������

�� ����������

����� �����

��� ������� ����� �� ��� ������ u� �� ������ ���

u (t) = r (t) + Δu (t) , �����

����� Δu �� � ��������� ���������� �������� �� ��� ���� ��� ������ �� ��� �����

��� ������������� �������� ����� ��� ����������� �� y ��� e� ������������

����� ��� ����������

��� ��� �������� �� � ������ ��������� ������ ����� �������� ��� �� ���������� ���

����� �������� ������� ��� ������� ������� ������ u� ��� ����� ������� y� �� �������

��� ������ �� ��� ����� ��������� xm� �� ���� �� ���������� ��� ��������� ������ ���

��������� ����� �� ���� �� ������� ������ ����� ��������� ��� � ����� ��� �� ������

����� ���������� ���� � ���������� ������� ��� ����� ��� ���� �� ������ ��� ���������

������ ��� � ��������� ���������� Δu �� ���������� ��� ���� �������� �� �������

��
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������ ���� ����� ������� �� ��� ��������� ������ ������� ��� �����������������
������� ��� ����� ��������� ��������� ����� ��� ��������� ������ ��� ����

��



��� ����� ��������

��� ����� �� ������ ��� �������� �� ���� �������� �������� ����� ��� �������� ������

��� �������� ������ ������ �� ��� �������� �������� ����������� �� ��� ���������

������� ��� ������� ����� ���������� r� ��� ����� ������� y� ��� �������� ������

����������� �� ��� ������ em� ����������� �� ��� ����� �� ��� ����� ��������� ����

����� �� � ������ �� ����� ���������� ���������� ���� ��� ���������� ��������

����� �������� �����

��� �������� ����� �� ��� ��������� ������� e+ ��������� �� �� ��� �������� ��������

����� �� ��� �������� ��������� �� ��������� �� ��� ����������� ��������

ė+ (t) = Aee
+ (t) + δu [k] · δ (t − kTs) . �����

����� Ae �� ������� ��� e+ (t0) = e (t0)� ��� ��������� ������� �������� ���

���������� ��� ��� �������� ����� �� ��� ��������� �������

������� ��� ��������� ����� ���������� ���� ����� ��� ��� �������� ����� ��

��� ��������� ������ �� ��������� �� ������ �� ��� ��������� ����������� Δu� ��

��������� ������� �� ���� �� Δumin ≤ Δu (t) ≤ Δumax, ���� ��� �������� ����� ��

��� ��������� ������� e+,���� ���� �� ��������� ������� �� ���� ��� e (t0)+Δumin ≤

e+ (t) ≤ e (t0) + Δumax.

������ ������ ��� �������� �������� �� ����� ��� �� ������

e+ (t) = exp (Ae (t − t0)) e (t0) +

ˆ t

t0

exp (Ae (t − τ)) (δu [k] · δ (τ − kTs)) dτ. �����

��



�������� ��� ����������� �������� �� ��� ����������� �������� ������

e+ (t) = exp (Ae (t − t0)) e (t0) +

k�

n=0

δu [n] · exp (Ae (t − nTs)) . �����

����� Δu �� ��������� �������� ��� ���������� ��� �� δu �� ������� ���

Δumin ≤

k�

n=0

δu [n] ≤ Δumax. �����

���� �������� ��� ����� ���� ���� ��� (Ae) → 0−� ����� ���� ���������� ��� ��������

���������� ��� e+ ����� ��������

e+ (t) = e (t0) +
k�

n=0

δu [n] . �����

�� �������� ����� �� ������ ��� �������� ��� ��� ���� ���� ��� (Ae) → 0 ��� �� �����

���

e (t0) + Δumin ≤ e+ (t) ≤ e (t0) + Δumax. ������

�������� �� Ae �� �������� ���� ����� ���� ������ �� ���� ���� �� ����� �� ����� ���

��� t ≥ t0� ���������� �� ��� ���������� �������� ����� ���� ���� �� ������� ��

�������

����� �������� �����

��� ����������� ��� ���������� ������ ��� ������� �� ����������� �� ��� ����� ���������

xm� ��� ����������� ������ eo� ������ ���� �� ����������� ����� �� ���� �� ��������

��� ����� �� ��� ������� ��� ���������� ������ ep� ������ �� � ������ �� ��� ���������

����� ���������� ��� ����� �������� ���� � ������ ���� �������� ��� ��� �� ����

������ �� �������� �� �� ��� �������� ������ em� ����� �� ������ ���

em (t) � eo (t) + ep (t) . ������

��



������� ����������� �����

��� ����� ��� �� ��������� �� ����� ��� ��������� ����� ���� ����� �� ��� ���������

����������� ���������

ẋm (t) = fm (xm (t) , u (t) , v (t)) + L [y (t) − hm (xm (t) , v (t))] , ������

����� xm �� ��� ������� ����� ����� ��� L ∈ Rnx×nr �� ��� �������� ����� ���

����������� ����� �� ������ ���

eo (t) � x (t) − xm (t) , ������

���� ��� ������������� ���������

ėo (t) = [f (x (t) , u (t) , v (t)) − fm (xm (t) , u (t) , v (t))] − . . .

L [h (x (t) , v (t)) − hm, (xm (t) , v (t))] . ������

��� ��������� �� ��� �������� ����� �������� �� ������� �� ��� ��������� ��������

������� ��� ��������� ��������� ��� �� ��������� ���������� �������� ��������

� ���������� ����� ��� ��� ����������� ������ ���� ��� �������� ������� ΔAm, ΔBm,r�

ΔBm,v ��� ΔCm�






f (x (t) , u (t) , v (t)) = (Am + ΔAm)x (t) + (Bm,r + ΔBm,r) u (t) + . . .

(Bm,v + ΔBm,v) v (t) + ψnl (x (t))

h (x (t) , v (t)) = (Cm + ΔCm)x (t)

������

��



��� ��� ������������� ��������� ����� �� ����� ���� ���� Dm,v ≡ 0� �� ��� ���������

��������� ΔΔΔo� ������ ���

ΔΔΔo (t) = (ΔAm − LΔCm)x (t) + ΔBm,ru (t) + ΔBm,vv (t) + ψnl (x (t)) ,

�� ��������� ������� ��� x ∈ X � u ∈ U � v ∈ V ��� ��� ������ A − LC �� ��������

���� ��� ����������� ����� ��� �� ������������� ������ ����������� ������ ���������

��� ����������� ����� �� ��� ����������� ������ eo� ��� �� ����� ����� �������

������ �� ������������ ������ ��� ����� ���� ������ ��� �������� ����� �������� ���

�� ������� ���

ėo (t) = (Am − LCm) eo (t) + . . .

(ΔAm − LΔCm)x (t) + ΔBm,ru (t) + ΔBm,vv (t) + ψnl (x (t))
� �� �

ΔΔΔo(t)

. ������

��� eo ��������� ��� ����������� ����� �� �������

eo = − (Am − LCm)−1ΔΔΔo. ������

������

ΔΔΔo = (ΔAm − LΔCm)x + ΔBm,ru + ΔBm,vv + ψnl (x) ������

���� ���� x� u ��� v ��� ����������� ������ ��� x� u ��� v� ���� �������� ��� �����

�������� ������� �� ��� ����������� ������ �eo = eo − eo �� �����

�̇eo (t) = (Am − LCm) [�eo (t) − eo] . ������

�� ��� ������ Am −LCm �� ������� ��� ΔΔΔo �� ��������� ������� ��� x ∈ X � u ∈ U �

��



v ∈ V � ���� ��� ��� x ∈ X � u ∈ U ��� v ∈ V � eo �� �� ������������� ������ �����������

������

������� ���������� �����

����� � ������ ��������� ����� �� ���� �� ���� ������ ����� ����������� �� � ����������

������� ����� �� ��� ���������� �� ������������ ���������� ��� ��������� �� ����������

��� ��� ���������� ����� ������� �� ����� ��� ��� ����� ���������� ������ ep� �� ������

���

ep (tk+p | tk) � x (tk+p | tk) − xm (tk+p | tk) , ���� tk = t0 + kTs. ������

� �������� ��� ��� ���������� ����� ��� �� ����� ����� ������� ����

������� ��� ����������� ����� ��� �� ��������� ���������� �������� �� ��� �����

�������� �� ������� ��� �� ������������� ������ ���� ����� ������ � �������� ep ����

���� |ep (tk+p | tk)| ≤ ep ���� ��� ����� ���������� ������� t ∈ [tk, tk+p]�

������ ������ ����� x (tk+p | tk) ��� xm (tk+p | tk) ���

x (tk+p | tk) =

ˆ tk+p

tk

f (x (τ) , u (τ) , v (τ)) dτ ������

xm (tk+p | tk) =

ˆ tk+p

tk

fm (xm (τ) , u, v (τ)) dτ. ������

����� ���������� ������ ��� ����� ���� ������ ��� ������� ������������ ��� ���������

����������� ���� ������ ��� ����������� ������

ep (tk+p | tk) =

ˆ tk+p

tk

ΔΔΔp (τ) dτ, ������

������

ΔΔΔp (t) = ΔAmx (t) + ΔBm,ru (t) + ΔBm,vv (t) + ψ (x (t)) . ������

��



���� �� �������� ��� �������� ���������� ��������� ���� ��
�
�
´
(·)
�
� ≤
´
|(·)|� �� ���

���������� �� ������� ep ��� �� ������� ���

0 ≤ |ep (tk+p | tk)| ≤

ˆ tk+p

tk

|ΔΔΔp (τ)| dτ ������

�������� �� ������� ��� �� ���� ����� x� u ��� v ��� ��������� �������� ΔAm� ΔBm,r

��� ΔBm,v ��� ����������� ��������� ��� ���������� ������� ψ (x) �� ������� �� x�

��� ����� ������ � �������� xm ���� ���� xm ≤ xm < ∞� �������� ����� ������������

�� ������ ������� ���� ΔΔΔp ���� ���� �� ��������� �������� ���� �� ����� ������ �

����� ��� ΔΔΔp,max ���� ���� ΔΔΔp,max = suptk≤t≤tk+p
|ΔΔΔp (t)| < ∞� ���������� �� ��������

������ ��� ���������� ����� ���� �� ������� ��� 0 ≤ |ep (tk+p | tk)| ≤ ep, �����

ep � (pTs) · ΔΔΔp,max�

��



��� �������������� ���������� ��������

��� ���� ��� ����� �� ��� ��������� ����� �� ���������� ��� �� ��������� ���������

���� ��� ���������� �������� ��� ������ �� ��������� ���������� �� ��� ������ �����

������ ��� �� ��������

����� ����� ��������� ����

������ �������� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ���������������

Δx (t) � x+ (t) − x (t) , ������

����� x �� ��� ����� �� ��� ������ �� Δu ≡ 0 ��� x+ �� ��� ����������� ����� �� ���

������ �� � ��������� ���������� Δu ���� �������� ���� �������� ��� ���� ����� ���

������ ��������� ����� ������� ��� �������� �� ��� ������ ��� ��������� ������ ��

��� �������������� ����� �������������� ��� �� ����� ����� ������� ����

������� ��� ������ ���������� �������� �������� �������� � ����������� ������

����� ������� ��� �������������������� ��������� ����� ��������� �� ������ ���

��������� ������ �� ��� ������ Δ�x� �� ���� tk+q ����� �� ���� tk ��� �� �������� ���

Δ�x (tk+q|tk) = eAm(tk+q−tk)Δx0 +

ˆ tk+q

tk

�
eAm(t−τ) · Bm,rΔu (τ)

�
dτ, ������

������ ��� �������� �� ��� ����������� ����� ��� �� ��������� ���

ẋ+ (t) = Amx+ (t) + Bm,rr (t) + Bm,rΔu (t) . ������

����� ������ ��� ���� ���������� �� ������ ��� ������������ ��� ���������� ��������

��



�� x ��� x+ ������

Δẋ (t) = AmΔx (t) + Bm,rΔu (t) , ������

��� �������� �������� �� ���� ���������� ����������� �������� �� ����� ���

Δx (t) = eAm(t−t0)Δx0 +

ˆ t

t0

�
eAm(t−τ) · Bm,rΔu (τ)

�
dτ. ������

�������� ����� ���� �� �� ������� �� �� � ��������� ������� ������ Δ�x ≡ Δx�

���������� ��� ����� �������� �� ���� tk+q ����� �� ���� tk ��� �� ����� �� �����

�������

����� ��������� ����������� ����

��� ��������� ������ �� ��� ����� �� ���� tk+q ����� �� ���� tk ���� ��� ���������

����� ���� ��� ����� ��� ����������� ������ �������� ��� �� ����� �� ��� ���������

�� ��� ��������� ��� ��� ����������� ������ ������ ��� ��������

����� ��� ������ ���������� ���������� �������� �������� ��� ���� �� ���

��������� ��������� ����� �� ������� �� ��� ������������ �� ������� ��� ���

������� ��� ��� �������� ����� ��� ������ ������ �� ��� ����� �� ���� tk+q �����

�� ���� tk �� ������� ���

Δxlb ≤ Δx (tk+q|tk) ≤ Δxub. ������

������ 




Δxlb = Δ�x (tk+q|tk) − |em|

Δxub = Δ�x (tk+q|tk) + |em|
������

��



��� ��� ��������

�� ��� �������� �������� ��� �������� ����� ��� ���� �� ������ �� �����������

����������� Δx� ��� ��� ����� ����� ����� �� ������� ��������� ���������� Δu�

����� ����� ����������� ��� ��������� ��� ���������� ���������� ���������� ��� ���

��������� ��� ������� �� � ���������� �������

����� �������� ����������

��� �������� ����� ��� �������������� ���������� ��� ���� ����� ������ �� ���� t ���

������ �� xub ��� xlb�

{xub (tk+p|tk)}i =





{xm (t) + Δxub}i : |{xm (t) + Δxub}i| ≥ |{xm (t) + Δxlb}i|

{xm (t) + Δxlb}i : |{xm (t) + Δxub}i| < |{xm (t) + Δxlb}i|
, ������

{xlb (tk+p|tk)}i =





{xm (t) + Δxub}i : |{xm (t) + Δxub}i| ≤ |{xm (t) + Δxlb}i|

{xm (t) + Δxlb}i : |{xm (t) + Δxub}i| > |{xm (t) + Δxlb}i|
, ������

����� i ∈ [0, nx − 1] . �� ���������� ����� ����� ∂f
|∂x|

≥ 0� ��� ����� �������� ���

����� ���� ����������� ��� ��� ���� ����� ���� x = xub�

t�RUL(lb) = tRUL(lb)

�
�
x=xub

. ������

���������� ��� ����� �������� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������ ���� x = xlb�

t�RUL(ub) = tRUL(ub)

�
�
x=xlb

. ������

��



�� �������� ��� ����������� �� ��� ���� ������������ �������� ��� tRUL� ��� ���������

��� ������ ����� �������������� �� ������ ���

ΔtRUL(lb) � t�RUL(lb) − tRUL(lb). ������

������������� ��� ������������� ��������� �������� ����� �� ��� ����������� ��� ��

������ ���

��RUL = t�RUL(ub) − t�RUL(lb). ������

�� ������������ �� ��� ��������� ����� ������ ������ ��� �������� ��������� ���������

������ ��� ���������� �������������� ���������� �� �������� �� ������ ����

����� �������

�� ���� �������� ������� ��� ��������� �� �������� ��� ������������ �� ��� �����������

���� ��������

������� ��������� ���� �������� �����

��� �� � ������������ ������� �� ��� �������� ��� �������� �� ���� ������ ���

RLI �
t�
RUL(lb) − tRUL(lb)

tRUL(lb)

. ������

����� ��� ��� ���� ���� RLI < 0� ��� ��� ��������� (ΔtRUL < 0) �������

������� �� �� ����������� �� ����������� �������������� �������

������� ���������� ����������� �������� �����

PUI �� � ������������ ������� �� ��� �������� ��� �������� �� ��� ����� �� ��� ���

��������� ��������� ������ ���

PUI �
��RUL − �RUL

�RUL

. ������

��



H
lb

H
u
b

t

tdetect

tprognosis
L
(t
)

H
az

ar
d

Z
on

e

tinitial

F
a
ls
e

A
la

rm
R
a
te

(α
)

t
�
RUL(ub)

t
�
RUL(lb)

Δ
t R

U
L
(l
b
)

C
on

fi
d
en

ce
in

R
U
L

E
st

im
at

e
(1

−
2β

)

N
o

co
n
tr

ol
re

co
n
fi
g
u
ra

ti
on

(n
om

in
al

st
at

e
/
x
) tRUL(ub)

tRUL(lb)

C
on

tr
ol

re
co

n
fi
gu

ra
ti
on

(w
or

st
ca

se
/
x

=
x
u
b
)

C
on

tr
ol

re
co

n
fi
gu

ra
ti
o
n

(b
es

t
ca

se
/
x

=
x
lb
)

L
eg

en
d
:

�� R
U
L

� R
U
L

�
��

�
��

�
��

�
�

��
�
��

��
�

��
�
��

��
��

�
��

��
��

��
�

�
�
��

��
��

�
�

�
�
�

��
��

��
�
�
�
�
��

�
�
��

��
��

��
�

�
�

��
�

��
�

�
�
�
��

��
�

��
�

�
��

��
��

��
�
�
�

�
�
��

��
��

��
��

��
�
�
�
�
��

��
�
�

�
�
�
�
�
�
��

��
�

��



������� ��

��� ���������

�� ���� �������� ��� �������� �� ��� ��� ������� ��������� ��� ��������� �� �������

����� �� ������� ���� ��� ������������� ������ ���������� ����� �� ������� �����

������� ��� ����� �� �������� �� ��� ��� ��������� ���� � ����� ����������� ��

��� ���� ��������� ��� ������� ��������� �� ������� ��� ���� ��� ���� �������� ��

������� ���������� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��������� ���������� �� ����� ���

��������� ���������� ������� ��� ���������

��� ��������� � ���������� �����

������ ���� ��� �������� ������� ��� ��������� ����� ��� ��� ����� �� � ������ �����

��������� ������� �� ������������ ��� ��������� ������ � ������������� ����� ���������

��� �� ��������� �� ��� ��������� ���������

xd
m [k + j + 1 | k] = Ad

mxd
m [k + j | k] + Bd

m,r

�
rd [k + j | k] + Δud [k + j | k]

�

+ Bm,vv
d [k + j | k] , �����

����� ��� ������� xd
m [k + j + 1 | k]� Δud [k + j| k]� rd [k + j | k] ��� vd [k + j | k]

��������� ��� ������������� �������� �� ��� ��������� ������ �������� ���������

����������� ��������� ������ ��� �������� ����������� �� ������������ k ����������

j �������������� ������ ������������� ��� �������� Ad
m ∈ Rnx×nx � Bd

m,r ∈ Rnx×nr

��� Bd
m,v ∈ Rnx×nv � ��������� ��� ����������� ����� ����������� ������� ������ ���

����������� ����� �������� ���� ������ ������������� ���� ����� ��� ������������

������� xp� Δup� rp ��� vp ������������ ��� ������������� ��������� ������� ��������

��������� ������������ ��������� ������ ��� �������� ����������� �� ������������ k

��



���� ��� ���������� ������� p ��� j ∈ [0, p − 1]�

xp [k] =
� �

xd
m [k + 1 | k]

�T
. . .

�
xd

m [k + p | k]
�T

�T
∈ Rpnx

Δup [k] =
� �

Δud [k |k]
�T

. . .
�
Δud [k + p − 1 |k]

�T
�T

∈ Rpnr ,

rp [k] =
� �

rd [k | k]
�T

. . .
�
rd [k + p − 1 | k]

�T
�T

∈ Rnr ,

vp [k] =
� �

vd [k | k]
�T

. . .
�
vd [k + p − 1 | k]

�T
�T

∈ Rnv .

�����

����� ��������� ��� ��� ��������� ������ ��� ����� ������ ��� �� ����� ���

xp [k] = Sxx
d
m0 [k] + Su (rp [k] + Δup [k]) + Hvxvp [k] , �����

����� ��� ������ xd
m0 ∈ Rnx ���������� ��� �������� �� ��������� ����� �� ������������

k� ��� �������� � �� ���� ��� ��� ���������� �� ��� ��������� ������ ����������

��



��� �����������

��� �� ����� �� ��� ���� ������ ���������� ��� ������������� ��� ������� ��

��������� ������ ��������� ������������ Δup� �� �������� �� ������ ��� �� � �����

������� ��� ������� ��������� �� �� ��������� ������ �� ����� ������

�� ������ ������� xp� ��� ��������� �� ���� ������������ k ����� � ������ ���������

����� ���� ��� ������� ����� ��������� xd
m0� ��� ��� ������ ������ ��� ���

��������� �������� rp� ��� �������� ������������� vp�

�� ��� ������ �� ������ ��������� ������������ Δup� �� ���������� �� ���������� �

������� ���� �������� �� ����� �� ���� xp �� ����� �� �������� �� ��� ������� �����

������ x�
p ����� ���������� Δup�

�� ��� ��������� ����������� Δu �� ������������ k �� ��� �� Δup[k]� ��� ���

��������� ����������� ��Δup ��� ��������� ������� �� ��� ���� �������� �������

��� ����� ��������� ��� ������� ���� � ��� ����� ��������� xd
m0� �������� ���� �

�� �������� ��� ��� ���� ������������� k + 1�

Reference
Model

Optimizer

+
−

ConstraintsCost
Function

xp
+
−

Δup

rp

x�
p

xd
m0

(x�
p − xp)

vp

������ ���� ��� ������� ������ ���������

��



��� ���������

��� ��������� �������� �� �� ��������� ��� ����� ��������� �������� ���������� ���

�� ��������� �� ��� ��� ������� �������� �� ��� ������ ��������� ���������

����� ��������� ��������

�� ��� ����� �� ���� ����� � ��������� ���� ��������� J � �� ���� �� �������� � ���������

���� ���������� ���� ��� ��������� ������� ��� ��������� ��� ������� ����� ����� ���

��� ������� ��������� �����������

J = min
MΔup≤c

�
�
x�

p − xp [k]
�T

Qpρ [k]
�
x�

p − xp [k]
�
+
�
ΔuT

p [k]
�

RpΔup [k]

�

, �����

����� ��� ����������� ������� �� ��� ������ ������ ���������� ��� ��������� ��

������� ��� ��� x�
p �� ������ ���

x�
p [k] =

�
(x� [k + 1 | k])T . . . (x� [k + p | k])T

�T
∈ Rpnx. �����

��������� �� ���������� ����� ��� ���� �� ������������ ��������� ������������� ���

���� ����� �������� ���������� ������� x�
p = 0 �� ���������� �� �������� ��� ���� ��

����� ������ ��� ��������� ����� �� ��� ����������

J = min
MΔup≤c

�

xT
p [k] (Qpρ [k]) xp +

�
ΔuT

p [k]
�

RpΔup [k]

�

. �����

���� ��� �� ��������� ���������� ��� Δup �� ��������� ���� ���

J = min
MΔup≤c

�
1

2
ΔuT

p [k] (H0 [k])Δup [k] + bT
0Δup [k] + f0 [k]

�

, �����

����� H0 �� �������� �������� ��� ������ H0 ��� ������ b0 ��� ������ �� ������� ����

��
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◦ ������ ����� �������� �������

• ����� ��� �������� ������� ������ �� ��� ������ ��� ���������������

• ������� ��� �������� ����������� �� ��� ������ ���

• ������ � ������ �� ��� ����������� ���� �������� �������� �����������

• ������ ��� ���������� �����������

◦ ����

������ ���� ����������� ��� ��� ������ ��� ����������

����� ������������ ��������� �����������

������� ���������� ����� ��� ������� ��� ������ ���������� ����������� ����� �� ���

���� �� ���� ������� ��� ������ ��� �������� �� ��������� �� � ����������� �������

����� ��������������� ��������� �� ��������� �� �� ��������� �� ��� ������ ���

���������

������� ������ ���

��� ������ ��� �� ������������ ��������� �� ������������ ������ �� �� ���������� �����

����������� ���� �������� ��� ���� ������ �� ������������� �� ������� �� ������ ���

��������� ��� ��� ��������� �������� �� ������ ����

������� ������������� ���������

��� ������������� ��������� �� ���� �� ����� ��� ������ ��������� ������� �����

��������������� ������ ��� ������ ���� ���� ��� �������� �� ������� ����� ����� n+ r�

����� n = dim (Δup) = p·nr �� ��� ������ �� ������������ ��������� ��� r = dim (c)

�� ��� ������ �� ������������ ��������� �� ������� �� ������� ���� 3 (n + r) ����������

��� ������ �������� �����

��



������� ������������� ������������

������������� ������������ ��� ��� ��� ��������� ���� ����������� ����� ���

������������ �������� �������� �� ������ �� ��� ������� ������ �� �������

��������� ������������� ���������� ��� ���� ��������� �� ��� ��� ��� ���������� �����

����� ����������� nx ≤ 5 ���� ��� ��������� ������ ��� �������� ����������� ��� ���

������� ��� ����� ������ �� ���� ���������� ��� � ����� ���� ���������� ������� ���

�� ����� �� ������ ���� ��� ���� ��� ��������� ����� �������� ��������� ��������

����� ��� ������ ��������� �� ��� �������
�
Ad

m,B
d
m,r,C

d
m

�
�� �� ��������� ���������

���� ���� �������� ����������� �� ������ � ������ ������� ��� �������� ����������

�������� ���� ���� ��� ��� ����� ��������� ��� ��������� ���� nx = 1 �� 5� ��� ����

������� ���� ������������ ��� �������� ��� �������� �� ����� ��� ���� ����������

������� ��� ����� ��������� ���� � �������� �������� ��������� ������� ���������

�� ��� �������� ��� ������� ������ �� ������������� ���������� �������� ��� ���������

�� ��� ��� ��������� ��������� ��������������� ���� ��� ���� �� ��� ���������� ��������

p� ��� ����� ������ �� ������������� ���������� ������� ��� �� �������� �� ��������

��� ������� ������ �� ������������� ���������� �������� ��� ��������� �� ��� ���

��������� �� ��� ������������ Ts�

����� ��������

�� ������ ���������� �������� ������ �� �� ����� ���� ������ �������� ������� �� ������

����������������� ���� �������� �������� ��� ������������� �������� ��������� ��

��� ��� ��������� �� ����� ��� ��������� ����� �� ��� ����������� ������ ��� ����

���������� ������ �� ��� ��� ����������� �� ��� ������� �� �������� �� ��� ��������

����������� �������� ������ ���� ��� ������ �� ������� �� � ���� ����� ���� ����� ���

������� ���������� ���������� ����������� �� ��� ��������� ������ fub� ���� ���

��
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������� ������������� ��������� � ����������� ���������� ��� ��� ��� ����������

���� ������� ������ ���� � ������� ������ �������� ������� ��������� �� ������� ����

�� ������� ��� ��� ������ �������� �� ������� �� �� ������� ������������ �� ��������

���������� �������� ������ � ������ ��� ����������� ��� ����������� ��� ���

�������������� ��������� �� ��������� ����� ���� � ��� ��������� ��� ���������

�� ��� ������� ������� ��� ������� ������� �� ��� ����� ������� ���������� ����� ����

������� �� ��������� ��� ������� ��������� ��������������� ������� ��� �������� �

��������� �� ��������� ��� ������ �������� ��� ��� ��� ���� ��������� ������� ���

�������� �� ���������� �������� ��� ��� ��� ������� ��� ��������� ��� �����������
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��� ��������� ���������� ��� ������� ��� ����������� ������� �� ��� ������� ���

������� �������� ������ ��� ��� ������� ������ u� ��������� ������������ Δu� ��� ���

���� �� ��������� ������������ δ� ��� �������� �� ����������� ��������� ����������

��� ����������� ������� ��� ��� ����� ��� ���������� ���������

����� ��� �����������

�������� ���� ��� ������ ����� ��� ������������� ����������� ��� ���������� ��� ���

�� ��������� ��� ������������ ���� �� ���� �� ����� ��� ��������� ��� ������������

������ ��������� ������������� r, �������� ��������� ����������� ��� ����� ����� ����

��� ��� ������ �� �������� ��� �������� ������ �� ���� ΔtRUL� �� � ����������� ��

��� �������������� ������� ��ΔtRUL �� ��� �������� ���� ������� �������� �� ���������
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���������� �� ��� ����������� ��� �� ������� �� ���������� ��������� � ����� ��������

�� ��� �������� �������� �� ��� ��� �� ���� �� ���������� ��� �������� ������ �� ���

���� ���������� ���� ��� ����� ����� ������ ��� ����� ��������������� ������ ����� ���

���� ������������� �� ��� ������ ρ ���

J (ρ, xp,Δup) = min
Δu∈Uδ

�

Jx (ρ, xp,Qp) + JΔu (Δup,Rp)

�

, �����

������

Jx (ρ, xp,Qp) = ρxT
p Qpxp, �����

����

JΔu (Δup,Rp) = ΔuT
p RpΔup. �����

���� ��� ������� ������ �� ��� ���� ������ ��� ����� ��������������� η� ��� ��

���������

η (ρ) =
Jx (0, xp,Qp) − Jx (ρ, xp,Qp)

Jx (0, xp,Qp)
, ��� ρ ∈ (0,∞) , �����

����� η > 0 ����������� �� � ��� �������� �� ��� ��� η < 0 ����������� �� � ���

��������� �� ����
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���� �� ���������� ��� ����� ��� �����

������� ����� umin = −60 deg umax = 60 deg

��������� ���������� Δumin = −5.0 deg Δumax = 5.0 deg

��������� ���������� ���� δmin = −2.5 deg δmax = 2.5 deg

����� ������� im,min = −20A im,max = 20A

������� ��� ��������������� � ��� �������������

��� ���������� ����� ��� ��� ����� ������� ���������� ����� �� ����� �� ������

��������� �� ��� ������ ��� �������� ������ ��� ��� ������� ������������ Ta� ���

����� �������� im� ��� ����� ������� ��� �� �������� ����������� ��� �������� ��

� ����� �� ��� ������ ����� ��� ������� ����������� ��� �� ��������� ��������� ��

��������� ���� ��� ����� �� ����� �� �� ��� ����������� �������� �� ���� ������� ����

Ta �� ���������� �������� �� ��� ������������ �� im �� ���� ���� �� ��������� ���

��� ����� ��� �� ���� �� �� ��� ������������� ���������� �� ��������� ��� ��� �����

�� ��� �������������
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��������� ���������� ��� ��� �������� ��� �������� �� ����� ����

������� ��������� ����������

��� �������� ������ �� ��� ������� ���������� �� ��� �� Ts = 0.02 s �� ����� ��� ������
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��� ����������� �� ������������ ��� ��� ��� �������� �� ����� ��� ������ ������ ��

����� ���� ��� ������ ����� ����� �������� �� �������� ��

������� ������������ ����������

��� ������������ ���������� ��� ��� ����� ������ xm ��� �� ����� ����� ��� ������

��������� ������

xm = −
�
A−1

m Bm,r

�
· θref . �����

��������� �� ��� ������ ��� ������������ ���������� ������ xm = [ 0 8 0 1 0 ]T ·

θref � ���������� ���� im = ωm = ω� = 0 ��� θm = 8θ�� ���� ��� �� ������������

���������� �� ��� ������� �� �� �������� ����� ��� ����� �������� ����� ����� ���

���� ����� ��� ����� ��� ��� ������������ ����� �������� �� � �������� �� ��� �������

����� ���� �������� �� � ������ �� ������

������� ������� ����������

����� ������� ���������� ��� ������� �� �������� � ������ �� ���� ��������� �������

�� �������� ����� �� ��� ������ �������� ������ ��� ������ �� ���� ���� ����� ������

���� 10 rad/s �� 50 rad/s� ������� �� ��� ����������� ����� �� ������ ���� �������� ���

����� ������� ��������� �������� ���� ��� ����� �� ���� ���� ������ ����� 1 rad/s

�������� �� ��� ���� ����� ����������� �� �� �������� �� ����� ������� �� 1.8A�

� ������� ���� �� ��������� ��� � ��� �� ���������� ������ ���� � ��������� �������

���� 0.1Hz to 10Hz ��� �� ��������� �� 60 deg� ����� �� ������ ���� ��� ������ ��

������� ��������� �� ������ ��������� ����������� ��� �� ��� ��������� ���� �� ������
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������ ���� ��������� ����� �� ����� ������� ������ ���� ��� � ��� �� ���� ������
���� � �������� ������ ��� ����� �� ���� ���� ����� ������ ���� 10 rad/s to 50 rad/s�

2Hz ��� �� ��������� �� 60 deg �� ������� �� ��� ������ �������� ������ ���� �����

��� ��� ���������� �� �������� ���� � ������� ���������������� ����� ����� p = 5�

ρ = ”high”� Q = diag
��

1 0 0 0 0
��

��� R = 1� ��� ������� �� ��� ����������

��� ����� �� ������ ���� ��� �������� ������� �� ����� �� �� ����������� �� ����

������ ��� ���������� ��������� ���������� ����� �������� ��� ������� ����� ��������

� ����� �� ηhigh = 0.19 ��� �������� ���� ��� ����������� ��������� �� Q ��� R ���

��������� �� ��� ���� ��������
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����� ��� ������� ���� ���� ��� �������� ������������ ������ �������� Q ��� R ���

�� ��������� ������ �������� ��� ������� Q�� ����� �� �������� �� ������ ��� ���������

���� �� ��� ���������� �� x ����� ��� ������� �� ��� ���� ��� �������� �� ��� ����

�� ��� ��� �������� �������� ��� �������� ������������� �� ��� ��������������� ���

������������� �� ��� ����� �������� im� ��� �������� ��������� ���� �������� �� i2m� ��

�������� ���� ���� ���� ��� ����� ������ x� � ������ ������ Q� �� �������� ���

Q� =















1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0















. �����

����� ��� ������ ������ R� �� ������� �� ������� ��� ������� R�� �� ��� �� ������ ���

��������� ����� �� ��� ���������� �� u ���� ��� ���������� ��� ���� ����� ���� ���

��������� ����� �� ���� �� ���� ������������ R� = 1� �������� ��� ������ �������� ���

���������� �� ��� ����������

Q = Q�

�
1

xT
maxQ

�xmax

�

and R =
R�

ΔuT
maxR

�Δumax

. �����

���� ������ ���� |im,max| ≥ |im,min| ��� |Δumax| ≥ |Δumin|� ����� �� ����

�������� �� ����� ��� ���������� ������ �� ����� ��� ���� ��� ��������� ����

xmax =
�
im,max � � � �

�T
� ��� ��������� ������ �������� ��� ����������

Q = diag
�
1.778 × 10−4, 0, 0, 0, 0

�
and R = 131.3. �����

���� ������ �������� ������� �� ��� ������ ��� ��� �������� �� ������ ����� �������
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������ ���� ��������� ����� �� η ������ ρ ��� 5 �������� ���������� ��������� �������

����� ����� ������ ��������� � ������ �� ����������� ���� ��� �� ������� η ��� ��������

������ �� ρ� � ��� �� ��� ���������� ��������� ������ ���� ���� �� �������� ��� ����� ��

η ��� �������� ������ �� ρ� ����� �� ������ ���� ���� ���������� ��������� ����������

� ���� ��������� �� 60 deg ��� ������ ������� 0.5Hz �� 8Hz� ��������� �� ���

�������� ����� �� � ���� ����� �� �������� ������� η ��� ρ ��� �������� ������������

��� ������� ���� ����������� ���� dη
dρ

≥ 0 ��� lim
ρ→∞

�
dη
dρ

�
= 0 ��� ���� ��������� ������

��



��� ��������� �� ���������� ��������

��� ������� ������� �� ��� ���������� �������� �� �� ��� ��� ������� ����� ��� ���

���������� ���������� ������� �� ρ∗� ����� ��������� η ����� ���������� Δu� ��

��� �������� ������� �� ��� ����� ���� η ������� � ������� ���� ρ → ∞� ��������

����� ������ �� ρ ������� �� ��� ������� ��������� ��������� �� ������������ ��

����������� ��������� �������� �� ������ �� ��� ��� �������� �������� ����� ��� ρ �����

���������� ��� ������� ����� ��� η� ������ ������ ��� ������������ ���� �� ���

�������� ������� ���� ������ ��� ����� η ��������� �� �� ���������� ���� ��� �����

������ �� ρ ��� ��������� �� � ���������� ���� ��� ����� ������ �� ρ� �� �������������

��� ρ� ��� �� ���� ���� ��� ����� �� ��������� ����� d2η/dρ2 = 0� ���� ����� ��� ρ�

��� �� ����� �� �������� ��� ��������� ������������ ���������

ρ∗ = min (ρ�) s.t.
d2η

dρ� 2
≤ 0 and ρmin ≤ ρ� ≤ ρmax. �����

��� �������� ��� �� ����������� ����� ��� ρ� �� �� �������� ��� ���������� ��������,

Γ (ρ [k])=






ρ [k] : if mod (k,N) �= 0,

ρ [k] + γρsign (η [k] − η [k − N]) : elseif
�
�
�η [k] − η [k − N]

�
�
� ≥ �η,

ρ [k] + � [k] : otherwise,

������

����� γρ �� �� ���������� ����� �η �� ��� ���������� ��������� ��� � �� � ������

�������� ��������� � �������� ������������ ���� � �������� �� σ2
�� ������ ��� ρ ��� ��

������� ���

ρ [k + 1] = max (min (Γ (ρ [k]) , ρmax) , ρmin) . ������

���� ���������� ������ �� ��������� �� �������� � ���������� ����� ���� � ���������

�� 2Hz ��� �� ��������� �� 60 deg �� ��� ������ �������� ������ ��� ���������� ��

��� ���������� �������� ���� ������ ��� ���������� ��� �������� �� ����� ��� �����

��



����� ���� ���������� �������� �����������

��������� �����

������� ���������� ��������� ρmin = 1

������� ���������� ��������� ρmax = 1 × 105

���������� ���� γp = 1

���������� �������� σ2
� = 1 × 10−2

���������� ��������� �η = 1 × 10−3

���� ��� ������� ���������� ρ [0] = 1� ����� ��� ρ� ��� ������ �� ����� �������� ���

������ �� ����� ������� ��� ����� �� ������ ���� ��������� �� ������ ������� ���

���������� ��������� ��������� ����� �� ������� � ������������ ����� �� �������������

ρ = 75� ���� �� �������� �� ������ ������ ����� ��� ��������� �� ��� ������� ����

����� ���������� ��������� ���� ρ� ��� ������������� ������� �� �������� ��������

��� ����� ������� ������ ��� ����� �������� ��� ��� ���������� ���� ���������

���������� ��� ����� �� ������ ����

��
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��� ����� �����������

������ ��� ��������� ��� ��� �������� ������ em� ������ ������� �� ������� �� ���

������ �� ������� ��� ��� ����� ������������ �� ������ ��� ���� �� ��� ���������

�������������� �� ��������� ������� �� ���� ���� ��� ������ ���� ���� �� ���������

������� �� ����� � ������� ����� ��� ������ �� ������� ��� ��� ������� ��� ���

��� ����������� ������ eo� ��� ���������� ������ ep� �� ��� ����� �� ���� ������������

����� ��� ������ ��� �������� ���������� �� ������������� eo → 0 =⇒ em → ep�

�������� ��� ������ �� ����� ����������� �� ep ��� � ������ ������ ���� �� ���������

������ ��������� ������ �� ���� ������� ���� ��� ����� ������� �� �� ��������� ����������

������������� �� ��� ������ ����� �������� �� ��������� �� ��� ������ ��������� im�

������ ��� ΔAm ��� ΔBm,r ��� �������� �� ����� ��� ������ ��� ��� ��������

���������� ����� ��������� ���� ������������� ����� ��������� ����� ke, Jm, . . .�

�������� �� ������ ��� ������������ �������� �� ����� ���� � ���������� ����� ����

�� ��������� �� 60 deg ��� ���� �� ��� ��������� ������� �� ��� ������ �������� ������

��� ����������� ������� ����������� ��� ��� �� Ts = 0.05 s� ����� ����� �����������

���� ��������� ��� � ����� �� ����������� ���� 0.1Hz �� 10Hz� ��� ������� ������

�� ����� ������� ��� ��������� ��������� ��� ��������� ���� ���� ��� �� ����� �����

������������ ��� ������� ��� ����� �� ������ ���� ��������� �� ��� �������� ���

�������� ��������� �� ��� ������� ������ �� ����� ������� �� ������������� ���� ����

0.2014 ��� ��� �� ��� ������������

��
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��� ��������� ����� ����������� ���� �����������

�� ������� ���� �������� ��� ��������� �� ������� ��� ����� ���� ����������� ����������

��� � ��������� ���������� ����������� Δu (t)� ���� � ��������� ���������� �������� q�

�� ��� ����� �� ������� ��� ��� � ��������� ������� ������ ������ ��� ���������

������ �� ��� ����� ���� ��� ���������� ���������� �������� q� ��� �� �������� �����

������� ���� �� �������� �� �� ������� ����� ��� ��� ���� �� ��� ��������� ������ �����

�� �������� ±ep �� ��� ����� ��� ����� ����������� ���� ��� �������� ��������

�� ��� �� ����� ��� �������� ����� ������������� �� � ��� ��������� �������� ��

��������������

−0.395�im ≤ em (t) ≤ 0.395�im (t) ������

����� �im �� ��� ��������� ����� �� ��� ����� �������� �� �������� ������ ��� �������

� ��� ��������� �������� ��� ��� ����� ������� ��� �� ��������� ���

0.605�im (t) ≤ im (t) ≤ 1.395�im (t) . ������

�� ����������� ���� ��������� �������� ��� �������� ������� ���� ��� �������

�������������� ��������� ����� ����������� �� �� ���������� ��������� ρ ≫ 1�

��� ��� ��������� ������ �� ���������� ���� �� ��������� �� 60 deg ��� � ����

��������� �� 2Hz� ��� ������������� �������� �������� ��������� ������ ������ ���

����� �������������� �� ����� �� ������ ����� ���� ����� �� ��� ��������� ����������

������� �� ��� ��������� ������ ��� ��� ������������� ����� ������� ���� �����������

����������� ��� ����������� ���������� ��� ���� ���� ��� ���������� ����� ��

��������� ��� ����������� �� ��� ��� ��������� ��������� �����

��
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������ ����� ����� �� ��� ��� �������� �������� ��� ������� ��������� ���������� ���
��� ������������� ����� ������� ���� ��� ����������� ����������� ������ � �����
����� ���������� �� ��� ����� � ����� ��� ��������� �����������

��



��� ��� ���������� � �����������

�� ���� �������� ��� ���������� ��� ����������� ��� ������� ��� ��� ����� �� ���������

�������� ��� ����� � ���������� ����� ��������� �� �������� ��������� ��� ����������

�� ������� �� ������� �� ���������� ������������� �� ���������� ��� ��� ������������

��� ������ �������� �� ��������� ������� �� ��������� �� ���� ��� ��� ���������

������� � ������� ����������

����� ���������� ������� ���� ����� ��������� ��� ���������

������ �������� ��� ���������� ����� ��� ��� ������� ���������� ������ �������� ��

�������� � ����� Ta = 300 ◦K� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ��� �������

������� ������ i2m� ����� ������ ��� ���� �������� �� �������� ������������ �� i2m� �����

��������������� �� ��� ����� ��� ���� �������� ������� �� � ������ �� η. ����������

��� �������� (1 − η) · i2m ��� �� ���� �� ��������� ��� ����� �� ��� ���������� �����

����� ��������������� ���� ��� �� ������������ ����� � ������ �������� ��� ���

��������� ������ �� � ���������� ����� ���� � ��������� �� 2Hz ��� �� ��������� ��

60 deg� ��������� �� ������ ���� η � 0.19 ��� ����� ������ �� ρ� ����� ��������� ��

������ ������ ��� ������������� ��� ����� �� ������� �� ������������� 5A� �����

����������� ���

im (t) = 7.07 sin (4πft) . ������

��� ��� ������� ���� ���� ρ = 0� ��� ������� �� ������� ���

4.277 sin (4πt) ≤ im (t) ≤ 9.863 sin (4πt) . ������

��� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ������� ���

18.29 sin2 (4πt) ≤ i2m (t) ≤ 97.27 sin2 (4πt) . ������

��
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Original
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��RUL

�RUL

ΔtRUL(lb)

������ ����� ���� �� ���� �������� ������ ���������� ������� ������ ��� �����
�������������� ��� � ���������� ��������� ����� ���� � ��������� �� 2Hz ��� ��
��������� �� 60 deg�

���������� ��� ��� ���� ���� ρ ≫ 1 ��� η = 0.19� ��� ����� �� ��� ���������� �����

�� �������� �� � ������ �� (1 − η)� ����� ��������

14.82 sin2 (4πt) ≤ i2m (t) ≤ 78.79 sin2 (4πt) . ������

�������� ����� ���������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ������ � ���� ��

��� ����� ��������� ����� ��������� ������ ��� ���������� ������� ��� �� ��������

��� ��� ����� ������ ��� ����� ��������������� �������� �� ������ ����� ���� ��� ����

������ ��� ΔtRUL� �RUL ��� ��RUL ��� �������� �� 6.178 × 102 hrs� 5.393 × 103 hrs ���

5.003×103 hrs� ������������ ���� ������ ��� ������� ��� ��� ��� �� �� �������� ��

0.116 ��� −0.080� �������������

��



����� ��������� ������

�������� �� ������� ��� �� ��������� ��������� ������� ����� �� ������ ��������

�������� ���� ��������� ������ �� ��� ��� ���������� ��� � ���������� ������� �� p = 5

��� � ����������� �� Ts = 0.02 s �������� ��� ��������� ���������� �� ������ ��������

����� �� ��� ����� ������� ��������� ������ ��� ����� �������������� �� ����� ��

������ �������� ���� ��� ���������� �� ��� �������� ���� η = 0.185 ��� ����� ������

�� ρ�

����� ������ ��� ����������� ���������� ����� �� ������� ��� ������� ����� ����

���������� ����� ��� ��� ��������� ����� 0.1Hz �� 10Hz� ���� �� ������ ���� ���

��� ��������� ������ ��������� �� ���� �������� �������� ����� ���������� �� ��� �����

�� ��� ���������� ����� �� ������ � ���� �� ��� ����� ��������� ����� ��������� ������

��� ���������� ������� ��� �� �������� ��� ��� ����� ������ ��� ����� ���������������

���� ��� ���� ������ ��� ΔtRUL� �RUL ��� ��RUL ��� �������� �� 2.709 × 102 hrs�

3.305 × 103 hrs ��� 3.107 × 103 hrs� ������������ ���� ������ ��� ������� ��� ���

��� �� �� �������� �� 0.032 ��� −0.060� ������������� �������� � �������� ���� ��

��� �� ��������� ��� ��� �� ���� ������� �� ������������� � ������ �� ����� ���� ����

��� �������� �������� ���� �� ������� ��� �������� ������ �� ��� ���� ����� �������

������ ��� ������������� ���� ���� ��� �������� ������� ���� ��� ���������� ����������

��
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��� ���� ������������

��� �������������� ������� �� ����� ��� ���������� �� ���������� ������������� ��������

��� ���� ����������� ������ ��� ��� �� ��� ������ ��� ������ �� �������� ����������

�� ��� ���� �� ����� ��� ��� ��� ��� � ������� �� ��� ���������������� �� ���������

��� ������� ��������� ����������� �� ���� �������� ��� ����� �� ��� ���� �� ����

���� �� ����������� �� �������� ��� ������ �� �������������� ����� � ���������� �����

���� � ��������� �� 2Hz ��� �� ��������� �� 60 deg ���� ������� �� ��� ������

�������� ������ ��� ��� ���������� �� �������� ���� � ������� ����������������

����� ����� p = 5 ��� ρ = ”high”� ��� ������������� �������� �������� ��� �����

������� ������ ��� ����� �������������� ��� ��������� ����������� ��� �������� ��

������ ������� ��� ���� ������������ ����� ��� �������� �������� ��� ����� �������

������ ��� ����� �������������� ��� � �������� ���� ����������� �� v (t) = 50 in · lbs

�� �������� �� ������ ������� ��� ���� ���������������������� �� ��� �������� ���

�������� �������������� ������� �� ������� ������� ��������� ������������ ����

��������� ��� �������������� ��������� η = 0.190 ��� ��� ��������� ����������� ����

��� η = 0.056 ��� ��� ���� ���� Tload = 50 in · lbs�

��� ��� ���� ���������� � ���� �� η �� Tload ��� ��������� ��� � ����� �� ����

������������ ������� ���� 1.00 × 10−1 in · lbs �� 1.00 × 102 in · lbs� �������� ��

������ ����� ��������� �� ��� ����� ��� ����� �� Tload �� η ���� ��� ������ ����������

����� ��� ���� ����������� ������� 10 in · lbs� �������� ���� ������� ��� ��� ��

��� ����������� ������ ��� �� ������� ���� ���� ��� ����������������� ��� ��������

��������� �� ��� ���� �� ���� ��� ���������� Tload�

��� �������� ���� ����������� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ����� �������� ����

����� ��� �� ��������� �� ���������� ��� ��������� ����������� ������������ ����������

���� ������� �������� �������� ��� �������� ��� ������������ ���������� ���� � ����
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������ ����� ����� �� ��� �������� �������� ��� ��� ����� ������� ������ ��� �����
�������� ��� ��� ���������� ���� Tload = 0 in · lbs� ���� ����� ��� ����� �� ���
�������� �������� ��� ��� ����� ������� ������ ��� ����� �������� ��� ��� ����������
���� Tload = 50 in · lbs�
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������ ����� ���� �� ηhigh��� � �������� ���� ���� � ����� �� Tload ���� 1.00×10−1 in · lbs
�� 1.00 × 102 in · lbs.

���� ������������ ���� ������������

xm = −A−1
m

�

Bm,r Bm,v

�





θref

Tload




 . ������

��������� �� ��� ������ ��� ������������ ��������� �������

xm =















0

8

0

1

0




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




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


θref +




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



1.51 × 10−1

−1.10 × 10−3
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0
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Tload, ������

���������� ���� im = (1.51 × 10−1) Tload� ωm = 0� θm = 8θref − (1.10 × 10−3) Tload�

ω� = 0 ��� θ� = θref − (1.00 × 10−4) Tload� ���� ����� ������������ ����������� ����

��



����� ���� �������� ������ ��� tRUL, t
�
RUL� ΔtRUL ��� ��� ��� �������� ������� ����

������������� Tload�

Tload [in · lbs] tRUL [hrs] t�RUL [hrs] ΔtRUL [hrs] ���

1.00 × 10−1 5.46 × 103 6.07 × 103 6.13 × 102 0.112

4.44 × 10−1 5.46 × 103 6.07 × 103 6.13 × 102 0.112

1.18 × 100 5.44 × 103 6.05 × 103 6.11 × 102 0.112

5.18 × 100 5.41 × 103 6.02 × 103 6.08 × 102 0.112

2.23 × 101 4.75 × 103 5.27 × 103 5.22 × 102 0.110

6.11 × 101 2.05 × 103 2.27 × 103 2.16 × 102 0.105

1.00 × 102 4.53 × 102 4.96 × 102 4.33 × 101 0.096

Tload = 50 in · lbs ��� ������������� ������������ ������� ������� im = 7.56A� �����

�� ������������� ��� ����� �������� �� ������ ��������

�������� ��� ��� ��� ������� ��� �� ������� ����� ��� ���� ����������� �� �������

���� �� ����������� �� �������� ��� ������ �� �������������� ����� � ���������� �����

���� � ��������� �� 2Hz ��� �� ��������� �� 60 deg ���� ������� �� ��� ������

�������� ������ ��� ��� ���������� �� �������� ���� � ������� ����������������

����� ����� p = 5 ��� ρ = ”high”� ��� ������������� ����� ��� ���������� ������

��� ����� ��������������� ����������� �� ��� ������� tRUL ��� t�RUL� ��� ����� ��

������ ������� ���� � ����� �� Tload ���� 1.00 × 10−1 in · lbs �� 1.00 × 102 in · lbs.

���������� ��� ������ �� ���� ΔtRUL ��� �������� ������ ��� ��� ��� ����� ��

������ ������� ������ ���� ��� ���� ����� �� T����� � ������� �� ��� ��������

������ ��� tRUL, t
�
RUL� ΔtRUL ��� ��� ������ ��� �������� ������� ���� �������������

Tload� �� �������� �� ����� ���� �� ��������� ��� ��� ������� �� � ������ �� ��

�������� �� Tload. �������� �� ���� ������� ��� ���� ��������� ������ ��� ��� ��������

���������� �������� ���� ��� ����� �� ������� ���� ������������� ���� ��������� �����

�������� ��� ��� ������� ���� Tload, ��� �������� ������� ������ �� ��� ��� �� �

������ �� �������������� �������� ������������� ���������

��
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������ ����� ����� �� ��� ��� ����� ��� �������� ��� ������ �� ��� ��� ��� ���
��� �������� ���� ���� � ����� �� Tload ���� 1.00 × 10−1 in · lbs �� 1.00 × 102 in · lbs.

��



������� ����

�����������

���� ���� �� ���� ����������� � ���������� ����� ��������� ��� ������� ���� �� ��� ��

������� �������� ��� ��������� ������������� �������� ��������� ��������� �� ����

������������ �� ��� �������� �� � ���� ������ ������������ ������� ������� ��� �������

������� ������ ��� ��������� ������ �� � ���������� ������������ ������� �������������

���� ������������ ��� ���� �� ��� ��������� ����� ��� ���������� �� � ������ �����

������� ��� ��������� ���������� �� ��� ����� ���������� ���������� �� ����� �� ��������

� ���� ������ �� ����������� �� ������� �� �������� �� ���� ��� ������� �� ���

������������� ����������� ��� ��� ��� ����� ��������� ���� ������ ��������������

��� �������� �� ����������� ��������� ��� ������������ ��� ��� ��������� ���

������� ��� ��� ����������� �������� �������� ��� ������������� ������� ���������

��� ��������� ����� �� ��� �������� ������ ������� �������� ���� ��� ����������

������������ ��� ����������� �� ��� ���������

�������� ���������� ������ ���� ����� �� ���������� ������ ��� ������� �� ��� ��������

�������� �� ����������� �������� ����� ������� �� ��� ���������� �������������� �������

���������� ���� �� ��� ������� �������������� ��� ������� ����������� ��� ���� ������

���������� ����� ������� ��� ���������� ������������ ������� ��� ����������� ��

�������������� �������� ������� ��� ����������� ���� �� ���� ������ ��� ����

�������� ��� �������� ��� ������� ������� ��� ���������� �� ��� ��������������� ���

������������� ���� � ����� ����� ������ ��� ��� ������ ��� ��� ��� ��� �� ��������

��� ���������� �� ��� ������� �������� �� ��������� ��� ��� ��� ������ �� �����������

�� � ����� ����� ����� ������ �������� ���� ������ ��� ��� ��������� ��� ���������

�� �������� ��� �� ��� �������� �������� �������������� �� �������� �� ��������

��� ������� �������� ������� �����������
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��� ���������� ��������

��� ������ ����������� �� � �������� �������� ��� ���������� ����� ��� ������� ���

��������� ��� � ���� �� ��������������� ��� �������� �������� ��� ��������� f :

Rnx × Rnr → R ������ ���

f (x (t) , r (t)) = �x (t)� + [r (t)]T r (t) , �����

����� x ∈ Rnx ��� r ∈ Rnr � ��� �������� ���� �� �f � ��� ����� �f �� � �������� ��

x ��� r�� ��� ������ ��� ��� ������� x ��� r �� ��������� nx ��� nr� �������������

��� �������� �� f �� � ����������� ������� �������� ��� ���� �� �������������� ��

���� ��� �x ��� r ���� �� �x� + rTr��

����� ��������������� ���������

��������������� ��������� ��� ������ �� ��������� ��� ������ �� ������������ (·)�

��� �������� f (x (t)) ���������� � ��������������� ����������

����� ������������� ���������

������������� ��������� ��� ������ �� ��������� ��� ������ �� ��������� [·]� ���

�������� f [x [k]] ���������� � ������������� ���������

����� ���������� ���� ����� ��������������

��� ���������� ����� �� �������� ���� � ������ ����� ����� ����� ����������� ��

���������� ����� ��� ���� �������������� �� ��� ����

x [k] = x (kTs) s.t. kTs ≤ t < (k + 1) Ts, �����

���



����� Ts �� ��� ������ ������� ���� ������� ��� ���������� �������� �������� �� ���

��� ���

G��� (s) =
1 − e−sTs

Tss
, �����

����� ���� ��� ������������ ���� ��� s������, λi� �� ��� z������ �� ��� ���������

��������

zi = eλiTs. �����

������� ������������������������ �������� �������������

��������� �� ��� ���������� ��������

∃t� ∈ [kTs, (k + 1) Ts] s.t. ẋ (t�) =
x ((k + 1) Ts) − x (kTs)

Ts

�����

����� k ∈ Z+� �� Ts �� ���������� ����� �������� �� �ẍ (t)�� ����

ẋ (t) �
1

Ts

(x [k + 1] − x [k]) �����

���
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��� ��������� �������� ��������� ��� ���� ���������� ���� �������� ������� ���������

����������

����� �������� �����

������� �������

������� ��� ������� �� �� ���� ������� ����������� �� ���������� ����������� ��

����������� ���� ����� k1, R0, ω ��� ��

������� �������

������� ��� ����������� �� ���� ����������� ���� ����� x� b ��� c�� ��� ������� ���

������� �� �� �������������� �� � ���� ������� ������ �� ��� �������� Rn ����� n

�� �� ������� ������� ����� x ∈ R6 ������ � ������ ������ x ���������� � ����������

������� ��������

�������� ��� ����������� �� ���� ����������� ���� ����� A, G ��� R�� ���

�������� ��� ������� �� �� �� ���� n ×m ����� ��� �������� ��� ���� �������� ����

����������� ��� ������ �������� ��� ������ ����� ��� �������� ����� m ��� n ���

������� ������� �������� ��� ������ �� ���� ��� �������� ������������� ����� A ∈

R3×3 ������ � ������ ������ A �� ���� 3×3 ������� G ∈ R2×4 ������� � �����������

������ G �� ���� 2 × 4�

����� ������ ���������

������� ���� ������

���������� � ������ ������ �� � �������������� ������� �� 1n�

���



������� �������� ������

���������� � ������ ������ �� ��������� n × n ������� �� In ����� ���� �������

����� ��� ���� �������� ��� � ����� �� ����� ��� ���� ����������

������� ���� ������

���������� � ����������� ������ �� ��������� n × m ������� �� 0n×m ����� ����

������� �� ��� ������ ��� � ����� �� �����

������� ����� ������

���������� � ������ ������ �� n ������������� ������� �� 0n�

����� ������ ����������

�������� ��� ��������� ������ ���������� ��� � ������ �������

v =

�

v [1] v [2] . . . v [k − 1]

�T
∈ Rk ���� k ∈ Z+. �����

������� ��������

�������� �� ���� �� ������ � ���������� ������� �� ������ �� �������� �� � ������� ���

m,n ∈ Z+ ���� 0 ≤ m < n ≤ k − 1� ����� ������ �������� �� ��� ������� �� �������

���

{v}m = v [m] ∈ R. �����

�������� ��� ���� �� ����������� ��� � ���������� �������� �� ������ �� ���������

{v}n
m =

�

v [m] v [m + 1] . . . v [n − 1] v [n]

�T
∈ Rn−m+1. �����

���



������� ����������

����� ������ ������� ��� �� ������ ����� � ��������� �������� ��������� ��� ��������

���������� ��� �������� �������� ����� ������� �� � ������ v �� ���� ��� ��

����������� �� ��� ����������

{v}k−1
0 = 0 =⇒ v [�] = 0 ��� ∀� ∈ [0, k − 1] . ������

������ �������� ��� ���� �� ������� �� � ��� �� ������������ �� ����� ������� �������

����� ��� �� ������ ��� �������� �� � ������ v �� �� ���� ���� ��� ���� ������ � ���

�� ����������� �� ��� ����������

{v}k−1
0 ≤ b =⇒ v [�] ≤ b ��� ∀� ∈ [0, k − 1] . ������

������� �������������

������������� �� �� ��������� ���� ������� � ������ ����� ��� ������� ��������� ����

�� ��� �� ���� ������ ��������� �� ��� ����� �� ���� ��������� ������������� �� ����

�� �������� � ��� ������ ������� �� ��������� ��� ������� �� ������� ������ �������

n ����� ��� �� ������ ���

concat {v, n} =
�

vT vT · · · vT

� �� �
repated n times

�T
∈ Rn·k, ������

����� n ≥ 2�

���



�������� �

����������� � ��������

���� �������� �������� ���������� ���������� �� �������� ���� ����������

��� �������� ����������

����� ����������� ��������

��� ����� ����� ��� �� ������� ������� �� �� � �������� �� ��� ���� ����� v ∈ R� �����

�� ���� ���������� ������ �� ��� ������� ����� �� �� ��������

δ (v) �






∞ : v = 0,

0 : v �= 0.
�����

������� ����������

��� ��������� �������� �� ��� ����������� �������� �� ��� ����������� ���������

�������� � �������� f : [0,∞) → Rn � ��� ����������� �������� �� �� ��������

f (t) =

ˆ ∞

0

f (τ) δ (t − τ) dτ, �����

����� t ∈ [0,∞) .

����� ���� ��������

��� ���� ������ ���� �� ��� ��������� ���� ����������� ���

�u� =
√

uTu �����

��� ��������� ���� ���������� �������� �� �� ���� ��� ����� �� ���� �� ������� ���

���� �� � �������

���



������� ����������

��� ���� �� � ������ u ∈ Rm ����������� �� �u� ∈ R� ����� m �� � �������� �������

����� ��� ��� ����� �����������

�� ���� ������ ��� ��������� ���� ������

�u� =






0 : u ≡ 0

> 0 : ���������
�����

�� �������� ��� a > 0 ��� ��� ������ u� ��� �������� �au� = a �u� �� ������ �����

�� �������� ����������� ��� ���� �������� ��� ���������� �u1 + u2� ≤ �u1� +

�u2� ��� u1, u2 ∈ Rm�

����� ������ ����������

�� ���� ������� ���������� ��� ����� ��� ������ ��������������� ��� ��������������

��������� ��� ������������������ �� � ������ �� ������������ �� ����� t0 ����

����� ������ � ������� �������� �������� u (t) ∈ U �� ��� �������� t ∈ [t0, tf ] ����

���� ��� ������������� �� ��� ����������� ������� x (t0) ∈ X �� ��� ���� ��������

��� �� ������ �� ��� ������� �������� ������ x (tf ) ∈ X �

��������� ��� ���������������� � ������ �� ���������� �� ���� t0 �� ��� ���

������� ����� �� ��� ����� ����� x (t0) ∈ X ��� � ����� ������� �������� u (t) ∈ U

������ �� ��� �������� t ∈ [t0, tf ] ��� ����� ���������� x (t) ��� �� ���������� ���

t ∈ [t0, tf ]�

���



�������� �

��� �����������

��� ����� ��������� ���������

���� ������� ���������� ��� ��������� ���� �� ��� ��� ������� ����������

Sx =












Ad
m

�
Ad

m

�2

���
�
Ad

m

�p












∈ R(p·nx)×nx

Su =












Bd
m,r 0 · · · 0

Ad
mBd

m,r Bd
m,r · · · 0

���
���

� � �
���

�
Ad

m

�p−1
Bd

m,r

�
Ad

m

�p−2
Bd

m,r · · · Bd
m,r












∈ R(p·nx)×(p·nr)

Hvx =












Bd
m,v 0 · · · 0

�
Ad

m

�
Bd

m,v Bd
m,v · · · 0

���
���

� � � 0
�
Ad

m

�p−1
Bd

m,v

�
Ad

m

�p−2
Bd

m,v · · · Bd
m,v












∈ R(p·nx)×(p·nv)

Rp =












R 0 · · · 0

0 R · · · 0

���
���

� � �
���

0 0 · · · R












∈ R(p·nx)×(p·nx)

���



Qp =












Q 0 · · · 0

0 Q · · · 0

���
���

� � �
���

0 0 · · · Q












∈ R(p·nr)×(p·nr) �����

Aδu =















Inr 0 · · · 0 0

−Inr Inr · · · 0 0

���
���

� � �
���

���

0 0 · · · Inr 0

0 0 · · · −Inr Inr















∈ R(p·nr)×(p·nr) �����

bδu(ub) [k] =

�
�
Δud [k − 1 |k − 1] + δmax

�T
δT
max · · · δT

max

�T
∈ Rp·nr �����

bδu(lb) [k] =

�
�
Δud [k − 1 |k − 1] + δmin

�T
δT
min · · · δT

min

�T
∈ Rp·nr �����

���



��� ������ ��������

�������� ��� ��������� xp ���� ����� ������� �� ��� ��������� ������� �����

xp [k] = kx [k] + SuΔup [k] �����

����� kx ∈ Rp·nx �� ������ ���

kx [k] = Sxx
d
m0 [k] + Surp [k] + Hvxvp [k] . �����

�� ��������� xp �� ����� ���� ��� ���������� ����� �� ������ ��� ��������� ����� ���

�� ������� ���������� �� ����� �� Δup�

J (k,Δu [k]) =
1

2
ΔuT

p [k] · 2
�
ρ [k] ST

uQpSu + Rp

�

� �� �
H[k]

Δup [k] + . . .

2ρ [k] kT
xQpSu� �� �

b[k]

·ΔuT
p [k] + kT

x [k] · Qpkx [k]
� �� �

f[k]

�����

����� f0 �� � ���������� �� ��� ��������� �������� ������ ��������� ���� ���� �����

����������� ��� ��� ������� H0 ∈ R(p·nr)×(p·nr)� b0 ∈ Rp·nr ��� f0 ∈ R ��� ������






H0 [k] = 2
�
ρ [k] ST

uQpSu + Rp

�

b0 [k] = 2ρ [k] · kT
x [k]QpSu

f0 [k] = kT
x [k] · Qpkx [k]

�����

���



��� ���������� �����������

��� ����� �� ����������� ��� ��������� ��� ����������� ��� ���������� ������������

����� ��� �����������

��� ����������� ��� ���� �� ������� ������� ����� ��� ���������������� �� ���

������������ ���������






concat {umin, p} ≤ up [k] ≤ concat {umax, p} ,

concat {Δumax, p} ≤ Δup [k] ≤ concat {Δumax, p} ,
�����

����� up = rp + Δup� ����� ��� ����������� ��� �� ��������� ���������� �� ����� ��

Δup ���

bbox(lb) [k] ≤ Δup [k] ≤ bbox(ub) [k] , ������

������

bbox(lb) [k] = max





concat {umin, p} − rp,

concat {Δumin, p}




 ������

bbox(ub) [k] = min





concat {umax, p} − rp,

concat {Δumax, p}




 ������

����� ���� �� ��������� ����������

��� ������ ��� ��������� ����������� Δup� ��� ������ ������� �������������� k, ���

�� �������� �� �������� ��� ��������� ���������� �����������

bδu(lb) ≤ AδuΔup [k] ≤ bδu(ub). ������

����� Aδu� bδu(lb) ��� bδu(ub) ���� ������ �� ��� ��������� �� ���� ���������

���



����� ���������� �������������

��� ��� ���� �� ����������� ����� ������� ��� �� �������� ���� ��� ��������� ����������

�����������

MΔup [k] ≤ c [k] , ������

������

M =












Aδu

−Aδu

Inr

−Inr












∈ R(p·nr)×4(p·nr) and c [k] =












bδu(ub) [k]

−bδu(lb) [k]

bbox(ub) [k]

−bbox(lb) [k]












∈ R4(p·nr).

������

����� ���� ������ ���� ��� ����������� �� ���� ���� ������� �� Δup ��

��������� �� ��� �������� ������� ������� �� ����������� �����������

���



��� ���� ������ ����������

������ ���� ����� ��� ������������� ���� �������� �� �� ����������

J (k,Δu [k]) = min
Δu∈Uδ

�
1

2
ΔuT

p [k] · H0 [k] · Δup [k] + bT
0 [k] · Δup [k] + f0 [k]

�

. ������

����� � ���������� ���������� ������� h : Rp·nr �→ R4p·nr �

h (Δup [k]) = MΔup [k] − c [k] . ������

����� ����� ��� ����������� L : Rp·nr �→ R�

L (Δup [k]) =
1

2
ΔuT

p [k] · H0 [k] · Δup [k] + bT
0 [k] · Δup [k] + f0 [k] . ������

��� ����������� �� ��� ������ �������� ��� �� �������� �� ��� ����������� L� ��

����������� ��� ������������ �������� ���������� ������ λp ���� h� ��� ������ �� ���

����������� ��������� Hλ�

Hλ (Δup [k]) =
1

2
ΔuT

p [k] · H0 [k] · Δup [k] + bT
0 [k] · Δup + . . .

f0 [k] + λT
p [k] · (MΔup [k] − c [k]) , ������

������

λp [k] =

�

λ0 [k] λ1 [k] · · · λ4·p−1 [k]

�T
. ������

�� ������ ��� ������� ���������� �� Hλ ���� ������� �� Δup�

∂Hλ [k]

∂Δup [k]
= bT

0 [k] + ΔuT
p [k] · H0 [k] + λT

p [k] · M. ������

���



�������� �� ������� ������ ����������� ����� �� ����� ��� ������� ��������� Δu�
p ��� ��

��������� ���

Δu�
p [k] = − (H0 [k])

−1 �b0 [k] − MTλ�
p [k]

�
������

����� λ�
p �������� ��� ����������� �����������






M · Δup − c [k] ≤ 04p·nr ,

bT
0 [k] + 2ΔuT

p [k] · H0 [k] +
�
λ�

p [k]
�T

M = 0T
p·nr

,

λ�
p [k] · (M · Δup [k] − c [k]) = 0,

λ�
p [k] ≥ 0p·nr .

������

���



�������� �

������ �������� �����

��� ������������������ �������� ����� ������� ��������� �� ��� ���� �� ����

������������ �� ������ �� ���� ���������

��� ������ ����� ����� �����

��� ��� ����� ���� �� ���� ���� �� ���� �� � ���������� ���� ����� ���� �

����������� ������ ��� ��� ������ �������� �� ����� �������� im� ����� ������

ωm� ����� ��������� θm� �������� ������ ω� ��� ��� ����� ��������� θ�� ���

������ �� ��� ����� ��� ��� ��������� ��������� θref ��� ��� ���� ������� Tload�

������� �� � ������������ ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� ���������

θ�� ��� ������ �� ����������� �� ��� ����������� �������������� �� ����� �����

xm = [ im θm ωm θ� ω� ]T� r = θref ��� v = Tload� ������������� ��� ��������

Am� Bm,r � Bm,v � Cm ��� Dm,v ��� ������ ���






Am =















a11 a12 a13 0 0

0 0 1 0 0

a31 a32 a33 a34 0

0 0 0 0 1

0 a52 0 a54 a55















,

Bm,r =















br1

0

0

0

0















, Bm,v =















0

0

0

0

bv5















, Cm = I5 and Dm,v = dv1,

�����

���



����� ��� ���������� ��� ����� ���






a11 = − (Rtt + k1k2) L
−1
tt , a12 = −k1k3k4L

−1
tt , a13 = − (ke + k1k3) L

−1
tt ,

a31 = ktJ
−1
m , a32 = −kcsN

−2
cmJ

−1
m , a33 = −bmJ

−1
m ,

a34 = kcsNclN
−1
cmJ

−1
m , a52 = kcsNclN

−1
cmJ

−1
� , a54 = − (k� + kcsN

2
cl) J

−1
� ,

a55 = −b�J
−1
� , br1 = k1k3k4k5L

−1
tt , bv5 = −J−1

� ,

dv1 = 0.

�����

� ����� ������� �� ��� ������ �������� ����� �� ����� �� ������ ���� ������ ��� ���

�������� ���������� ��� �������� �� ��� ���� ��������
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��� �������� ����������

� ���� �� ��� �������� ���������� ���� �� ��� �������� ����� ��� �������� ��

����� ���� �������� ��� ���� �������� ��������� �� � ������������ �������������

������ ����� ��� ����������� ������ ������������

����� ���� ���� �� �������� �������� ���������� ���� ������ ��� �������������
������������

��� ����� �����
�����������
�����

�����������

b� in · lbf/ (rad/s) 1.00 ±10% ���� �������

bm in · lbf/ (rad/s) 4.60 × 10−2 ±10% ����� �������

kcs rad/rad 4.00 × 105 � �������� ��������

ke V/ (rad/s) 1.25 × 10−1 ±5% �������� �����

k� in · lbf/rad 0.00 � ���� ��������

k1 V/V 1.23 × 103 � ���������� ���� �

k2 V/A 7.54 × 10−2 � ���������� ���� �

k3 V/ (rad/s) 1.53 × 10−1 � ���������� ���� �

k4 s−1 6.87 × 101 � ���������� ���� �

k5 rad/rad 8.00 � ���������� ���� �

kt in · lbf/A 8.27 × 10−1 ±5% ����� ������ �����

J� in · lbf · s2 2.00 × 10−2 ±20% ���� �������

Jm in · lbf · s2 1.60 × 10−3 ±20% ����� �������

Ltt H 3.97 × 10−4 ±5% ������������ ����������

Ncl � 1.00 � ���� ��������

Ncm � 8.00 � ����� ��������

Rtt Ω 3.78 × 10−1 ±5% ������������ ����������

���



�������� �

�������� � ���������� �����

��� �������� ����� ���� �������� � �� �������� ������� �� ������� � ����������

����� ��� � �������� ������� �����

��� ������� ����� ��� ������

������� ���� � ������� ������ ������ ��� ����������� �������� ������� ����� �� ���

��� ������� ���� ��� ������� ����� �� ������� ��� ���������� ���� ��� �������� ���� ���

���� �������� �������� ������� ���� ���� ���������� ���������� ���� ��� �������� ������

���� ���� �� ���� ������ ��� ���� ����� ��� ��������� �� ��� �������� ���������

����� ��� ������� ������� ���������� �� ��������� �� ���������� ������� ����� ��

��� ���� �������� ��������� �� ���� ��� ���� ������ ���������� ��� ���� ��� �� �������

�������� ���� ������ ���� �� ������� ������������ ������������� ���� ���� ��������

��� ����� ����� ������� �� �������� ��������� ���������� ����������� ��� ������� �� ���

������� ������� ��� ��� ��� ����� �������������� ������� ����������� ��� ���������

�� ��� �������� ������� ��������� ��� �� �������� �� ��������� ������������� �������

����� ������������ ������� �������� ����������

���



��� ������� ����� �����

�� ��� ���� �� ��� ��������� �� ������ ��� ������� ����������� �� ������� �� ���

����� ���� �� ��� ������ ��������� �������� ��� ������ ������ ��� ��� ������� ������

�� ����� ����� � ���� ����� ����������������� ������ ����� �� ������ ���� ��� �� ����

�� �������� ��� ������������ ������� ����� ���� �� �� ��� ������ �������� ���� �������

�� ��� ������������������ ����������� ���� ���� ����������� �� Twa ��� ������ ���

Twa (t) � Tw (t) − Ta (t) �����

����� ��� ������� Tw ��� Ta ���������� �� ��� ������� ����������� ��� �������

����������� ������������� ��� ������� R0� Cwa ��� Rwa ����� �� ��� �������

����������� ������� ����������� ��� ������� ���������� �� ��� ��������� ������������

��� ���������� ����� ����� �������������� ��� ������ ��� ��� �� ������� ���

Ṫwa (t) =

�

−
1

RwaCwa

�

Twa (t) +

�
R0

Cwa

�

i2m (t) �����

R0i
2
m(t) RwaCwa

+

Twa(t)

−

������ ���� ��������� �� ��� ���������� ������� ������

���



��� ����� ������ �����

����� ������� ���������� �������� �� � ���� ������� �� ��� ������� ������������ Tw�

��� ��� ��� �� ����������� ��� tRUL� ��� ��� �� ���� t ��� �� ������� �� Tw �����

���������� ��� �����

tRUL (t) = c0 exp

�
Ea

kBTw (t)

�

, �����

����� ��� ������� Ea� kB ��� c0 ��� ��������� ������������ ���������� �������

����������� �������� ��� �� ��������� ����� ��� ������������� ����� ��� ��� �����

���������� L� �� ������ �� ��� ����������� ��� ���������

L (t) = L0 +

ˆ t

t0

1

tRUL (τ)
dτ. �����

����� L0 �� ��� ������� ����� ���������� ������������ ����� ���� ����� ������

L (t) = L0 +

ˆ t

t0

c−1
0 exp

�

−
Ea

kBTw (τ)

�

dτ. �����

�� �������������� ���� ����� ���� ������� �� ���� ��� �������� ��� ������ ������

������ ������� �� �������� �������� �� ��� ���������� ����� �� ���������� ��� L̇ ���

�� ������

L̇ (t) = c−1
0 exp

�

−
Ea

kBTw (t)

�

, �����

�� �������� ����� �� ����� L̇ ��� �� ���������� �� ����� �� Twa�

L̇ (t) = c−1
0 exp

�

−
Ea

kB [Twa (t) + Ta (t)]

�

�����

� ����� ������� ��� ��� ������������� ������������ ����� �� �������� �� ������ ����
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��� ���������� �����

��� ������� ���� �� ��� ���������� ������ fp� �� ��� ��������� ������� ��� �������

��� ������� ������������

fp (t) = Tw (t) − Ta (t) �����

��� �������� ���������� ����� ��� �� ������� ���






Ṫwa (t) = − (RwaCwa)
−1 Twa (t) + (R0C

−1
wa) i

2
m (t)

L̇ (t) = c−1
0 exp

�
−Ea

kB
(Twa (t) + Ta (t))

−1
�

fp (t) = Twa (t)

�����

����� Ta ��� im ��� ������ ��� fp �� � �������� ������� �� �������� ��� ���

�������������� ������������� ���� ������ ��� ������������ ��� ��������� ������ ����

����� ���� ��� ���� ���������� ��� ��� ���������� ����� ��� �� ������






Twa [k + 1] =
�
1 − Ts (RwaCwa)

−1� Twa [k] + [TsR0C
−1
wa ] i

2
m [k] + n1,1 [k]

L [k + 1] = Tsc
−1
0 exp

�
−Ea

kB
(Twa [k] + Ta [k])

−1
�

+ L [k] + n1,2 [k]

fp [k] = Twa [k] + n2 [k]

������

����� Ts� n1,1� n1,2 ��� n2 ���������� �� ��� �������� ������������ ������� ����� �� ���

������� ������ ����� ��������� ��� ������� ����������� ������ ������������� ��������

��������� �������� ����� �� ���������� ����� �������������� �� ����� �������� ����

������������ ��������������� ���������� ����������

���



����� ���� ���� �� ��������� �������� �����������

��� ����� ����� �����������

c0 hr−1 3.174 × 10−5 �������� �� ���������������

kT eV/◦K 8.62 × 10−5 ����������� ��������

Cwa W/ (◦K/s) 1.00 × 101 ������� �����������

Ea eV 8.00 × 10−1 ���������� ������

R0 Ω 1.60 × 10−1 ������� ����������

Rwa
◦K/W 7.50 × 10−1 ������� ����������

���



����������

��� ������������� ������ �������� �������� ��� ��������� ����� �����������
������� ��� �� ���� �������� ��������� �������� ������������� ��������
����������� ������������ �������� �������� �������� ���� ������� ��� �����

��� �� ������ ����������� ��� ���� ������� ���������� ���� ������� �� ������ ���������
��� ������ ������ �����

��� �� ����� ������ �������� ������� ���� ����� ��� ��� ���� ������ ������� �
�����

��� �� �� ������ ��������� ����������� ��������� ��� ���� ��������� �� �����������
�� ��� ����� ������� ��� ���������� �������� ��� ����������� �����

��� �� �� ����������� �� �� ���� ��� �� ������ ����������� ������� ������
���������� � ��������� ���������� ���������� ��������� �� ������ ���������� ��
������� ������ ������ ������� ��������� ���� ������� ����� �������� �����������
��� ����� ��������������� �������� �����

��� �� ������������� �� ������ ��� �� ������� ����������� ��������� �������� ������� �
���������� ���������������� ��� ���� ������� �� ��� �������� �� ������� ������������
��������� ����� �������� ����������� ��� ����� ��������������� ��� �����

��� �� ���������� ������������ ������� �������� � ����������� ������ �� ������������
������� ������������������������������������ ��������� �� �����

��� �� ����� ������������ ��� ������ ���������� ������ ������� ������� �� ���
���������� ������ ������ ����������� ��� ���������� ����������� �������
����� �����

��� �� ������������� �� ����� �� ��������� ��� �� ���������� ����� ������� ��������
�� ����� ������� �� �������� ������ ��������� ���������� ��� ��������������
������� ������ ������� �� �������� ���� ��� ��� �������� ����� �����

���� �� ������������� �� ������ �� ������� �� ����� ��� �� ��� ����������� �����
��������� ��� ��������� ��� ����������� �������� �������� ��� ���� ����
����� � ����� ����� ���� �������������������

���� �� ����� ��� �� ����� ������� �� ��� ��������� ���������� �� ����� ����������
����� ������� ��� ����� �� ����������� �� ��� ������������� ���������� �� ���������
������� �� ������������ ������ ���� ��� �������� ������ �����

���� �� �� ���������� ��������������� �������� ��� ���� ����������� �� ����������� �� ���
������������� ���������� �� ��������� ������� ��������� �� ������������
������ ���� ��� ���������� ������ �����

���



���� �� �� ��� �� �� ������ ��� �� ����� ����������� ���������� ��� �������������
�� ���� �� ������� �������������� ������������� ������� �� �������� ������� ���
������ ����������� ���� ��� ��� �� ��� �������� �����

���� �� �� ����� ��� �� ������ ��� ������ �������������� ������� ������ ������� �������
�������� ���������� �� ��� ����������� � ������� ������ ��� ������������� ��� ���
���� �����

���� �� �������� � �������� ��������������� ��������� ��� ������� ����� ���������
��� ������� ���������� ��� ������� ������ �� ���������� ��� �������� �����
�������� ������� ��������� �� ����������� �������� �� ����� ���� ��������
�����

���� �� �������� �� ������������ �� ������� �� ����� ��� �� �������������
��������� �� ����������� �������������� ��� ���������� ��� �������� ��������
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