
I n p r e s e n t i n g t h e d i s s e r t a t i o n a s a p a r t i a l f u l f i l l m e n t o f 
t h e r e q u i r e m e n t s f o r a n a d v a n c e d d e g r e e f r o m t h e G e o r g i a 
I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y , I a g r e e t h a t t h e L i b r a r y o f t h e 
I n s t i t u t e s h a l l m a k e i t • a v a i l a b l e f o r i n s p e c t i o n a n d 
c i r c u l a t i o n i n a c c o r d a n c e w i t h i t s r e g u l a t i o n s g o v e r n i n g 
m a t e r i a l s o f t h i s t y p e . I a g r e e t h a t p e r m i s s i o n t o c o p y 
f r o m , o r t o p u b l i s h f r o m , t h i s d i s s e r t a t i o n m a y b e g r a n t e d 

„• b y t h e p r o f e s s o r u n d e r w h o s e d i r e c t i o n i t was w r i t t e n , o r , 
i n h i s a b s e n c e , b y t h e D e a n o f t h e G r a d u a t e D i v i s i o n when 
s u c h c o p y i n g o r p u b l i c a t i o n i s s o l e l y f o r s c h o l a r l y p u r p o s e 
a n d d o e s n o t i n v o l v e p o t e n t i a l f i n a n c i a l g a i n . I t i s u n d e r 
s t o o d t h a t a n y c o p y i n g f r o m , o r p u b l i c a t i o n o f , t h i s d i s ­
s e r t a t i o n w h i c h i n v o l v e s p o t e n t i a l f i n a n c i a l g a i n w i l l n o t 
b e a l l o w e d w i t h o u t w r i t t e n p e r m i s s i o n . 
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e f f i c i e n c i e s f o r t h e l a r g e r d i a m e t e r n o z z l e i n c r e a s e d w i t h 

i n c r e a s i n g v a l u e s o f t h e t i m e p a r a m e t e r , r e a c h i n g a p p r o x i -
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m a t e l y o n e a t a d i m e n s i o n l e s s t i m e o f 0 . 2 . F o r t h e r a n g e 

o f p r e s s u r e s d e v e l o p e d , f i f t e e n - f o l d i n c r e a s e s i n d i s s o l v e d 

o x y g e n c o n c e n t r a t i o n s c o u l d b e o b t a i n e d , 1 2 0 m g / 1 c o n c e n ­

t r a t i o n s b e i n g o b t a i n e d i n s o m e i n s t a n c e s . 

A n e f f e c t i v e d i f f u s i v i t y r a t i o , i . e . , b a s i c a l l y t h e 

r a t i o o f t h e o b s e r v e d d i f f u s i v i t y t o t h a t p r e d i c t e d b y t h e 

s t a g n a n t d r o p l e t m o d e l , w a s d e t e r m i n e d f r o m s o m e o f t h e 

e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a f t e r a p p r o x i m a t e c o r r e c t i o n s f o r e n d 

e f f e c t t r a n s f e r . T h e e f f e c t i v e d i f f u s i v i t y r a t i o w a s f o u n d 

t o b e 3 . 3 . T h e a s y m p t o t i c v a l u e o f t h e t i m e a v e r a g e t r a n s ­

f e r c o e f f i c i e n t i n d i c a t e d t h a t t h e t r a n s f e r w a s s i m i l a r t o 

t h a t p r e d i c t e d b y b o t h t h e c i r c u l a t i n g a n d t u r b u l e n t d r o p ­

l e t m o d e l s . 
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C H A P T E R I 

I N T R O D U C T I O N 

B a c k g r o u n d 

P o l l u t i o n o f n a t u r a l w a t e r c o u r s e s i s a s e r i o u s a n d 

g r o w i n g p r o b l e m i n t h e U n i t e d S t a t e s . E a c h y e a r t h e q u a l i t y 

o f m a n y s u r f a c e w a t e r s d e c r e a s e s . T h e h e a v y p o l l u t a n t l o a d 

c o n t i n u a l l y d i s c h a r g e d i n t o t h i s c o u n t r y ' s r i v e r s a n d l a k e s 

c a u s e s i n c r e a s i n g d e t e r i o r a t i o n o f t h e s e s u r f a c e w a t e r s ( 2 0 0 ) * , 

G o o d q u a l i t y s u r f a c e w a t e r h a s d i s s o l v e d o x y g e n c o n ­

c e n t r a t i o n s n e a r s a t u r a t i o n l e v e l s ( 2 ) . S e w a g e d i s c h a r g e d i n t o 

n a t u r a l w a t e r c o u r s e s , b e c a u s e o f t h e o x i d a t i o n o f t h e o r g a n i c 

m a t t e r c o n t a i n e d i n i t , c a u s e s d e c r e a s e s i n d i s s o l v e d o x y g e n 

c o n c e n t r a t i o n s , s u c h d e c r e a s e s s o m e t i m e s b e c o m i n g s o g r e a t 

t h a t a n a e r o b i c c o n d i t i o n s o c c u r o v e r a r e a s o f c o n s i d e r a b l e 

e x t e n t . I n a r i v e r w i t h a d e q u a t e a e r a t i o n a n d s e w a g e d i l u t i o n , 

d i s s o l v e d o x y g e n c o n c e n t r a t i o n s w i l l e v e n t u a l l y r e t u r n t o 

f o r m e r l e v e l s i f t h e r i v e r i s n o t o v e r t a x e d w i t h a d d i t i o n a l 

p o l l u t a n t l o a d s . N a t u r a l p u r i f i c a t i o n i s n e v e r f a s t , h o w e v e r , 

a n d u n d e s i r a b l e c o n d i t i o n s m a y e x i s t o v e r l o n g r e a c h e s o f a 

r i v e r ( 5 8 ) . I n m a n y l a k e s , n a t u r a l c i r c u l a t i o n a n d a e r a t i o n 

r a t e s m a y b e s o l o w t h a t c o n t i n u a l d i s c h a r g e o f s e w a g e i n t o 

• N u m b e r s i n p a r e n t h e s e s r e f e r t o l i t e r a t u r e c i t a t i o n s i n 
b i b l i o g r a p h y . 
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t h e m r e s u l t s i n d r a s t i c a l l y l o w l e v e l s o f d i s s o l v e d o x y g e n 

c o n c e n t r a t i o n s , p a r t i c u l a r l y i n t h e l o w e r s t r a t a o f d e e p e r 

l a k e s w h e r e n e a r l y s t a g n a n t c o n d i t i o n s m a y e x i s t . 

T o o v e r c o m e t h e p r o b l e m o f o x y g e n d e f i c i e n c y i n n a t u ­

r a l w a t e r c o u r s e s , o n e o b v i o u s s o l u t i o n w o u l d b e t o r e d u c e t h e 

p o l l u t a n t l o a d o f s e w a g e t h r o u g h i n c r e a s e d s e w a g e t r e a t m e n t 

p r i o r t o d i s c h a r g e . A n o t h e r m e t h o d , h o w e v e r , w h i c h m i g h t 

p r o v e a d v a n t a g e o u s i n m a n y c a s e s , w o u l d b e t h e i n t r o d u c t i o n 

o f w a t e r w i t h h i g h c o n c e n t r a t i o n s o f d i s s o l v e d o x y g e n d i ­

r e c t l y i n t o b o d i e s o r r e a c h e s o f o x y g e n d e f i c i e n t w a t e r . 

T h e w a t e r s o i n t r o d u c e d c o u l d p o s s i b l y h a v e a d i s s o l v e d 

o x y g e n c o n c e n t r a t i o n l e v e l a b o v e t h e s a t u r a t i o n l e v e l n o r m ­

a l l y e n c o u n t e r e d i n t h e s u r f a c e s t r a t a o f n a t u r a l w a t e r s . 

I n t r o d u c t i o n o f s u c h w a t e r w o u l d a p p e a r t o b e h i g h l y b e n e ­

f i c i a l a n d e f f e c t i v e i n r e t u r n i n g o x y g e n c o n c e n t r a t i o n l e v e l s 

i n a n a t u r a l w a t e r c o u r s e t o d e s i r a b l e l e v e l s . 

I n t r o d u c t i o n o f w a t e r w i t h h i g h c o n c e n t r a t i o n s o f d i s ­

s o l v e d o x y g e n d i r e c t l y i n t o o x y g e n d e f i c i e n t w a t e r s s e e m s t o 

o f f e r s e v e r a l a d v a n t a g e s . B y m e r e l y p u m p i n g t h e o x y g e n c o n ­

c e n t r a t e d w a t e r f r o m i t s p o i n t o f p r o d u c t i o n t o i t s p o i n t o f 

u s e , t h e w a t e r c o u l d b e i n j e c t e d a t t h e e x a c t l o c a l e w h e r e 

c o n d i t i o n s w e r e t h e m o s t s e v e r e . T h e p r o b l e m o f o x y g e n 

d e f i c i e n c y c o u l d b e a t t a c k e d a t t h e p o i n t w h e r e i t e x i s t s . 

F u r t h e r m o r e , t h e r e l a t i v e l y s l o w a n d n o t a l w a y s p r e d i c t a b l e 

n a t u r a l t r a n s p o r t o f a r i v e r o r l a k e w o u l d n o t h a v e t o b e 

r e l i e d u p o n t o c a r r y h i g h q u a l i t y w a t e r t o r e g i o n s o f l o w 
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q u a l i t y . T r a n s p o r t o f t h i s w a t e r w i t h h i g h o x y g e n c o n c e n ­

t r a t i o n s t o i t s p o i n t o f u s e w o u l d b e q u i c k , d i r e c t , a n d 

r e l i a b l e . 

N o t o n l y c o u l d t h e o x y g e n e n r i c h e d w a t e r b e i n t r o ­

d u c e d a t t h e d e s i r a b l e l o c a l e , b u t i t c o u l d a l s o b e i n j e c t e d 

d i r e c t l y i n t o t h e p a r t i c u l a r w a t e r s t r a t u m w h i c h w a s m o s t 

s e v e r e l y d e f i c i e n t i n o x y g e n . T h u s e v e n i n d e e p l a k e s w i t h 

s t a g n a n t l o w e r s t r a t a , o x y g e n l e v e l s c o u l d b e i n c r e a s e d . I n 

t h e l o w e r p o r t i o n s o f t h e p o o l b e h i n d a d a m , f o r i n s t a n c e , 

i n w h i c h o x y g e n d e f i c i e n c y i s s o m e t i m e s s e v e r e , t h i s h i g h l y 

c o n c e n t r a t e d w a t e r c o u l d b e i n j e c t e d . R e m o v a l of w a t e r f r o m 

t h e d e e p e r p o o l e l e v a t i o n s f o r p a s s a g e t h r o u g h t u r b i n e s w o u l d 

n o t t h e n r e s u l t i n t h e m o v e m e n t o f l a r g e q u a n t i t i e s o f o x y g e n 

d e f i c i e n t w a t e r d o w n s t r e a m . F u r t h e r m o r e , b y v a r y i n g t h e . 

o x y g e n c o n c e n t r a t i o n i n t h e i n j e c t e d w a t e r , s a t u r a t i o n l e v e l s 

c o u l d b e c o n c e i v a b l y a p p r o a c h e d i n a l l l e v e l s o f a l a k e , n o t 

m e r e l y s u r f a c e s t r a t a . 

H i g h l e v e l s o f c o n c e n t r a t i o n w o u l d a l s o m e a n t h a t o n l y 

r e l a t i v e l y s m a l l q u a n t i t i e s o f w a t e r n e e d b e i n t r o d u c e d i n 

s o m e i n s t a n c e s . A s u f f i c i e n t l y h i g h d i s s o l v e d o x y g e n c o n ­

t e n t o f t h e i n j e c t e d w a t e r w o u l d m e a n t h a t c o n s i d e r a b l e d i ­

l u t i o n o f t h e i n j e c t e d w a t e r c o u l d o c c u r w h i l e s t i l l p r o v i d i n g 

e n o u g h o x y g e n t o s u b s t a n t i a l l y i n c r e a s e o x y g e n l e v e l s i n t h e 

r i v e r o r l a k e . 

T h u s t h i s m e t h o d o f i n c r e a s i n g d i s s o l v e d o x y g e n l e v e l s 

i n a n a t u r a l b o d y o f w a t e r h a s a d v a n t a g e s w h i c h m a k e i t w o r t h y 

o f c o n s i d e r a t i o n . 
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P u r p o s e a n d O b j e c t i v e s 

G i v e n t h a t i n t r o d u c t i o n o f w a t e r w i t h h i g h l e v e l s o f 

d i s s o l v e d o x y g e n d i r e c t l y i n t o a n a t u r a l w a t e r c o u r s e a p p e a r s 

t o o f f e r p r o m i s e , t h e q u e s t i o n a r i s e s a s t o h o w t h e s e h i g h 

c o n c e n t r a t i o n s c o u l d b e o b t a i n e d . O n e m e t h o d , t h e m e t h o d t o 

b e e x a m i n e d h e r e , m i g h t b e t h a t o f s p r a y i n g w a t e r , w i t h r e l a ­

t i v e l y l o w o x y g e n c o n c e n t r a t i o n l e r v e l s , i n t o a n e a r l y p u r e 

o x y g e n a t m o s p h e r e u n d e r p r e s s u r e . S i n c e t h e s a t u r a t i o n c o n ­

c e n t r a t i o n o f a g a s i n a l i q u i d i s a f u n c t i o n o f t h e p a r t i a l 

p r e s s u r e o f t h e g a s , t h e u s e o f p u r e o x y g e n u n d e r a h i g h 

p r e s s u r e w o u l d m e a n t h a t t h e s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n w o u l d 

b e h i g h . I f t h e s p r a y o p e r a t i o n e m p l o y e d r e s u l t e d i n a h i g h 

d e g r e e o f t r a n s f e r o f o x y g e n t o t h e i n d i v i d u a l d r o p l e t s p r o ­

d u c e d b y t h e s p r a y , h i g h l y o x y g e n e n r i c h e d w a t e r c o u l d b e o b ­

t a i n e d f o r i n j e c t i o n i n t o a n a t u r a l w a t e r c o u r s e . 

A s p r a y o p e r a t i o n s u c h a s t h a t e n v i s i o n e d h a s a n a d ­

v a n t a g e o v e r t h a t o f a n a p p a r a t u s b u b b l i n g o x y g e n o r a i r 

d i r e c t l y i n t o o x y g e n d e f i c i e n t w a t e r s i n c e t h e a b s o r p t i o n o f 

o x y g e n i n t o t h e w a t e r w o u l d t a k e p l a c e p r i o r t o i n j e c t i o n o f 

t h e w a t e r i n t o t h e o x y g e n d e f i c i e n t w a t e r . O x y g e n i n t r o d u c e d 

i n p r e v i o u s l y o x y g e n e n r i c h e d w a t e r w o u l d n o t b e s o r e a d i l y 

s u b j e c t t o l o s e f r o m t h e d e f i c i e n t w a t e r . B u b b l e s , o n t h e 

o t h e r h a n d , w o u l d r e m a i n o n l y a s h o r t t i m e i n a n y p a r t i c u l a r 

s t r a t u m i n w h i c h t h e y w e r e f o r m e d . 

A s p r a y o p e r a t i o n a s p r o p o s e d a l s o m i g h t h a v e v a l u a b l e 

a p p l i c a t i o n i n r e l a t e d a r e a s . R a t h e r t h a n s p r a y o r d i n a r y 
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w a t e r i n t o t h e o x y g e n a t m o s p h e r e , s e w a g e m i g h t "be u s e d . 

Q x i d a t i o n r a t e s w o u l d b e c o n s i d e r a b l y e n h a n c e d r e s u l t i n g i n 

b e t t e r s e w a g e t r e a t m e n t . O x y g e n e j n r i c h e d w a t e r f r o m s u c h a 

s p r a y o p e r a t i o n w o u l d s e e m a l s o t o b e p a r t i c u l a r l y w e l l 

s u i t e d f o r u s e i n r a i s i n g t h e q u a l i t y o f s u b s u r f a c e g r o u n d 

w a t e r . R a t h e r t h a n p u m p i n g o r d i n a r y w a t e r t h r o u g h a r e ­

c h a r g e w e l l t o r a i s e g r o u n d w a t e r l e v e l s , o x y g e n e n r i c h e d 

w a t e r m i g h t b e u s e d i n t h o s e i n s t a n c e s i n w h i c h t h e e x i s t i n g 

g r o u n d w a t e r w a s o f p o o r q u a l i t y a s w e l l a s b e i n g b e l o w d e s i r e d 

l e v e l s . 

P r o p o s e d h e r e t o p r o v i d e t h e d e s i r e d s p r a y o p e r a t i o n 

i s a r e l a t i v e l y s i m p l e a p p a r a t u s , o n e w h i c h m i g h t b e c o n ­

s i d e r e d a c r u d e p r o t o t y p e . B a s i c a l l y , i t i s p r o p o s e d t o p u m p 

w a t e r w i t h r e l a t i v e l y l o w d i s s o l v e d o x y g e n c o n c e n t r a t i o n s 

i n t o a p r e s s u r i z e d t a n k , t h e a c t u a l i n j e c t i o n o f w a t e r i n t o 

t h e t a n k b e i n g t h r o u g h a s p r a y n o z z l e . I n s i d e t h e t a n k w o u l d 

b e a n a t m o s p h e r e o f e s s e n t i a l l y p u r e o x y g e n . D r o p l e t s p r o ­

d u c e d b y t h e s p r a y n o z z l e w o u l d f a l l t h r o u g h t h e h i g h p r e s s u r e 

o x y g e n a t m o s p h e r e o n t o t h e s u r f a c e o f a p o o l o f w a t e r i n t h e 

b o t t o m o f t h e t a n k . W a t e r d r a w n f r o m t h i s p o o l , n o w o x y g e n 

e n r i c h e d , c o u l d t h e n b e p u m p e d o r g r a v i t y f e d t o i t s p o i n t 

o f u s e . 

T h e p r a c t i c a l i t y a n d u s e f u l n e s s o f t h i s p r o p o s e d p r o ­

c e s s d e p e n d s t o a c o n s i d e r e d e x t e n t o n t h e a m o u n t o f o x y g e n 

w h i c h i s a b s o r b e d b y t h e w a t e r a s i t p a s s e s t h r o u g h t h e t a n k . 

T h i s s t u d y w i l l a t t e m p t t o m a k e a v e r y p r e l i m i n a r y e v a l u a t i o n 

o f t h e p r o p o s e d s p r a y p r o c e s s . 
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I n a d d i t i o n , e s s e n t i a l b a c k g r o u n d m a t e r i a l w i l l b e 

p r e s e n t e d a n d d i s c u s s e d i n o r d e r t h a t t h e r e s h a l l e x i s t a . 

b r o a d f o u n d a t i o n o f c o n s i d e r a b l e d e p t h f o r f u t u r e s t u d y o f 

a m o r e d e t a i l e d n a t u r e s h o u l d t h e p r o p o s e d p r o c e s s a p p e a r 

p r o m i s i n g . 

O x y g e n a b s o r p t i o n b y w a t e r d r o p l e t s i n a s p r a y i s 

b a s i c a l l y a m a s s t r a n s f e r p r o c e s s b e t w e e n t w o p h a s e s . A b ­

s o r p t i o n o f g a s e s b y d r o p l e t s i s m e r e l y a s p e c i a l c a s e o f t h e 

m o r e g e n e r a l f i e l d o f i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r . T h u s a n u n d e r ­

s t a n d i n g o f t h e p r i n c i p l e s a n d t h e o r i e s o f i n t e r p h a s e m a s s 

t r a n s p o r t i s b o t h n e c e s s a r y a n d d e s i r a b l e b e f o r e e x a m i n a t i o n 

o f t r a n s f e r i n d r o p l e t s . C h a p t e r I I i s d e v o t e d e x c l u s i v e l y 

t o a d i s c u s s i o n o f m a s s t r a n s f e r b e t w e e n t w o p h a s e s . 

I n C h a p t e r I I I a t t e n t i o n i s f o c u s e d u p o n m a s s t r a n s f e r 

i n d r o p l e t s y s t e m s . M u c h t h e o r e t i c a l a n d e x p e r i m e n t a l w o r k 

h a s b e e n d e v o t e d t o t h e s i n g l e , i d e a l i z e d , s p h e r i c a l d r o p l e t . 

T h e d i s c u s s i o n r e f l e c t s t h i s e m p h a s i s . M a s s t r a n s f e r i n s i d e 

a d r o p l e t a n d o u t s i d e a d r o p l e t a r e b o t h d i s c u s s e d . W h i l e 

t r a n s f e r o u t s i d e o f a d r o p l e t i s n o t o f d i r e c t c o n c e r n i n 

r e l a t i o n t o t h e p r o p o s e d p r o c e s s t o b e e x a m i n e d i n t h i s s t u d y , 

s i n c e t h e c o n t i n u o u s p h a s e s u r r o u n d i n g t h e w a t e r d r o p l e t s i s 

v e r y n e a r l y p u r e o x y g e n , i t i s o f v a l u e t o e x a m i n e i t i n a n 

e x p l o r a t o r y s t u d y , s u c h a s t h i s o n e , i n o r d e r t h a t m a s s t r a n s ­

f e r i n s i d e a d r o p l e t b e s e e n i n p r o p e r r e l a t i o n t o t h e c o n ­

t i n u o u s p h a s e t r a n s f e r i n a d r o p l e t s y s t e m . F u r t h e r m o r e , 
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m o d i f i c a t i o n o f t h e p r o p o s e d p r o c e s s m i g h t r e s u l t i n t h e 

n e e d f o r c o n s i d e r a t i o n o f t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e . 

T h e e x p e r i m e n t a l w o r k o f t h e s t u d y i s d i s c u s s e d i n 

C h a p t e r I V . T h e e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n c o n d u c t e d w a s o f 

a n e x p l o r a t o r y n a t u r e a n d t h u s w a s o f l i m i t e d e x t e n t . T h e 

a p p a r a t u s u s e d w a s e s s e n t i a l l y t h a t d e s c r i b e d i n p r e c e d i n g 

p a r a g r a p h s . E x a m i n a t i o n o f r e s u l t s f r o m t h e o p e r a t i o n o f 

t h e e x p e r i m e n t a l a p p a r a t u s a r e e x a m i n e d a n d e v a l u a t e d i n l i g h t 

o f p r o v i d i n g a p r e l i m i n a r y d e t e r m i n a t i o n o f t h e p r o m i s e o f t h e 

p r o p o s e d p r o c e s s a n d d e t e r m i n i n g w h e t h e r o r n o t f u r t h e r s t u d y 

a n d e x p e r i m e n t a t i o n s e e m j u s t i f i e d . 
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C H A P T E R I I 

I N T E R P H A S E M A S S T R A N S P O R T T H E O R Y 

D e f i n i t i o n o f B a s i c T e r m s 

A b s o r p t i o n c a n b e c o n s i d e r e d t h e t r a n s f e r o f m a s s 

f r o m o n e p h a s e t o a n o t h e r p h a s e ( 2 3 9 ) r e s u l t i n g i n a s p a t i a l 

d i s p e r s i o n o f t h e t r a n s f e r r e d m a s s , t e r m e d t h e s o l u t e , w i t h ­

i n t h e s e c o n d p h a s e , t h e s o l v e n t , w i t h s u c h a f i n e d e g r e e 

o f i n t e r m i n g l i n g t h a t t h e s o l u t i o n b e c o m e s h o m o g e n e o u s a n d 

t h e s o l u t e b e c o m e s o p t i c a l l y v o i d ( 2 4 0 ) . D i s s o l u t i o n i s 

a n o t h e r t e r m f o r a b s o r p t i o n , a l t h o u g h t h e t e r m d i s s o l u t i o n 

i s g e n e r a l l y u s e d o n l y w h e n t h e s o l v e n t i s a l i q u i d ( 1 7 7 ) . 

I t c a n c o r r e c t l y b e a p p l i e d t o s y s t e m s w i t h a n y t y p e o f s o l -

v e n t p h a s e , h o w e v e r , s i n c e s o l u t i o n s c a n e x i s t w i t h a g a s , 

l i q u i d , o r s o l i d a s . . e i t h e r t h e s o l u t e o r s o l v e n t . 

A p h a s e i t s e l f c a n b e d e f i n e d a s t h a t p o r t i o n o f a 

s y s t e m w h i c h h a s d i f f e r e n t t h e r m o d y n a m i c p r o p e r t i e s f r o m 

t h e r e m a i n d e r o f t h e s y s t e m e v e n t h o u g h t h e e n t i r e s y s t e m 

i s i n t h e r m a l e q u i l i b r i u m ( 1 1 6 ) . T h e f a c t s t h a t t h e z o n e s 

i n n e a r p r o x i m i t y o f t h e t r a n s i t i o n f r o m o n e p h a s e t o a n o t h e r 

a s s u m e s u c h i m p o r t a n t r o l e s i n t h e a b s o r p t i o n p h e n o m e n o n 

a n d t h a t t h e p h y s i c a l p r o p e r t i e s i n t h e s e s u r f a c e z o n e s m a y 

b e s u b s t a n t i a l l y d i f f e r e n t f r o m t h o s e i n t h e b u l k o f t h e 

p h a s e s ( 2 2 , 1 0 2 ) h a s l e d H a r k i n s ( 8 7 ) t o s e p a r a t e t h e p h a s e s 

i n a s y s t e m i n t o t w o s u b d i v i s i o n s , t e r m e d r e g i o n s . T h a t 
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p o r t i o n o f a p h a s e w h i c h e x c l u d e s t h e s u r f a c e z o n e c o n s t i ­

t u t e s o n e r e g i o n , t e r m e d t h e " b u l k o f t h e p h a s e , w h i l e t h e 

t r a n s i t i o n z o n e o r s u r f a c e z o n e " b e t w e e n t h e b u l k o f t w o 

p h a s e s c o n s t i t u t e s t h e o t h e r r e g i o n . M o r e p r o p e r l y t h e n , 

t h e t h e r m o d y n a m i c p r o p e r t i e s o f a p h a s e n e e d b e , c o n s t a n t 

o n l y i n t h e b u l k o f t h e p h a s e a n d t h e d i s p e r s i o n o f a s o l u t e 

i n a s o l v e n t b e c o m e s h o m o g e n e o u s o n l y n e c e s s a r i l y i n t h e b u l k 

o f t h e s o l v e n t p h a s e . I n t h e t r a n s i t i o n r e g i o n , b e c a u s e o f 

t h e v e r y n a t u r e o f t h e a b s o r p t i o n p r o c e s s , t h e d i s p e r s i o n o f 

t h e s o l u t e , i f u n d e r g o i n g a c t i v e a b s o r p t i o n , w i l l n o t b e 

h o m o g e n e o u s . 

T h e a c t u a l t r a n s i t i o n f r o m o n e p h a s e t o a n o t h e r o c c u r s 

t h r o u g h w h a t i s t e r m e d t h e I n t e r f a c e . T h e i n t e r f a c e a n d t h e 

r e g i o n i n w h i c h i t l i e s i s n o t c o m p l e t e l y u n d e r s t o o d a t t h i s 

t i m e . H o w e v e r , t h e i n t e r f a c e i t s e l f h a s g e n e r a l l y b e e n 

d e s c r i b e d ( 1 , 2 4 , 8 0 , 8 6 , 1 7 1 , 1 7 9 , 2 2 6 ) a s b e i n g a r a t h e r 

a b r u p t t r a n s i t i o n b e t w e e n t w o p h a s e s , o n t h e o r d e r o f o n e o r 

t w o m o l e c u l e s i n t h i c k n e s s . T h o u g h i t i s s u b j e c t t o v i o l e n t 

k i n e t i c a g i t a t i o n a n d f r e q u e n t i n t e r c h a n g e o f m o l e c u l e s b e ­

t w e e n i t s e l f a n d t h e b u l k p h a s e r e g i o n s , i t i s a s s u m e d t o b e 

l e s s t h a n 1 0 0 a n g s t r o m s t h i c k . F o r t h e p u r p o s e s o f t h i s s t u d y 

t h i s i n t e r f a c i a l d e s c r i p t i o n w i l l b e a d e q u a t e . 

F i c k » s L a w s o f D i f f u s i o n 

I f o n e w e r e t o f i l l t h e l o w e r p o r t i o n o f a t a l l c o n ­

t a i n e r w i t h i o d i n e s o l u t i o n a n d t h e n w e r e t o p o u r w a t e r o n 
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t o p o f t h e i o d i n e s o l u t i o n w i t h s u c h g r e a t c a r e s o a s t o 

c a u s e a l m o s t n o d i s t u r b a n c e o f t h e i o d i n e s o l u t i o n , i t 

w o u l d b e o b s e r v e d i n i t i a l l y t h a t t h e w a t e r i m m e d i a t e l y 

a b o v e t h e i o d i n e s o l u t i o n w o u l d b e c o m e d a r k l y c o l o r e d . 

W i t h p a s s i n g t i m e , o n e w o u l d o b s e r v e t h e u p p e r p o r t i o n s o f 

t h e w a t e r b e c o m i n g c o l o r e d w h i l e t h e l o w e r p o r t i o n s w o u l d 

b e c o m e g r a d u a l l y l e s s i n t e n s e l y c o l o r e d . A f t e r a s u f f i c i e n t 

l e n g t h o f t i m e t h e c o n t a i n e r w o u l d h o l d c o l o r e d w a t e r o f 

e q u a l i n t e n s i t y t h r o u g h o u t . O b v i o u s l y m o l e c u l e s o f i o d i n e 

a r e m o v i n g f r o m r e g i o n s o f h i g h c o n c e n t r a t i o n t o r e g i o n s 

o f l o w c o n c e n t r a t i o n . T h i s c l a s s i c e x a m p l e ( 3 2 ) s e r v e s t o 

i l l u s t r a t e t h a t m o l e c u l a r p h e n o m e n o n , t e r m e d d i f f u s i o n , b y 

w h i c h m a s s o f o n e s p e c i e s m o v e s t h r o u g h a c o l l e c t i o n o f o t h e r 

s p e c i e s d u e s o l e l y t o t h e d i f f e r e n c e i n c o n c e n t r a t i o n o f t h e 

s p e c i e s . T h e r a n d o m m o t i o n o f t h e d i f f u s i n g m o l e c u l e s t h e m ­

s e l v e s p r o d u c e s t h e n e t t r a n s p o r t o f t h e m o l e c u l e s . C o n ­

s i d e r a t i o n o f a t h i n e l e m e n t n o r m a l t o t h e n e t m o v e m e n t o f 

t h e d i f f u s i n g s u b s t a n c e d e m o n s t r a t e s w h y t h i s i s s o . I f t h e 

m o l e c u l a r m o t i o n o f t h e d i f f u s i n g s p e c i e s b e p u r e l y r a n d o m , 

t h e n t h e s a m e c e r t a i n p e r c e n t a g e o f t h e d i f f u s i n g m o l e c u l e s 

a t e a c h f a c e o f t h e e l e m e n t w i l l m o v e a c r o s s t h e f a c e o f t h e 

e l e m e n t . A h i g h e r c o n c e n t r a t i o n a t o n e f a c e w i l l t h e r e f o r e 

n e c e s s a r i l y r e s u l t i n a n e t m o v e m e n t o f t h e d i f f u s i n g s u b ­

s t a n c e t h r o u g h t h e e l e m e n t f r o m r e g i o n s o f h i g h t o l o w c o n -

c e n t r a t i o n ( 3 3 * 1 6 7 i 1 7 0 ) • T o d i s t i n g u i s h t h i s p h e n o m e n o n 

f r o m o t h e r t y p e s o f m a s s t r a n s p o r t w h i c h a r e q u i t e o f t e n 
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d e s c r i b e d a s a p a r t i c u l a r t y p e o f d i f f u s i o n , s u c h a s t h e r m a l 

o r p r e s s u r e d i f f u s i o n , i t i s o f t e n c a l l e d m o l e c u l a r ( 2 2 2 ) o r 

o r d i n a r y d i f f u s i o n ( 6 ) . A s i t w i l l b e u s e d i n t h i s s t u d y , t h e 

t e r m d i f f u s i o n w i l l r e f e r o n l y t o m o l e c u l a r d i f f u s i o n u n l e s s 

i t i s s t a t e d o t h e r w i s e . 

F i c k » s F i r s t L a w o f D i f f u s i o n 

F i r s t ( 3 4 ) t o s t a t e m a t h e m a t i c a l l y t h e l a w s w h i c h 

g o v e r n m a s s t r a n s p o r t i n s o l u t i o n s b y d i f f u s i o n w a s A d o l f 

F i c k ( 5 9 * 6 0 ) . F i c k , r e a l i z i n g t h e e s s e n c e o f t h e d i f f u s i o n 

m e c h a n i s m w a s t h e s a m e a s t h a t w h i c h o c c u r r e d i n t h e c o n ­

d u c t i o n o f h e a t a n d e l e c t r i c i t y , s t a t e d i n 1 8 5 5 t h a t t h e t i m e 

r a t e o f m a s s t r a n s p o r t o f c o m p o n e n t A t h r o u g h c o m p o n e n t B o f 

a s o l u t i o n p e r u n i t a r e a o f s o l u t i o n , t h a t i s , t h e m a s s f l u x 

o f A , i n t h e x d i r e c t i o n d u e t o d i f f u s i o n i s d i r e c t l y p r o ­

p o r t i o n a l t o t h e n e g a t i v e o f t h e c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t o f 

t h e d i f f u s i n g c o m p o n e n t A . T h u s 

= - D -
* P A 

( 2 . 1 ) 
3 x 

w h e r e 

1 
d M 

A 
J 

A x " A r e a d t 
( 2 . 2 ) 
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a n d 

P £ = V ( W = M A / ¥ ( 2 . 3 ) 

a n d w h e r e J ^ x = m a s s d i f f u s i v e f l u x o f A' i n t h e x d i r e c t i o n , 

= m a s s o f A , A r e a = a r e a n o r m a l , t o t h e x d i r e c t i o n , t = t i m e , 

= t h e m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A , ¥ ^ = v o l u m e o f A i n s o l u t i o n , 

¥ g = v o l u m e o f B i n s o l u t i o n , ¥ ' = t o t a l v o l u m e o f s o l u t i o n , D = 

t h e c o e f f i c i e n t o f m o l e c u l a r d i f f u s i o n , o r d i f f u s i v i t y . M o r e 

g e n e r a l l y , c o m p o n e n t B m a y b e c o n s i d e r e d t o b e t h e c o l l e c t i o n 

o f a l l s p e c i e s i n t h e s o l u t i o n o t h e r t h a n A , i n w h i c h c a s e t h e 

d e f i n i t i o n o f t h e m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A , e q . ( 2 . 3 ) , b e c o m e s 

1 = 1 

w h e r e ^ i s t h e v o l u m e o f c o m p o n e n t Ji i n a n n c o m p o n e n t 

s o l u t i o n . 

F r o m F i c k ' s F i r s t L a w , a s e q . ( 2 . 1 ) o r i t s m a n y s i m i ­

l a r f o r m s h a v e c o m e t o b e k n o w n , i t i s s e e n t h e m a s s t r a n s ­

p o r t o c c u r s i n t h e d i r e c t i o n o f d e c r e a s i n g c o n c e n t r a t i o n . 

T h u s F i c k ' s F i r s t L a w c a n b e v i e w e d a s a d e s c r i p t i o n o f a 

m e c h a n i s m b y w h i c h a s y s t e m a t t e m p t s t o a c h i e v e a p a r t i c u l a r 

t y p e o f e q u i l i b r i u m . A u s e f u l c o n c e p t t h a t h a s b e e n e m p l o y e d 

e x t e n s i v e l y i s t h a t o f c o n s i d e r i n g t h e n e g a t i v e o f t h e c o n ­

c e n t r a t i o n g r a d i e n t a s a d r i v i n g p o t e n t i a l . 



C o n s i d e r i n g g a s A d i f f u s i n g t h r o u g h g a s B i n t h e x 

d i r e c t i o n , p ^ , i n e q . ( 2 . 1 ) , r e p r e s e n t s t h e m a s s c o n c e n ­

t r a t i o n o f g a s A . I f i t i s a s s u m e d t h a t g a s A i s a p e r ­

f e c t g a s t h e n 

P A = ( m A P A ) / ( R T ) ( 2 . 5 ) 

w h e r e m ^ = m o l e c u l a r w e i g h t o f A , P A > p a r t i a l p r e s s u r e o f 

A , R = u n i v e r s a l g a s c o n s t a n t , ! = a b s o l u t e t e m p e r a t u r e . 

T h e r e f o r e , a s s h o w n b y C o l b u r n a n d H o u g e n ( 5 0 ) a n d E c k e r t 

( 4 7 ) , 

J A x = - ( D m A / R T ) a p A / a x ( 2 . 6 ) 

w h e r e t h e m a s s f l u x i s n o w a f u n c t i o n o f p a r t i a l p r e s s u r e 

r a t h e r t h a n c o n c e n t r a t i o n . 

T h e m o r e g e n e r a l f o r m o f F i e k ' s F i r s t L a w , a l l o w i n g 

f o r p o s s i b l e n o n i s o t r o p i c d i f f u s i v e p r o p e r t i e s o f t h e s u b ­

s t a n c e t h r o u g h w h i c h t h e d i f f u s i o n i s o c c u r r i n g , i s ( 3 6 ) 

J a = ~ ( D + D + B ^ ) ( 2 . 7 - a ) 
A x v x x a x x y 9 y x z 3 z ; v ( J 
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dp, dp, dp. 
J a = - ( D - 4 * + D ~ - + D - 4 4 ) ( 2 . 7 - b ) 

A y v y x 3 x y y ay y z 2 z y v f J 

^ P a ^ P a ^ P a 
J a = - ( D - 4 ^ + D - ~ ~ + D - - ^ ) ( 2 . 7 - c ) 

A z v z x 3 x z y Bj z z 0 z v v ' y 

w h e r e J ^ . = m a s s d i f f u s i v e f l u x o f A i n t h e y d i r e c t i o n , 

J A = m a s s d i f f u s i v e f l u x o f A i n t h e z d i r e c t i o n , I) = t h e 
A z ' x y 

d i f f u s i v i t y i n t h e x d i r e c t i o n f o r a c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t 

e x i s t i n g i n t h e y d i r e c t i o n , a n d s i m i l a r i l y f o r t h e o t h e r 

d i f f u s i v i t y c o m p o n e n t s , a n d t h e o t h e r s y m b o l s a r e a s p r e v i ­

o u s l y d e f i n e d . I n l i q u i d s a n d g a s e s d i f f u s i v e p r o p e r t i e s a r e 

g e n e r a l l y c o n s i d e r e d t o b e i s o t r o p i c , i n w h i c h c a s e e q s , ( 2 . 7 ) 

r e d u c e t o t h e m o r e g e n e r a l f o r m o f F i c k ' s F i r s t L a w , v i z . , 

? - ^ P A ^ 9 P a V ^ P A ^ r o Q s 

J A = (~dx
 1 + "a? J + k ) ( 2 - 8 ) 

w h e r e = m a s s d i f f u s i v e f l u x v e c t o r o f A , i , j , k a r e u n i t 

v e c t o r s i n t h e x , y , a n d z d i r e c t i o n s , r e s p e c t i v e l y . 

F i c k ' s S e c o n d L a w o f D i f f u s i o n 

C o n s i d e r a d i f f e r e n t i a l c o n t r o l v o l u m e , d ¥ , i n r e c t i ­

l i n e a r c o - o r d i n a t e s x , y , a n d z , w i t h o n e c o r n e r a t t h e p o i n t 

( o , o , o ) a n d w h i c h c o n t a i n s a n i s o t h e r m a l s o l u t i o n o f A d i s -

s o l v e d i n B w h e r e B r e p r e s e n t s t h e c o l l e c t i o n o f a l l t h e 

s p e c i e s i n t h e s o l u t i o n e x c e p t A . A s s u m e n o m a s s t r a n s p o r t o f 

A t o e x i s t o t h e r t h a n t h a t d u e s o l e l y t o d i f f u s i o n . T h e c o n ­

c e n t r a t i o n o f A a t p o i n t ( o , o , o ) i s a n d v a r i e s c o n t i n u -
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o u s l y o v e r d ¥ . B y t h e c o n s e r v a t i o n o f m a s s , t h e r e f o r e , 

R a t e o f m a s s R a t e o f m a s s R a t e o f m a s s 
a c c u m u l a t i o n = t r a n s p o r t o f - t r a n s p o r t o f A , ( 2 . 9 ) 

o f A i n d ¥ A i n t o d ¥ o u t o f d ¥ 

T h e r a t e o f m a s s t r a n s p o r t o f A t h r o u g h a f a c e o f t h e c o n t r o l 

v o l u m e i s t h e m a s s f l u x o f A t i m e s t h e a r e a o f t h e f a c e . T h u s 

i n t h e x d i r e c t i o n t h e 

R a t e o f m a s s 
t r a n s p o r t o f A = J . d y d z ( 2 . 1 0 ) 

i n t o d ¥ 

a n d t h e 

R a t e o f m a s s 3 J . 
t r a n s p o r t o f A = ( J . +-?£r d x ) d y d z ( 2 . 1 1 ) 

o u t o f d ¥ A X o x 

T h e n e t r a t e o f m a s s t r a n s p o r t i n t h e x d i r e c t i o n i n t o t h e 

c o n t r o l v o l u m e i s t h e r e f o r e 

J A x - d y d z - ( J A x + - d r
 d x ) d ^ d z 

w h i c h r e d u c e s t o 

( 2 . 1 2 - a ) 
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S i m i l a r l y f o r t h e y a n d z d i r e c t i o n s , t h e n e t m a s s t r a n s p o r t 

r a t e s i n t o d ¥ a r e 

- ( 0 J A v / 2 y ) d y d x d z ( 2 . 1 2 - b ) 

a n d 

- ( * J A z z ) d z d x d y ( 2 . 1 2 - c ) 

r e s p e c t i v e l y . T h e r e f o r e , 

R . H . S , o f e g . ( 2 . 9 ) - "("Tx^ + " a f 1 + - ^ ) d x d y d z ( 2 . 1 3 ) 

B u t 

L . H . S . o f e g . ( 2 . 9 ) == • d ¥ ( 2 . 1 4 ) 

S i n c e 

d ¥ = d x d y d z ( 2 . 1 5 ) 

t h e n 
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S u b s t i t u t i n g e q . ( 2 . 7 ) i n e q . ( 2 . 1 6 ) 

_ i_(D ! p a iPA.. * p a , 
S t " a x ^ x x 3 x x y 3 y + u x z 2 z ; 

iy y x 3 x y y 3 y y z 0 z ' 

+ 2i < D m T S 5 + D z y 3 y + \*-Ti> ( 2 - 1 7 ) 

T h i s i s t h e m o s t g e n e r a l f o r m o f w h a t h a s c o m e t o b e k n o w n 

a s F i c k ' s S e c o n d L a w . I f t h e d i f f u s i v e p r o p e r t i e s o f t h e 

s o l u t i o n a r e i s o t r o p i c t h e n e q . ( 2 . 1 7 ) b e c o m e s ( 3 6 ) 

zt ~ ax C Da x

; + ayCIHay; H az^^av U . i 8 ; 

I f t h e d i f f u s i v i t y i s h o m o g e n e o u s t h e f o r m o f F i c k ' s S e c o n d 

L a w g e n e r a l l y u s e d w i t h g a s e s a n d l i q u i d s i s o b t a i n e d f r o m 

e q . ( 2 . 1 8 ) , v i z . , 

'PA , 3 PA * PB & PCv 

F o r v a r i a t i o n o f c o n c e n t r a t i o n i n t h e x d i r e c t i o n o n l y , e q . 

( 2 . 1 9 ) r e d u c e s t o t h e f o r m 
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w h i c h F i c k p r o p o s e d i n 1 8 5 5 ( 1 5 7 , 1 5 8 ) . 

C o n s i d e r i n g t h e d i f f u s i o n o f g a s e s , M a x w e l l a l s o d e r i v e d 

a f o r m a n a l o g o u s t o e q . ( 2 . 2 0 ) f r o m k i n e t i c t h e o r y ( 1 6 8 ) . U s i n g 

f o r m u l a t i o n s w h i c h h e o r i g i n a l l y d e v e l o p e d i n 1 8 6 0 ( 1 6 6 ) , M a x ­

w e l l p r e s e n t e d h i s t h e o r y f o r d i f f u s i o n i n g a s e s ( 1 6 8 ) , a s o p ­

p o s e d t o F i c k ' s t h e o r y w h i c h a r o s e f r o m t h e c o n s i d e r a t i o n o f 

d i f f u s i o n i n l i q u i d s . T h e p r e s s u r e g r a d i e n t r e q u i r e d t o o v e r ­

c o m e t h e r e s i s t a n c e t o d i f f u s i o n i n a b i n a r y g a s s o l u t i o n , 

M a x w e l l h y p o t h e s i z e d , w a s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e n u m b e r 

o f m o l e c u l e s o f e a c h g a s a n d t h e d i f f e r e n c e i n t h e m e a n v e ­

l o c i t i e s o f e a c h g a s . T h u s f o r t r a n s p o r t b y d i f f u s i o n i n w h i c h 

g a s A w a s d i f f u s i n g t h r o u g h g a s B i n t h e x d i r e c t i o n , M a x w e l l 

p r o p o s e d ( 2 0 2 ) 

^ A / PAPB, x ro 
-*Z = - a m ^ ^ x A ^ x B ) ( 2 * 2 1 > 

w h e r e p ^ = p a r t i a l p r e s s u r e o f A , a ' = p r o p o r t i o n a l i t y c o n s t a n t , 

m ^ , m-g = m o l e c u l a r w e i g h t o f A i a n d B , r e s p e c t i v e l y , " U - x A , u ^ - g = 

v e l o c i t y o f A a n d B , r e s p e c t i v e l y . 

F o r d i f f u s i v e t r a n s p o r t o n l y , t h e d i f f u s i v e f l u x o f A 

i s e q u a l t o t h e n e g a t i v e o f t h e d i f f u s i v e f l u x o f B . U s i n g 

t h i s f a c t i n c o n j u n c t i o n w i t h e q . ( 2 . 9 ) , S h e r w o o d s h o w e d ( 2 0 3 ) 

t h a t 
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~Ft m
 a ' ( p A + p B ) " f i F ( 2 - 2 2 ) 

w h e r e p -g i s t h e p a r t i a l p r e s s u r e o f B a n d t h e o t h e r n o t a t i o n 

i s a s a b o v e . I f t h e d i f f u s i v i t y o f t h e s o l u t i o n i s d e f i n e d a s 

D = F T P ^ T < 2 ' 2 5 ) 

t h e n e q . ( 2 . 2 2 ) r e d u c e s d i r e c t l y t o e q . ( 2 . 2 0 ) , P i c k ' s S e c o n d 

L a w . 

A s i m p l e a p p r o a c h b y w h i c h t o e x p r e s s e q . ( 2 . 2 0 ) i n 

t e r m s o f p a r t i a l p r e s s u r e s c a n b e m a d e b y u s i n g t h e s u b s t i t u t i o n 

o f e q . ( 2 . 5 ) , i n w h i c h c a s e e q . ( 2 . 2 0 ) b e c o m e s 

^ P A $ PA , 

w h i c h i s o f a s i m i l a r n a t u r e t o t h a t o f e q . ( 2 . 6 ) . 

I t s h o u l d b e n o t e d , a s h a s b e e n p o i n t e d o u t b y T r e y b a l 

( 2 2 3 ) , t h e t r u e d i f f u s i v e d r i v i n g f o r c e i s i n a l l p r o b a b i l i t y 

t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l o r a c t i v i t y r a t h e r t h a n t h e c o n c e n ­

t r a t i o n g r a d i e n t . F o r m a n y a p p l i c a t i o n s , h o w e v e r , t h e c o n ­

c e n t r a t i o n g r a d i e n t s u f f i c i e n t l y a p p r o x i m a t e s t h e t r u e d r i v i n g 

p o t e n t i a l . E x p r e s s i o n s d e f i n i n g d i f f u s i v i t y i n t e r m s o f c o n ­

c e n t r a t i o n a r e c o m m o n l y t h e f o r m f o u n d i n a p p l i e d e n g i n e e r i n g 

l i t e r a t u r e . F u r t h e r m o r e , t h e s e f o r m s h a v e o c c u p i e d a p r o m i -
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n e n t p o s i t i o n i n t h e d e v e l o p m e n t o f m a s s t r a n s f e r t h e o r y . 

T h e e m p h a s i s i n t h i s s t u d y w i l l , l i k e w i s e , b e t h a t o f e x ­

p r e s s i n g t h e d i f f u s i v e d r i v i n g p o t e n t i a l a s a c o n c e n t r a t i o n 

g r a d i e n t . 

E q u a t i o n s o f C o n t i n u i t y F o r a n I s o t h e r m a l S y s t e m 

C o n s i d e r a t i o n h a s t h u s f a r b e e n l i m i t e d t o m a s s t r a n s ­

p o r t b y d i f f u s i o n . M a s s t r a n s p o r t o c c u r s , h o w e v e r , d u e n o t 

o n l y t o d i f f u s i o n b u t a l s o d u e t o c o n v e c t i o n . C o n s i d e r a 

r e c t a n g u l a r d i f f e r e n t i a l c o n t r o l v o l u m e c o n t a i n i n g a n i s o ­

t h e r m a l s o l u t i o n o f A d i s s o l v e d i n n - 1 o t h e r s p e c i e s . T h e 

s o l u t i o n i s n o l o n g e r c o n s i d e r e d t o b e s t a t i o n a r y a s i t w a s , 

i m p l i c i t l y , i n t h e d e r i v a t i o n o f F i c k ' s S e c o n d L a w , e q . . ( 2 , 1 7 ) . 

T h e m a s s c o n c e n t r a t i o n o f a p a r t i c u l a r s p e c i e s i n a 

s o l u t i o n i s a s p r e v i o u s l y d e f i n e d i n e q . ( 2 . 4 ) . S i n c e t h e 

m a s s d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n i s t h e t o t a l m a s s o f s o l u t i o n 

p e r u n i t v o l u m e o f s o l u t i o n , i t c a n b e s e e n t h a t 

( 2 . 2 5 ) 

s i n c e 

n n 
£ ft = £ ( M „ / * ) = M / ¥ ( 2 . 2 6 ) 

J K L r i 4 = 1 1 
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w h e r e p= m a s s d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n , = m a s s o f s p e c i e s 

X , M =s t o t a l m a s s o f s o l u t i o n , a n d t h e o t h e r s y m b o l s a r e a s 

p r e v i o u s l y d e f i n e d . 

G e n e r a l E q u a t i o n s o f C o n t i n u i t y 

D e f i n i n g t h e m a s s f l u x o f A i n t o a r e c t a n g u l a r c o n t r o l 

v o l u m e , d u e t o a n y m o d e s o f t r a n s p o r t , i n t h e x , y , a n d z 

d i r e c t i o n s a s N ^ , ^ A y * ^ A z 9 r e s p e c t i v e l y , t h e n e t r a t e o f 

m a s s t r a n s p o r t o f A . i n t o t h e c o n t r o l v o l u m e i n t h e x d i r e c t i o n 

i s 

N ^ d y d z - ( N A x + - ^ d x ) d y d z 

w h i c h r e d u c e s t o 

- C ^ N A x ) d x d y d z (2.27-a) 

S i m i l a r l y f o r t h e y a n d z d i r e c t i o n s t h e n e t r a t e o f m a s s t r a n s ­

p o r t o f A i n t o t h e c o n t r o l v o l u m e i s 

2 N . 

( ^ f Z ) d x d y d z (2.27-b) 

a n d 

( - g ^ ) d x d y d z (2.27-c) 
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r e s p e c t i v e l y . T h e n e t r a t e o f t r a n s p o r t o f A i n t o t h e c o n t r o l 

v o l u m e i s t h e s u m o f e q s . ( 2 . 2 7 ) . I n v e c t o r n o t a t i o n t h i s " b e ­

c o m e s 

w h e r e 

S i n c e t h e r a t e o f m a s s a c c u m u l a t i o n o f A . i n t h e c o n t r o l v o l ­

u m e i s ( 0 p A / & t ) d x d y d z , t h e n b y e q . ( 2 . 9 ) , a f t e r d i v i s i o n b y 

d x d y d z , 

! n + ! ! A « + + ! ! M _ 0 ( 2 5 0 ) 

3 t + a x + a y + a z " u U O U j 

w h i c h i s t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r c o m p o n e n t A . A d d i t i o n 

o f t h e e q u a t i o n s o f c o n t i n u i t y f o r e a c h c o m p o n e n t i n t h e s o l u ­

t i o n , s i m i l a r t o e q . ( 2 . 3 0 ) , r e s u l t s i n t h e e q u a t i o n o f c o n t i ­

n u i t y 

) = 0 ( 2 . 3 D 
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w h e r e 3 ^ i s t h e v e c t o r m a s s f l u x o f c o m p o n e n t J t . A m a s s 

a v e r a g e v e l o c i t y o f t h e s o l u t i o n i s d e f i n e d a s 

( 2 . 3 2 ) 

w h e r e V = m a s s a v e r a g e v e c t o r v e l o c i t y o f t h e s o l u t i o n w i t h 

s p e c t i v e l y , = v e c t o r v e l o c i t y o f c o m p o n e n t JL, a n d t h e o t h e r 

s y m b o l s a r e a s d e f i n e d e a r l i e r . I t i s t o b e n o t e d t h a t t h e 

v e l o c i t y o f e a c h c o m p o n e n t i s t h e t o t a l v e l o c i t y r e s u l t i n g 

f r o m m a s s t r a n s p o r t b y b o t h d i f f u s i o n a n d c o n v e c t i o n . T h e 

m a s s f l u x o f A i s t h e r e f o r e 

T h e m a s s f l u x o f t h e s o l u t i o n , d u e t o c o n v e c t i o n a n d d i f f u ­

s i o n i s t h e s u m o f t h e f l u x e s o f t h e c o m p o n e n t s o f t h e s o l u ­

t i o n , v i z . , 

c o m p o n e n t s V , V 

N A = P A V A ( 2 . 3 3 ) 

G=I x i i = r 1 1 

( 2 . 3 4 ) 

w h i c h , f r o m e q s . ( 2 . 2 3 ) a n d ( 2 , 3 2 ) r e d u c e s d i r e c t l y t o 
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Z % = P V ( 2 . 3 5 ) 
£ = 1 

T h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r t h e s o l u t i o n , e q . ( 2 . 3 1 ) , t h e n 

b e c o m e s 

k + few + fe(fV + few - 0 ( 2 - 5 6 ) 

w h i c h i s t h e s a m e a s t h a t f o r a f l u i d o f o n l y o n e c o m p o n e n t . 

C o n s i d e r i n g d i f f u s i o n a n d c o n v e c t i o n a s t h e o n l y t w o 

p e r t i n e n t f o r m s o f m a s s t r a n s p o r t m e c h a n i s m s , t h e e q u a t i o n s o f 

c o n t i n u i t y f o r t h e c o m p o n e n t s o f t h e s o l u t i o n i n t e r m s o f t h e 

c o n v e c t i v e a n d d i f f u s i v e f l u x e s c a n b e f o r m u l a t e d , a f t e r r e c o g ­

n i t i o n o f t h e f o l l o w i n g i m p o r t a n t p o i n t s . C o n v e c t i v e t r a n s ­

p o r t o f a n y c o m p o n e n t o f t h e s o l u t i o n r e s u l t s i n a b o d i l y 

m o v e m e n t o f t h e s o l u t i o n . T h e r e f o r e t h e c o n v e c t i v e v e l o c i t y 

o f e a c h c o m p o n e n t i s e q u a l t o t h e a v e r a g e v e l o c i t y o f t h e 

s o l u t i o n . O n t h e o t h e r h a n d , t h e d i f f u s i o n o f a n y c o m p o n e n t 

o c c u r s w i t h r e f e r e n c e t o t h e m o t i o n o f t h e t o t a l s o l u t i o n , 

t h a t i s , t h e d i f f u s i v e v e l o c i t y o f a s p e c i e s i s t h e d i f f e r ­

e n c e b e t w e e n t h e t o t a l v e l o c i t y o f t h e s p e c i e s a n d t h e 

a v e r a g e v e l o c i t y o f t h e s o l u t i o n ( 1 6 9 ) . I n a s t a g n a n t s o l u ­

t i o n , t h e d i f f u s i v e v e l o c i t y r e d u c e s t o t h e t o t a l v e l o c i t y , 

a s p r e v i o u s l y c o n s i d e r e d i n t h e d i s c u s s i o n o f F i c k ' s L a w s 

o f D i f f u s i o n . T h e t o t a l m a s s f l u x o f A i s t h u s 
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^ A = P A V + J A ( 2 . 3 7 ) 

w h e r e t h e f i r s t a n d s e c o n d t e r m s o n t h e R . H . S . a r e t h e m a s s 

f l u x e s o f c o m p o n e n t A d u e t o c o n v e c t i o n a n d d i f f u s i o n , r e ­

s p e c t i v e l y . 

E q u a t i o n s o f C o n t i n u i t y w i t h C o n s t a n t D i f f u s i v i t y a n d D e n s i t y 

A s s u m i n g t h e d i f f u s i v e p r o p e r t i e s o f t h e s o l u t i o n a r e 

i s o t r o p i c , e q Q ( 2 . 3 7 ) b e c o m e s , f r o m e q . ( 2 . 8 ) , 

T h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r A , e q . ( 2 . 3 0 ) , , t h u s b e c o m e s 

N A . = p A V ~ D [ i ( 2 . 3 8 ) 

*PA d 

) = 0 ( 2 . 3 9 ) 

I f t h e d i f f u s i v i t y i s h o m o g e n e o u s , e q . ( 2 . 3 9 ) b e c o m e s 

D C 
a PA, a PA, a PA-

( 2 . 4 0 ) 
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I f t h e d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n , p , i s c o n s t a n t , t h e n e q . ( 2 „ 3 6 ) 

b e c o m e s 

av 9.v av 

I n t h i s c a s e , u s i n g e q . ( 2 „ ^ l ) , e q 0 ( 2 , 4 0 ) b e c o m e s 

dt x 0 x j dj z 3 z 

Pa 3 Pa ^ ' Pan 

T h e d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n i s e s s e n t i a l l y c o n s t a n t f o r 

d i l u t e s o l u t i o n s . T h e r e f o r e f o r d i l u t e s o l u t i o n s w i t h c o n ­

s t a n t d i f f u s i v i t i e s t h e a p p r o x i m a t e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y i s 

e q . ( 2 . 4 2 ) • 

J 

F o r t h e s p e c i a l c a s e i n w h i c h t h e e o n v e c t i v e v e l o c i t y 

i s z e r o , e q . ( 2 . 4 3 ) b e c o m e s 

* ,d Pa 9 Pa 0 Pk, 
a p A / a t „ H ^ + _ea + ^ ( 2 o 4 3 ) 

w h i c h i s s e e n t o b e i d e n t i c a l t o e q . ( 2 . 1 9 ) 
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I n t e r p h a s e M a s s T r a n s f e r T h e o r i e s 

O n e o f t h e f i r s t t o c o n s i d e r t h e p h e n o m e n o n o f i n t e r ­

p h a s e m a s s t r a n s p o r t w a s H u r t e r ( 1 1 2 , 1 1 3 ? 1 1 4 ) » I n 1 8 8 5 

H u r t e r g r o u p e d a b s o r p t i o n e q u i p m e n t u n d e r t h r e e b a s i c h e a d i n g s 

w h i c h h a v e c o n t i n u e d t o a d e q u a t e l y c a t e g o r i z e m u c h i n d u s t r i a l 

a b s o r p t i o n e q u i p m e n t ( 1 0 3 ) . S i g n i f i c a n t l y , h e a l s o n o t e d t h e 

i m p o r t a n c e o f t h e c o n t a c t t i m e b e t w e e n p h a s e s a n d t h e v e l o c i ­

t i e s o f t h e p h a s e s i n t h e a b s o r p t i o n p r o c e s s . 

D i f f u s i o n L a y e r T h e o r y 

E x a m i n i n g t h e d i s s o l u t i o n o f s o l i d s i n l i q u i d s N o y e s a n d 

W h i t n e y i n 1 8 9 7 ( 3 8 ) d e m o n s t r a t e d t h a t t h e r a t e o f d i s s o l u t i o n 

c o u l d b e e x p r e s s e d a s b e i n g p r o p o r t i o n a l t o t h e d i f f e r e n c e b e ­

t w e e n t h e s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n , w h i c h w a s a s s u m e d t o e x i s t 

a t t h e i n t e r f a c e b e t w e e n t h e s o l i d a n d l i q u i d p h a s e s , a n d t h e 

c o n c e n t r a t i o n o f t h e s o l i d i n s o l u t i o n . T h u s f o r a s o l i d s u b ­

s t a n c e A d i s s o l v i n g i n a l i q u i d B , t h e r a t e o f d i s s o l u t i o n 

w a s h y p o t h e s i z e d t o b e 

PAB^ = m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A i n t h e l i q u i d b u l k o f B , k ^ = 

m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s d e f i n e d 

e a r l i e r . 

i n 1 9 0 4 ( 1 8 , 3 8 ) w h e n h e m e a s u r e d d i s s o l u t i o n r a t e s a n d d e t e r -

( 2 . 4 4 ) 

w h e r e p A - n = m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A a t t h e i n t e r f a c e i n B 

B r u n n e r e x t e n d e d N o y e s a n d W h i t n e y 9 s w o r k c o n s i d e r a b l y 
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m i n e d t h e c o n s t a n t k-^ i n N o y e s a n d W h i t n e y ' s e q u a t i o n , e q 0 

( 2 , 4 4 ) , f o r v a r i o u s s o l u t i o n s o 

E x t e n d i n g N o y e s a n d W h i t n e y 9 s c o n c e p t s e v e n f u r t h e r , 

N e r n s t , o n e o f t h e f o u n d e r s o f m o d e r n p h y s i c a l c h e m i s t r y ( 5 6 ) , 

p o s t u l a t e d i n 1 9 0 4 ( 1 6 5 9 1 7 5 ) t h a t t h e d i s s o l u t i o n m e c h a n i s m 

w a s c o n t r o l l e d "by d i f f u s i o n t h r o u g h a t h i n s t a t i o n a r y f i l m o r 

l a y e r o f l i q u i d a t t h e i n t e r f a c i a l " b o u n d a r y b e t w e e n t h e l i q u i d 

a n d t h e d i s s o l v i n g s u b s t a n c e . T h e i n t e r f a c e i t s e l f w a s a s s u m e d , 

a s W h i t n e y a n d N o y e s h a d a s s u m e d , t o b e s a t u r a t e d , N e r n s t 

v i e w e d t h e l i q u i d f i l m a s o f f e r i n g a r e s i s t a n c e t o t h e d i f ­

f u s i o n o f t h e s o l u t e o S i n c e d i f f u s i o n t h r o u g h t h e l i q u i d l a y e r 

w a s p o s t u l a t e d t o b e t h e c o n t r o l l i n g d i s s o l u t i o n m e c h a n i s m , t h e 

m a s s f l u x w a s a p p r o x i m a t e l y e q u a l t o t h e d i f f u s i v e f l u x , N e r n s t 

e x p r e s s e d t h e m a s s f l u x o f a s o l u t e A d i s s o l v i n g i n a l i q u i d B 

a s 

( 2 , 4 5 ) 

w h e r e f ^ = d i f f u s i o n l a y e r t h i c k n e s s , C p = c o n s t a n t o f p r o ­

p o r t i o n a l i t y , a n d t h e o t h e r s y m b o l s a r e a s d e f i n e d p r e v i o u s l y . 

L e t t i n g t h e n u m e r i c v a l u e o f C ^ b e u n i t y , C ^ w a s u s e d m e r e l y t o 

s a t i s f y d i m e n s i o n a l h o m o g e n e i t y . T h e r e a s o n t h a t e q , ( 2 , 4 5 ) 

m a y b e c o n s i d e r e d o n l y a p p r o x i m a t e l y c o r r e c t w i l l b e c o m e 

a p p a r e n t i n t h e d i s c u s s i o n s t o f o l l o w . T h e s i m i l a r i t y o f e q , 

( 2 , 4 5 ) t o P i c k ' s F i r s t L a w , e q , ( 2 , 1 ) , i s a p p a r e n t w h e n i t i s 

r e a l i z e d t h a t t h e f i l m t h i c k n e s s f_ i s t h e r e c i p r o c a l o f a n 



2 9 

a v e r a g e d r i v i n g f o r c e , n a m e l y , t h e c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t . A s 

s u c h t h e d i f f u s i o n f i l m t h i c k n e s s c a n b e v i e w e d a s a r e s i s t a n c e 

t o t h e t r a n s p o r t o f t h e d i s s o l v i n g s u b s t a n c e . 

I m p o r t a n t l y , N e r n s t s u g g e s t e d t h a t h i s t h e o r y a p p l i e d 

n o t o n l y t o s o l i d s d i s s o l v i n g i n l i q u i d s b u t a l s o g a s e s a n d 

l i q u i d s d i s s o l v i n g i n l i q u i d s ( $ 8 ) . 

T h e s a l i e n t p o i n t s o f N e r n s t 9 s t h e o r y w e r e ( 1 ) t h a t 

d i s s o l u t i o n o f a s u b s t a n c e i n a l i q u i d w a s g o v e r n e d b y d i f f u ­

s i o n t h r o u g h a s t a t i o n a r y l i q u i d f i l m a t t h e p h a s e i n t e r f a c e , 

( 2 ) t h a t t h e r e s i s t a n c e t o m a s s t r a n s f e r c o u l d b e c o n c e n t r a t e d 

i n t h e l i q u i d i n t e r f a c i a l f i l m , a n d ( 3 ) t h e r e c o g n i t i o n o f t h e 

s i m i l a r i t y i n a b s o r p t i o n m e c h a n i s m s i n l i q u i d - g a s , l i q u i d -

l i q u i d , a n d l i q u i d - s o l i d s y s t e m s . T h e s e c o n c e p t s b e c a m e t h e 

b a s i s f o r m o s t a b s o r p t i o n s t u d i e s i n t h e f o l l o w i n g y e a r s . 

T w o F i l m T h e o r y 

I n v e s t i g a t o r s f o l l o w i n g N e r n s t u s e d t h e b a s i c c o n c e p t s 

o f F i c k a n d N e r n s t ( 4 6 ) , a l t h o u g h i n m a n y d i f f e r e n t f o r m s . 

T h e s t e a d y s t a t e a b s o r p t i o n o f a g a s w a s c o n s i d e r e d t o b e 

d e p e n d e n t o n s o m e t y p e o f d r i v i n g p o t e n t i a l , t h e p a r t i c u l a r 

p o t e n t i a l v a r y i n g w i t h t h e p a r t i c u l a r i n v e s t i g a t o r . 

S o m e , s u c h a s L e w i s ( 1 5 1 ) » e x p r e s s e d t h i s d r i v i n g p o ­

t e n t i a l a s t h e d i f f e r e n c e i n p a r t i a l p r e s s u r e s o f t h e s o l u t e 

i n t h e g a s e o u s p h a s e a n d t h e l i q u i d p h a s e , t h e p a r t i a l p r e s ­

s u r e o f t h e s o l u t e i n t h e l i q u i d p h a s e b e i n g d e t e r m i n e d f r o m 

t h e s o l u t e c o n c e n t r a t i o n i n t h e l i q u i d p h a s e b y u s e o f t h e 

s o l u b i l i t y r e l a t i o n s h i p . L e w i s c o n s i d e r e d t h a t a s t a t i o n a r y 
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o r n e a r l y s t a t i o n a r y f i l m i n t h e l e s s v i s c o u s p h a s e , t h e g a s 

p h a s e i n a l i q u i d - g a s s y s t e m , f o r m e d o n t h e s u r f a c e o f t h e 

o t h e r p h a s e a n d t h e d i f f u s i o n t h r o u g h t h i s f i l m c o n t r o l l e d 

t h e a b s o r p t i o n p r o c e s s . T h e p a r t i a l p r e s s u r e a t t h e i n t e r ­

f a c e i t s e l f w a s c o n s i d e r e d t o b e e s s e n t i a l l y a t t h e e q u i l i b ­

r i u m c o n d i t i o n . 

O t h e r i n v e s t i g a t o r s , s u c h a s D o n n a n a n d M a s o n ( 4 1 ) a n d 

V a n A r s d e l ( 2 3 7 ? 2 3 8 ) , u s e d a d r i v i n g p o t e n t i a l b a s e d o n t h e 

d i f f e r e n c e i n c o n c e n t r a t i o n o f s o l u t e b e t w e e n t h e g a s p h a s e , 

c o n v e r t e d f r o m a p a r t i a l p r e s s u r e b y t h e s o l u b i l i t y r e l a t i o n ­

s h i p , a n d t h e l i q u i d p h a s e . H e r e d i f f u s i o n t h r o u g h a s t a g ­

n a n t o r n e a r l y s t a g n a n t l i q u i d l a y e r o r f i l m w a s t h e c o n ­

t r o l l i n g m e c h a n i s m . A g a i n , a t t h e i n t e r f a c e c o n d i t i o n s w e r e 

a s s u m e d t o b e i n e q u i l i b r i u m . 

T h u s t w o b a s i c f o r m s a r o s e d e s c r i b i n g t h e s t e a d y s t a t e 

a b s o r p t i o n p r o c e s s i n g a s - l i q u i d s y s t e m s , e a c h a s s u m i n g t h e 

m a s s t r a n s p o r t f r o m o n e p h a s e t o a n o t h e r w a s c o n t r o l l e d b y 

d i f f u s i o n i n a r e s i s t i n g f i l m 0 F o r a s u b s t a n c e A b e i n g a b ­

s o r b e d f r o m a s p e c i e s C b y a s p e c i e s B , t h e s e t w o f o r m s c o u l d 

b e r e p r e s e n t e d a s 

J A = k G ( p A C b " p A C i ) ( 2 . 4 6 ) 

a n d 

J A = k L ( p A B i " p A B b ) ( 2 . 4 7 ) 
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w h e r e P A Q = p a r t i a l p r e s s u r e . o f A i n t h e h u l k o f C , 
b i 

p a r t i a l p r e s s u r e o f A a t t h e i n t e r f a c e i n C , k ^ , k ^ = m a s s 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s f o r t h e g a s a n d l i q u i d p h a s e s , r e s p e c t ­

i v e l y , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s p r e v i o u s l y d e f i n e d . T h e 

p a r t i a l p r e s s u r e s a n d c o n c e n t r a t i o n s a t t h e o u t e r b o u n d a r i e s 

o f t h e g a s a n d l i q u i d f i l m s , r e s p e c t i v e l y , w e r e a s s u m e d t o b e 

e s s e n t i a l l y e q u a l t o t h o s e i n t h e b u l k o f t h e p h a s e s b e c a u s e 

o f t h e c o n v e c t i v e a n d t u r b u l e n t m i x i n g o c c u r i n g t h e r e . W i t h 

t h e a s s u m p t i o n o f c o n v e c t i v e a n d t u r b u l e n t m i x i n g i n t h e b u l k 

o f t h e p h a s e s t h e t h i c k n e s s e s o f t h e s u p p o s e d l y s t a g n a n t o r 

n e a r l y s t a t i o n a r y f i l m s w e r e n o t e a s i l y d e t e r m i n e d d i r e c t l y , 

A s i g n i f i c a n t a d v a n c e m e n t i n t h e u n d e r s t a n d i n g o f m a s s 

t r a n s f e r b e t w e e n p h a s e s w a s m a d e b y W h i t m a n a n d h i s c o l l e a g u e s 

a s t h e y a t t e m p t e d t o e x p l a i n t h e a b s o r p t i o n p h e n o m e n o n i n g a s -

l i q u i d s y s t e m s . I n 1 9 2 2 , u s i n g a h e a t t r a n s f e r a n a l o g y , W h i t ­

m a n i n c o n j u n c t i o n w i t h K e a t s ( 2 4 3 ) s t a t e d t h a t t h e t o t a l r e ­

s i s t a n c e t o t h e a b s o r p t i o n o f a g a s b y a l i q u i d c o u l d b e c o n ­

s i d e r e d a s t h e s u m m a t i o n o f t w o r e s i s t a n c e s i n s e r i e s , o n e 

r e s i s t a n c e b e i n g t h a t o f a g a s f i l m a t t h e i n t e r f a c e , t h e 

o t h e r b e i n g a l i q u i d f i l m a t t h e i n t e r f a c e . F u r t h e r a m p l i f i ­

c a t i o n o f t h i s t w o f i l m c o n c e p t c a m e i n 1923 w h e n W h i t m a n p r e ­

s e n t e d t h e b a s i c s o f h i s t w o f i l m t h e o r y a s w e l l a s s o m e p r e ­

l i m i n a r y e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n o f h i s t h e o r y ( 2 4 1 ) . W h i t ­

m a n a n d L e w i s p r o v i d e d a m o r e c o m p l e t e e l a b o r a t i o n o f t h e t w o 

f i l m t h e o r y i n 1924 ( 1 5 2 ) . 
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W h i t m a n r e a l i z e d t h a t , i n g e n e r a l , t h e r e s i s t a n c e t o 

t h e d i s s o l u t i o n o f a g a s " b e t w e e n a l i q u i d p h a s e a n d a g a s 

p h a s e w a s n o t d e p e n d e n t m e r e l y o n t h e g a s p h a s e o r t h e l i q u i d 

p h a s e , a s e a r l i e r i n v e s t i g a t o r s , i n c l u d i n g W h i t m a n h i m s e l f , 

h a d a s s u m e d . B o t h p h a s e s c o n t r i b u t e d t o t h e t o t a l r e s i s t a n c e 

e x p e r i e n c e d b y a s o l u t e a s i t d i s s o l v e d . A s i d e a l i z e d b y 

e a r l i e r i n v e s t i g a t o r s , a d j o i n i n g e a c h s i d e o f t h e i n t e r f a c e w a s 

a t h i n , p r a c t i c a l l y s t a g n a n t , f i l m t h r o u g h w h i c h t h e s o l u t e 

m o v e d o n l y b y d i f f u s i o n . T h e p r i n c i p l e p h a s e r e s i s t a n c e , a 

d i f f u s i v e r e s i s t a n c e , w a s a s s u m e d t o b e c o n c e n t r a t e d w i t h i n 

t h e s e . f i l m s . A t t h e o u t e r b o u n d a r y o f t h e f i l m s t h e c o n c e n ­

t r a t i o n s a n d p a r t i a l p r e s s u r e s w e r e t h o s e w i t h i n t h e b u l k o f 

t h e p h a s e s w h i l e a t t h e i n t e r f a c e i t s e l f e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s 

w e r e a s s u m e d t o e x i s t , a l t h o u g h i t w a s n o t e d b y L e w i s a n d W h i t ­

m a n ( 1 5 2 ) t h a t a n a c c u m u l a t i o n o f a n i m p u r i t y a t t h e i n t e r f a c e 

c o u l d c r e a t e a n i n t e r f a c i a l r e s i s t a n c e . F u r t h e r m o r e , s i n c e 

t h e m a s s t r a n s f e r b e i n g i n v e s t i g a t e d w a s a s s u m e d t o b e t i m e 

i n d e p e n d e n t , i t w a s a s s u m e d n o a c c u m u l a t i o n o f s o l u t e o f 

a p p r e c i a b l e m a g n i t u d e a t t h e i n t e r f a c e o c c u r r e d , 

T h e a b s o r p t i o n m o d e l i d e a l i z e d b y W h i t m a n f o r a s p e c i e s 

A , s a y a g a s , u n d e r g o i n g d i s s o l u t i o n t o a s p e c i e s B f r o m s p e ­

c i e s C , i s s e e n i n F i g , 1 . A , m o r e r e a l i s t i c r e p r e s e n t a t i o n 

( 2 2 7 ) , f r o m w h i c h W h i t m a n f o r m u l a t e d h i s i d e a l i z e d m o d e l , i s 

a l s o s e e n i n F i g . 1 . A s s u m i n g t h e a b s o r p t i o n o f A i s o c c u r r i n g 

i n a n i s o t h e r m a l s y s t e m i n t h e x d i r e c t i o n a s s h o w n i n F i g . 1 , 

t h e m a s s f l u x t h r o u g h b o t h f i l m s , s i n c e t h e d i s s o l u t i o n o f A 
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i s a s s u m e d t o b e s t e a d y , i s T h e r e f o r e i n e a c h f i l m , f r o m 

e q . ( 2 . 3 7 ) 

* A = N A x = P A V x + J A x ( 2 ^ Q ) 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s a s d e f i n e d i n e a r l i e r s e c t i o n s . L e t t i n g 

P A B e ( l u a - ' - ^ n e m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A i n B a n d e q u a l t h e 

m a s s c o n c e n t r a t i o n o f A i n C a n d d e f i n i n g p g - g a n d p g ^ a s t h e 

m a s s d e n s i t y o f t h e l i q u i d a n d g a s s o l u t i o n s , r e s p e c t i v e l y , 

e q . ( 2 . 4 8 ) i s e q u i v a l e n t t o , f r o m e q . ( 2 . 3 2 ) , 

N 
A x " W p S B > ( N A x + N B x > + J A x < 2 - * 9 > 

i n t h e l i q u i d f i l m a n d s i m i l a r l y f o r t h e g a s f i l m . E q . ( 2 . 4 9 ) 

i s s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y B i r d , S t e w a r t , a n d L i g h t f o o t ( 1 0 ) . 

F o r t h e c a s e i n w h i c h N - g x i s z e r o , a s w o u l d o c c u r i f B 

w e r e i n s o l u b l e i n C , e q . ( 2 . 4 9 ) r e d u c e s d i r e c t l y t o 

I n g e n e r a l , h o w e v e r , f r o m e q . ( 2 . 4 9 ) 

N A x - ( p A B / p S B ^ N A x + N B x > = J A x " < 2 - 5 D 
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W h i t m a n i m p l i c i t l y a s s u m e d i n h i s a n a l y s i s t h a t 

K A x = J A x ( 2 - 5 2 ) 

T h u s t h e s e c o n d t e r m o f t h e L . H . S . o f e g . . ( 2 . 5 1 ) m u s t b e z e r o . 

T h i s c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d e x a c t l y i f = - N ^ . O n t h e 

o t h e r h a n d , i f t h e s o l u t e i s d i l u t e , p A g / p g g i s a p p r o x i m a t e l y 

z e r o a n d e q . ( 2 . 5 2 ) b e c o m e s a p p r o x i m a t e l y c o r r e c t . T h e p r e s e n t 

d e v e l o p m e n t w i l l b e r e s t r i c t e d t o t h e s i t u a t i o n i n w h i c h e q . 

( 2 . 5 2 ) i s a t l e a s t a p p r o x i m a t e l y t r u e i n o r d e r t h a t t h e t r a n s ­

f e r f u n c t i o n s p r e s e n t e d b y W h i t m a n m a y b e d e v e l o p e d . T h i s i s 

d e s i r a b l e s i n c e , a s h a s b e e n n o t e d ( 1 1 ) , m o s t i n v e s t i g a t i o n s 

h a v e p r o c e e d e d o n t h e b a s i s t h a t t h e s e c o n d t e r m o f t h e L . H . S . 

o f e q . ( 2 . 5 1 ) i s e s s e n t i a l l y z e r o . F u r t h e r d i s c u s s i o n o f t h i s 

p o i n t w i l l b e f o u n d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n . 

A s s u m i n g t h a t t h e d i f f u s i v i t y i n e a c h p h a s e i s c o n s t a n t 

a n d t h a t A a p p r o x i m a t e s a p e r f e c t g a s , f r o m e q s „ ( 2 . 6 ) a n d 

( 2 . 5 2 ) , 

N A x = " ( D A C m A / R T ) **AC/9X:
 ( 2 . 5 3 ) 

w h i l e f o r t h e l i q u i d f i l m , f r o m e q s . ( 2 . 1 ) a n d ( 2 . 5 2 ) , 

N A x - - D A B * P A B / 3 X ( 2 . 5 4 ) 
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w h e r e D A C = d i f f u s i v i t y o f A i n G » D

A B = d i f f u s i v i t y ° f A i n B, 

P A Q = p a r t i a l p r e s s u r e o f A i n G, a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s 

d e f i n e d p r e v i o u s l y . T h e a s s u m p t i o n t h a t A a p p r o x i m a t e s a p e r ­

f e c t g a s i s n o t r e a l l y c r i t i c a l . I n t h e s i t u a t i o n i n w h i c h A 

d o e s n o t a p p r o x i m a t e a p e r f e c t g a s t h e t e r m m ^ / R T i n e q . ( 2 . 5 3 ) 

w o u l d b e r e p l a c e d b y a m o r e c o m p l i c a t e d f u n c t i o n . F o r t h e m o d e l 

a s s u m e d b y W h i t m a n t h e c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t s a n d p a r t i a l p r e s ­

s u r e g r a d i e n t s a r e l i n e a r . T h e r e f o r e e q s . ( 2 . 5 3 ) a n d ( 2 . 5 4 ) 

b e c o m e , f o r t h e c a s e o f t h e t r a n s f e r o f A. f r o m C t o B , 

a n d 

N A x - " D A B 
1 L 

( p A B b " f A E i ) ( 2 . 5 6 ) 

w h e r e f ^ a n d f ^ a r e t h e t h i c k n e s s e s o f t h e i d e a l i z e d g a s a n d 

l i q u i d f i l m s , r e s p e c t i v e l y , s u b s c r i p t s i a n d b d e n o t e c o n c e n ­

t r a t i o n s a t t h e i n t e r f a c e a n d i n t h e b u l k o f t h e p h a s e , r e ­

s p e c t i v e l y , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s p r e v i o u s l y d e f i n e d . 

T h e n o t a t i o n i s a l s o s h o w n i n F i g . 1 . L e t t i n g 
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a n d 

k L = D / f L ( 2 . 5 8 ) 

w h e r e k ^ a n d k ^ a r e n o w g a s a n d l i q u i d f i l m c o e f f i c i e n t s , o r 

m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s f o r t h e g a s a n d l i q u i d p h a s e s , r e ­

s p e c t i v e l y , t h e n e q s . ( 2 . 5 7 ) a n d ( 2 . 5 8 ) b e c o m e 

N A x " k G ( p A C - p A C . } ( 2 ' 5 9 > 
D 1 

a n d 

N Ax " V P A B . - P A B ^ ( 2 - 6 ° ) 

w h i c h a r e t h e f o r m s o r i g i n a l l y p r e s e n t e d b y W h i t m a n ( 2 4 1 ) . 

I n g e n e r a l , t h e e q u i l i b r i u m s o l u b i l i t y r e l a t i o n s h i p f o r 

e a c h p h a s e c a n b e r e p r e s e n t e d b y s o m e f u n c t i o n 3 s u c h t h a t 

p = S ( p ) w h e r e t h e s u b s c r i p t e d e n o t e s c o r r e s p o n d i n g e q u i -
e i e 

l i b r i u m c o n d i t i o n s , a s s h o w n i n F i g . 2 . F o r d i l u t e s o l u t i o n s , 

S i s a p p r o x i m a t e d b y a c o n s t a n t , H , i n w h i c h c a s e S m e r e l y b e ­

c o m e s H e n r y ' s L a w . S i n c e t h e t r a n s f e r t h r o u g h t h e i n t e r f a c e 

i s a s s u m e d t o b e s t e a d y w i t h t i m e , e q s . ( 2 . 5 9 ) a n d ( 2 . 6 0 ) c a n 

b e e q u a t e d . F u r t h e r m o r e , u s i n g t h e i n v e r s e o f t h e f i l m c o e f ­

f i c i e n t s r e s u l t s i n 
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C O N C E N T R A T I O N , jC> 

F i g u r e 2 . T y p i c a l E q u i l i b r i u m P a r t i a l P r e s s u r e 

A s F u n c t i o n o f C o n c e n t r a t i o n 
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I ^ P A C ^ - P A C ^ = I ^ P A B . - P A B ^ ( 2 - 6 1 ) 

w h e r e a n d 1 / k ^ c a n n o w b e c o n s i d e r e d f i l m r e s i s t a n c e s , 

a s o r i g i n a l l y d i s c u s s e d b y W h i t m a n a n d K e a t s ( 2 4 3 ) . F r o m F i g . 

2 i t i s s e e n t h a t t h e L . H . S . o f e q . ( 2 . 6 1 ) c a n b e p u t i n t h e 

f o r m 

PAC^'PACL 

w h e r e m i s t h e r e c i p r o c a l o f t h e s l o p e o f t h e l i n e j o i n i n g 

P A Q a n d p^Q a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s s h o w n i n F i g . 2 . 
b i 

F r o m e q . ( 2 . 6 2 ) , u s i n g e q . ( 2 . 5 9 ) , 

M , • PAC "PAC, 
KG KL KL PAB ± PABB 

M u l t i p l y i n g t h e L . H . S . o f e q . ( 2 . 6 1 ) b y t h e f r a c t i o n f o r m e d 

f r o m t h e R . H . S . o f e q . ( 2 . 6 3 ) d i v i d e d b y i t s e l f , i t c a n b e 

s e e n t h a t , u s i n g e q . ( 2 . 5 9 ) 

PAB, ~PAB, "PAC, "PAC, 

* A x - M A G , 1 7 ^ ~ < 2 ' 6 ^ 
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T h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e e q u i l i b r i u m c o n c e n t r a t i o n s o f A 

i n t h e t w o p h a s e s c a n b e r e p r e s e n t e d b y s o m e f u n c t i o n ( 1 3 ) 

PAC = f ( p A B ) < 2 - 6 5 ) 
e e 

a s s h o w n i n F i g . 3 . D e f i n i n g r a s t h e r e c i p r o c a l o f t h e s l o p e 

o f t h e s t r a i g h t l i n e i n F i g . 3 j o i n i n g t h e o r i g i n t o t h e p o i n t 

( p A C > , p A B . ^ ' e q - ° b e c o m e s 

p A B . ( 1 ~ r ) + PACL-PAR 

w h e r e N „ = m a s s f l u x i n g a s p h a s e i n x d i r e c t i o n . I n a m a n n e r 
G x 

s i m i l a r t o w h i c h e q . ( 2 . 6 4 ) w a s d e r i v e d , i t c a n e a s i l y b e s h o w n 

P A C . " P A C . + P A B , " P A B . 
N Q = * ±

x

 x

x - 3 * ( 2 . 6 7 ) 

k L n + " k G 

w h e r e n i s t h e r e c i p r o c a l o f t h e s l o p e j o i n i n g P ^ B ^ PAB. 

a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s s h o w n i n F i e . 2 . T h u s 

P A C . ( 8 - 1 > + P A C " P A B , 

N G = ± j ( 2 . 6 8 ) 

\ 
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^ C O N C E N T R A T I O N 

vkC1

s
 p A B i 

E Q U I L I B R I U M C O N C E N T R A T I O N , A I N C 

E Q U I L I B R I U M P A R T I A L P R E S S U R E , A I N C 

F i g u r e 3 . E q u i l i b r i u m C o n c e n t r a t i o n a n d P a r t i a l P r e s s u r e 
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w h e r e s i s d e f i n e d i n a n a n a l o g o u s m a n n e r t o r a s s h o w n i n 

F i g . 3 w h i c h s h o w s t h e e q u i l i b r i u m p a r t i a l p r e s s u r e o f A i n 

t h e t w o p h a s e s . 

E x a m i n i n g e q s . ( 2 . 6 6 ) o r ( 2 . 6 8 ) i t i s s e e n w h y W h i t m a n 

c o n s i d e r e d t h e t o t a l r e s i s t a n c e t o t r a n s f e r t o b e t h e s u m o f 

a g a s f i l m r e s i s t a n c e a n d a l i q u i d f i l m r e s i s t a n c e i f i t i s 

r e a l i z e d t h a t t h e t o t a l r e s i s t a n c e t o t r a n s f e r i s j u s t 

* G L 

o r 

( 2 . 7 0 ) 

s i n c e t h e t r a n s f e r i s i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o e i t h e r o f 

t h e s e s u m s . 

L e t t i n g 

( 2 . 7 D 

a n d 
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w h e r e a n d a 

a n d ( 2 . 6 8 ) b e c o m e 

a r e o v e r a l l t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s , e q s . ( 2 . 6 6 ) 

G. 
x 

] ( 2 . 7 3 ) 

a n d 

K ] ( 2 . 7 4 ) 

r e s p e c t i v e l y . 

F o r t h e s p e c i a l c a s e i n w h i c h c o m p o n e n t B i s t h e s a m e 

a s c o m p o n e n t C , e q s . ( 2 . 7 3 ) a n d ( 2 . 7 4 ) r e d u c e t o 

r e s p e c t i v e l y . E q s . ( 2 . 7 5 ) a n d ( 2 . 7 6 ) a r e m o r e a m e n a b l e t o 

e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n a n d a r e s i m i l a r t o t h o s e g i v e n b y 

W h i t m a n a n d L e w i s ( 1 5 2 ) . I f t h e s o l u t i o n b e d i l u t e t h e n n 

e q u a l s H , H e n r y ' s c o n s t a n t , a n d i t c a n e a s i l y b e s h o w n b y 

e q u a t i n g e q s . ( 2 . 7 5 ) a n d ( 2 . 7 6 ) a n d u s i n g e q s . ( 2 . 7 1 ) a n d 

( 2 . 7 5 ) 

a n d 

( 2 . 7 6 ) 
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( 2 . 7 2 ) t h a t 

V « ( k G k L ) / ( H k L + k G > ( 2 . 7 7 ) 

a n d 

•G ( 2 . 7 8 ) 

E q s . ( 2 . 7 7 ) a n d ( 2 . 7 8 ) a r e t h o s e g i v e n b y L e w i s a n d W h i t m a n a s 

t h e d e f i n i n g r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n l i q u i d a n d g a s o v e r a l l t r a n s ­

f e r c o e f f i c i e n t s . 

a p p a r e n t t h a t t h e s e v a r i o u s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s a r e s u b j e c t 

t o n u m e r o u s s o u r c e s o f v a r i a t i o n . I n o r d e r t o t a k e i n t o c o n ­

s i d e r a t i o n t h e s e v a r i a b l e s , t h e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s m u s t b e 

c o n s i d e r e d a s a v e r a g e v a l u e s f o r a g i v e n s y s t e m a n d g i v e n c o n ­

d i t i o n s w i t h i n t h i s s y s t e m . T o u n d e r s t a n d t h a t s y s t e m c o n d i ­

t i o n s m u s t b e s p e c i f i e d w h e n a t r a n s f e r c o e f f i c i e n t i s g i v e n , 

i f i t i s t o b e o f t h e m o s t v a l u e , a l l t h a t n e e d b e c o n s i d e r e d 

i s , f o r e x a m p l e , t h a t t h e d e g r e e o f t u r b u l e n t a n d / o r c o n v e c -

t i v e m i x i n g o c c u r r i n g i n t h e b u l k o f e i t h e r p h a s e w i l l h a v e 

a d i s t i n c t i n f l u e n c e o n t h e t h i c k n e s s o f t h e h y p o t h e s i z e d 

i n t e r f a c i a l f i l m s . T h o u g h t h e c o n c e n t r a t i o n l e v e l s m a y b e 

t h e s a m e i n t w o s i m i l a r s y s t e m s , d i f f e r e n t t r a n s f e r c o e f f i c i ­

e n t s w i l l c h a r a c t e r i z e t h e t w o s y s t e m s i f t h e t w o s y s t e m s a r e 

s u b j e c t e d t o d i f f e r e n t m i x i n g i n t e n s i t i e s . 

t h e d e f i n i t i o n s o f k r , k T , K r , a n d K p i t i s 
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A n i m p l i c i t , b u t v e r y i m p o r t a n t , a s s u m p t i o n i n t h e a b o v e 

d e r i v a t i o n i s t h a t t h e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s a r e i n d e p e n d e n t 

o f t h e m a s s t r a n s f e r r a t e . F o r l o w m a s s t r a n s f e r r a t e s , t h e 

m a s s t r a n s f e r t h r o u g h t h e f i l m s w i l l h a v e n e g l i g i b l e e f f e c t s 

o n t h e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e s i n t h e f i l m s . T h i s i n g e n e r a l 

w i l l n o t b e t h e c a s e a t h i g h t r a n s f e r r a t e s . M a n y i n v e s t i g a ­

t i o n s h a v e d e a l t w i t h l o w t r a n s f e r r a t e s a n d m o r e i n f o r m a t i o n 

i s a v a i l a b l e f o r l o w m a s s t r a n s f e r r a t e s . I n t h i s s t u d y , o n l y 

l o w t r a n s f e r r a t e s a r e o f c o n c e r n ; : t h e r e f o r e , h i g h m a s s t r a n s ­

f e r r a t e s a r e n o t d i s c u s s e d h e r e . F o r i n f o r m a t i o n o n h i g h 

t r a n s f e r r a t e s , t h e r e a d e r i s r e f e r r e d t o ( 3 ) , ( 2 9 ) , a n d s i m i ­

l a r t e x t s . I t s h o u l d b e r e a l i z e d , h o w e v e r , t h e p r e c i s i o n o f 

m o s t d a t a d o e s n o t w a r r a n t c o n c e r n a b o u t t h e e f f e c t s o f h i g h 

t r a n s f e r r a t e s , p a r t i c u l a r i l y i n l i q u i d - l i q u i d s y s t e m s ( 2 2 5 ) . 

T w o s p e c i a l c a s e s o f t r a n s f e r t h r o u g h i n t e r f a c e s s h o u l d 

b e n o t e d i n c o n n e c t i o n w i t h W h i t m a n ' s t w o f i l m t h e o r y . T h e y 

a r e o f i n t e r e s t s i n c e t h e y e n a b l e t h e e x p e r i m e n t a l d e t e r m i n a ­

t i o n o f i n d i v i d u a l f i l m c o e f f i c i e n t s . C o n s i d e r i n g t h e t r a n s ­

f e r o f a g a s A t o a l i q u i d B f r o m t h e g a s C , t h e m a s s f l u x i s 

g i v e n b y e q s . ( 2 . 6 4 ) a n d ( 2 . 6 7 ) . I f t h e g a s h a s a v e r y l o w 

s o l u b i l i t y i n t h e l i q u i d t h e n e s s e n t i a l l y a l l t h e t r a n s f e r 

r e s i s t a n c e i s c o n c e n t r a t e d i n t h e l i q u i d ( 1 5 2 , 2 2 8 ) , T h e r e ­

f o r e 

( 2 . 7 9 ) 
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a n d e q . ( 2 . 6 4 ) b e c o m e s 

N 
A x ~ ^ ^ b ' P ^ 

) ( 2 . 8 0 ) 

I f t h e s o l u t e i s v e r y s o l u b l e , l i t t l e r e s i s t a n c e i s e n c o u n t e r e d 

i n t h e l i q u i d f i l m ( 1 5 2 , 2 2 8 ) ; t h e r e f o r e 

A t a b u l a t i o n o f s o m e f i l m c o e f f i c i e n t s a s d e t e r m i n e d b y 

v a r i o u s i n v e s t i g a t o r s i s p r e s e n t e d i n T a b l e 1 . A s h a s b e e n 

n o t e d b y m a n y i n v e s t i g a t o r s , t h e p h y s i c a l c h a r a c t e r i s t i c s o f 

t h e s y s t e m h a v e a p r i m e i n f l u e n c e o n t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s , 

s o , w h e n a s c e r t a i n a b l e , a b r i e f d e s c r i p t i o n o f t h e s y s t e m i n 

w h i c h t h e v a r i o u s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s w e r e d e t e r m i n e d i s 

a l s o g i v e n . L e w i s a n d W h i t m a n ( 1 5 2 ) , a s w e l l a s H a s l a m , 

H e r s h e y , a n d K e e n ( 9 7 ) ? n o t e d t h a t f o r s y s t e m s o f s i m i l a r 

p h y s i c a l d e s c r i p t i o n i n w h i c h t h e c o n c e n t r a t i o n o f t h e s o l u t e 

w a s l o w t h e l i q u i d f i l m c o e f f i c i e n t , k ^ , i s a p p r o x i m a t e l y 

i n d e p e n d e n t o f t h e t y p e o f s o l u t e f o r a g i v e n s o l v e n t ( 2 0 6 ) . 

I t w a s a l s o p o i n t e d o u t t h a t f o r s i m i l a r s y s t e m s o f l o w s o -

( 2 . 8 1 ) 

a n d f r o m e q . ( 2 . 6 7 ) 

( 2 . 8 2 ) 



l u t e c o n c e n t r a t i o n s a n d t h e s a m e s o l v e n t , t h e g a s f i l m c o e f f i c i ­

e n t w a s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e m o l e c u l a r w e i g h t o f t h e 

s o l u t e . T h e e f f e c t s o f f l u i d v e l o c i t y a n d t e m p e r a t u r e o n f i l m 

c o e f f i c i e n t s a s d e t e r m i n e d e m p i r i c a l l y a r e s u m m a r i z e d i n ( 2 0 1 ) . 

I t s h o u l d h e n o t e d t h a t w h e n e f f e c t i v e l i q u i d f i l m t h i c k ­

n e s s e s a r e c a l c u l a t e d , e q s . ( 2 . 5 7 ) a n d ( 2 . 5 8 ) a r e g e n e r a l l y 

u s e d . S i n c e i t i s n e c e s s a r i l y t h e t o t a l m a s s f l u x w h i c h i s 

e x p e r i m e n t a l l y d e t e r m i n e d , t h e f i l m t h i c k n e s s i s t h e r e f o r e n e c ­

e s s a r i l y a p p r o x i m a t e e v e n w i t h o u t c o n s i d e r a t i o n o f o t h e r e f f e c t s 

a s w i l l h e a p p a r e n t f r o m t h e d i s c u s s i o n i n t h e f o l l o w i n g s e c ­

t i o n . 

D e f i n i t i o n s o f M a s s T r a n s f e r C o e f f i c i e n t s 

E x a m i n a t i o n o f t h e v a r i o u s f o r m s p r o p o s e d b y d i f f e r e n t 

i n v e s t i g a t o r s t o d e f i n e a n d d e s c r i b e i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r 

d i s c u s s e d i n t h e p r e c e d i n g p a r a g r a p h s w i l l s h o w t h a t a l l t a k e 

t h e g e n e r a l f o r m 

N A , - K A p A ( 2 . 8 3 ) 

w h e r e = m a s s f l u x o f A , K = g e n e r a l m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i ­

e n t , a n d Ap^ i s s o m e c h a r a c t e r i s t i c c h a n g e i n c o n c e n t r a t i o n 

( o r p a r t i a l p r e s s u r e ) . T h e d e v e l o p m e n t o f t h i s f o r m s t e m s 

f r o m F i c k ' s F i r s t L a w , e q . ( 2 . 1 ) , s i n c e e a r l y e x p e r i m e n t e r s 

c o n s i d e r e d t h e c o n t r o l l i n g t r a n s f e r m e c h a n i s m t o b e a d i f f u s ­

i v e o n e . G e n e r a l u s e o f t h i s f o r m c o n t i n u e s t o b e c o m m o n 

l a r g e l y d u e , p e r h a p s , t o t h e f a c t i t i s t h e b a s i c o r i g i n a l 



f o r m p r o p o s e d b y W h i t m a n w h o s e w o r k h a s b e e n w i d e l y q u o t e d a n d 

w h o s e c o n c e p t s h a v e a n d c o n t i n u e t o f i n d w i d e u s a g e ( 3 1 ? 1 3 6 , 

1 4 5 , 1 4 8 , 1 4 9 , 2 1 8 , 2 2 1 ) . T h u s t h e d e f i n i n g e q u a t i o n f o r a 

m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t c o m m o n l y t a k e s t h e f o r m o f e q . ( 2 . 8 3 ) 

( 1 0 , 1 6 , 2 2 4 ) . 

A s h a s b e e n b r i e f l y a l l u d e d t o , h o w e v e r , i n p r e c e d i n g 

p a r a g r a p h s , e q . ( 2 . 8 3 ) i s n o t a b s o l u t e l y , i n g e n e r a l a t l e a s t , 

c o r r e c t . T h e t o t a l m a s s f l u x o f a s u b s t a n c e A i s p r o p e r l y -

g i v e n b y e q . ( 2 . 3 7 ) w h i c h i s e q u i v a l e n t t o , f r o m e q . ( 2 . 3 5 ) ? 

f o r a n n c o m p o n e n t s y s t e m . C o n s i d e r i n g o n e d i m e n s i o n a l t r a n s ­

f e r o n l y , a s s u m e d t o b e i n t h e x d i r e c t i o n , e q . ( 2 . 8 4 ) b e c o m e s 

* w h e r e t h e s e c o n d t e r m o f t h e L . H . S . o f e q . ( 2 . 8 5 ) t a k e s t h e 

p l a c e o f t h e c o r r e s p o n d i n g t e r m i n e q . ( 2 . 8 4 ) . I f t h e s e c ­

o n d t e r m o f t h e L . H . S . o f e q . ( 2 , 8 5 ) i s e s s e n t i a l l y z e r o t h e n 

t h e b a s i c c o n c e p t w h i c h l e a d s t o e q . ( 2 . 8 4 ) , t h a t i s , t h e 

m a s s f l u x i s a d i f f u s i v e f l u x , i s e s s e n t i a l l y c o r r e c t , f o r 

t h e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t t h e n b e c o m e s m e r e l y a d i f f u s i v i t y 

p e r u n i t t h i c k n e s s o f g a s o r l i q u i d f i l m . M o r e p r o p e r l y , 

h o w e v e r , i f t h e c o n c e p t t h a t t h e r i g h t s i d e o f e q . ( 2 . 8 3 ) i s 

( 2 . 8 5 ) 
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t o b e a d i f f u s i v e f l u x i s t o b e r e t a i n e d , m a s s t r a n s f e r c o e f ­

f i c i e n t s s h o u l d b e d e f i n e d a s 

K = ( l A p A ) [ N A - ( p A / p ) X N ] ( 2 . 8 6 ) 

T h e a w a r e n e s s o f t h e a p p r o x i m a t i o n i n e q . ( 2 . 8 3 ) h a s n o t a l w a y s 

b e e n p r e s e n t i n m a n y i n v e s t i g a t i o n s ( 2 0 4 ) . F u r t h e r m o r e , p r o p e r 

e v a l u a t i o n o f t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s d e t e r m i n e d b y d i f f e r e n t 

e x p e r i m e n t e r s n e c e s s i t a t e s a k n o w l e d g e o f w h i c h f o r m t h e d e ­

f i n i n g e q u a t i o n f o r t h e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s h a s b e e n u s e d , 

e s p e c i a l l y i n t h o s e i n s t a n c e s i n w h i c h t r a n s f e r r a t e s a r e h i g h . 

B o t h f o r m s a r e c u r r e n t l y f o u n d i n t h e l i t e r a t u r e . * 

P e n e t r a t i o n T h e o r y 

A m a j o r d r a w b a c k i n W h i t m a n ' s t w o f i l m t h e o r y i s t h a t 

i t a s s u m e s t r a n s f e r t h r o u g h t h e i n t e r f a c i a l r e g i o n a n d t h e 

c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e s i n t h e i n t e r f a c i a l r e g i o n a r e t i m e 

i n d e p e n d e n t . T h a t i s , t h e t w o f i l m t h e o r y a p p l i e s t o e s t a b ­

l i s h e d c o n d i t i o n s w i t h c o n s t a n t , w i t h r e s p e c t t o t i m e , c o n ­

c e n t r a t i o n g r a d i e n t s . E x a m i n i n g t h e d i s s o l u t i o n o f g a s e s i n 

l i q u i d s , H i g b i e i n 1 9 3 5 ( 1 0 3 ) r e a l i z e d t h a t i n m a n y i n s t a n c e s 

t h e c o n t a c t t i m e b e t w e e n t w o p h a s e s w a s o f s u c h s h o r t d u r a t i o n 

t h a t c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e s n e v e r h a d s u f f i c i e n t t i m e t o e v e n 

a p p r o a c h t h e s t e a d y s t a t e c o n d i t i o n . M a n y i n s t a n c e s e x i s t i n 

w h i c h t w o p h a s e s a r e s u d d e n l y b r o u g h t i n t o c o n t a c t a n d t h e 

t i m e r e q u i r e d f o r t h e s o l u t e , a g a s f o r i n s t a n c e , t o p e n e ­

t r a t e , a s H i g b i e t e r m e d i t , i n t o t h e s o l v e n t t o s u c h a d e g r e e 



5 0 

s o a s t o a p p r o a c h t h e s t e a d y s t a t e c o n c e n t r a t i o n i s m u c h 

g r e a t e r t h a n t h e c o n t a c t t i m e b e t w e e n p h a s e s . T h e f i r s t 

s t a g e i n t h e d i s s o l u t i o n o f a g a s i n a l i q u i d c o u l d t h u s b e 

i d e a l i z e d a s s h o w n i n F i g . 4 w h e r e t h e s o l i d l i n e i n d i c a t e s 

e s t a b l i s h e d p r o f i l e s , t h e d a s h e d l i n e s i n d i c a t e t h e p r o f i l e s 

d u r i n g t h e p e n e t r a t i o n p e r i o d , a n d t h e d o t t e d l i n e s r e p r e s e n t 

t h e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e a t t h e i n s t a n t t h e p h a s e s c o m e i n 

c o n t a c t a s s u m i n g t h a t t h e y a r e i n i t i a l l y w e l l m i x e d . 

H i g b i e c o n s i d e r e d t h e c a s e o f g a s e s o f l o w s o l u b i l i t y 

i n w h i c h c a s e , a s d i s c u s s e d e a r l i e r i n c o n n e c t i o n w i t h t h e t w o 

f i l m t h e o r y , t h e r e s i s t a n c e o f t h e g a s p h a s e c o u l d b e c o n ­

s i d e r e d a s n e g l i g i b l y s m a l l i n c o m p a r i s o n t o t h e l i q u i d p h a s e 

r e s i s t a n c e . H e a s s u m e d t h a t t h e l i q u i d i n a n d n e a r t h e i n t e r -

f a c i a l r e g i o n w a s i n l a m i n a r f l o w m o v i n g p a r a l l e l t o t h e g a s -

l i q u i d i n t e r f a c e . T h e s i m p l i f i c a t i o n s w e r e m a d e t h a t i n a n d 

n e a r t h e i n t e r f a c i a l r e g i o n t h e v e l o c i t y w a s b o t h u n i f o r m , a s 

s h o w n i n F i g . 4 , a n d t i m e i n v a r i a n t o v e r t h e t i m e p e r i o d u n d e r 

c o n s i d e r a t i o n . H i g b i e l i m i t e d h i s a n a l y s i s t o l o w t r a n s f e r 

r a t e s w i t h t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e t r a n s f e r t h r o u g h t h e l i q u i d 

d i d n o t a p p r e c i a b l y a f f e c t t h e v e l o c i t y p r o f i l e . T h e d e p t h o f 

t h e l i q u i d w a s c o n s i d e r e d t o b e q u i t e l a r g e c o m p a r e d t o t h e 

z o n e o f c o n c e n t r a t i o n v a r i a t i o n , t h a t i s , m a t h e m a t i c a l l y t h e 

d e p t h o f t h e l i q u i d w a s a s s u m e d t o b e i n f i n i t e . 

C o n s i d e r t h e t w o d i m e n s i o n a l t r a n s f e r o f a g a s A 

t h r o u g h a l i q u i d B u n d e r t h e a s s u m p t i o n s i n t h e p r e c e d i n g 

p a r a g r a p h . T h e g a s i s a s s u m e d t o b e d i s s o l v i n g i n t h e x d i -
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r e c t i o n w h i l e t h e l i q u i d i s f l o w i n g i n t h e y d i r e c t i o n o n l y 

w i t h a m a s s a v e r a g e v e l o c i t y o f v . A c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t 

i s a s s u m e d t o e x i s t o n l y i n t h e x d i r e c t i o n , a s s h o w n i n F i g . 

4 , s o t h a t n o d i f f u s i o n t a k e s p a r a l l e l t o t h e i n t e r f a c e . 

A s s u m e f u r t h e r t h a t t h e l i q u i d s o l u t i o n i s a n i s o t h e r m a l o n e 

w i t h c o n s t a n t d i f f u s i v i t y a n d i s o f s u c h d i l u t i o n t h a t t h e 

d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n i s e s s e n t i a l l y c o n s t a n t . U n d e r t h e 

v a r i o u s a s s u m p t i o n s m a d e e q . ( 2 . 4 - 2 ) t h e n r e d u c e s t o 

2 

T 5 " D W ( 2 - 8 7 ) 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s a s d e f i n e d e a r l i e r . T h e b o u n d a r y c o n d i ­

t i o n s f o r e q . ( 2 . 8 7 ) a r e t h e f o l l o w i n g : 

B . C . I : F o r t < 0 , p A = p A B ^ f o r a l l x , ( 2 . 8 8 ) 

B . C . 2 : F o r x = 0 , p A = p A B > f o r a l l t > 0 , ( 2 . 8 9 ) 

B . C . 3 : F o r x = o o , p ^ p A B ^ f o r a 1 1 t > 0 ' ( 2 . 9 0 ) 

w h e r e t = 0 a t t h e i n s t a n t t h e t w o p h a s e s c o m e i n t o c o n t a c t . 

W i t h t h e s e b o u n d a r y c o n d i t i o n s t h e s o l u t i o n t o e q . ( 2 . 8 7 ) b e ­

c o m e s s i m i l a r t o t h a t f o r v i s c o u s f l o w n e a r a p l a n e b o u n d a r y 

i m p u l s i v e l y s e t i n m o t i o n . T h e s o l u t i o n , a s s h o w n b y L a m b 

( 1 4 2 ) , i s , w i t h p r o p e r c h a n g e o f v a r i a b l e s , 
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P I = P A B / C P A B . - P A B ^ 1 " f̂= C 6 " 0 2 ^ (2'91) 

w h e r e 

6 = x / V 4 D t ~ ^ ( 2 . 9 2 ) 

a n d e i s t h e " b a s e o f t h e n a t u r a l l o g a r i t h m . E q . ( 2 . 9 1 ) c a n h e 

w r i t t e n a s 

( p A - p A B ^ / C p A B . - p ^ ) " e r f c ( x / V 4 D t ^ ) ( 2 . 9 3 ) 

w h e r e t ^ i s t h e c o n t a c t t i m e b e t w e e n t h e t w o p h a s e s a n d e r f c 

i s t h e c o m p l e m e n t a r y e r r o r f u n c t i o n . E q . ( 2 . 9 3 ) i s s i m i l a r t o 

t h a t i n ( 8 ) . 

T h e m a s s f l u x o f A, b e i n g t r a n s p o r t e d t h r o u g h t h e i n t e r ­

f a c e i s N A , e v a l u a t e d a t x = 0 . F r o m e q . ( 2 . 8 4 ) 

A x 

N A 1 N - «PA4>»A + N B > +V n (2-^) 
x | x = 0 ' x x x x = 0 

I f t h e n e t t r a n s f e r o f B i s n e g l i g i b l e , e q . ( 2 . 9 5 ) b e c o m e s , 

u s i n g e q . ( 2 . 1 ) , 

* A I - C- T-TT~7^ 4 ^ _ n ( 2 - 9 5 ) 
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Pab.~Pak 
xlx=0 1 ^ P a ' P 'x - 0 Jut 

D e n o t i n g t h e t o t a l a m o u n t o f g a s a b s o r b e d p e r u n i t a r e a i n a 

t i m e t b y F ^ ( t ) , t h e t o t a l a m o u n t o f g a s a b s o r b e d p e r u n i t 

a r e a o f i n t e r f a c e i n a t i m e , t ^ , e q u a l t o t h e c o n t a c t t i m e 

i s , f r o m e q . ( 2 . 9 6 ) , 

E q . ( 2 . 9 7 ) r e d u c e s t o 

2 (pAB̂ PAB̂  St ^ c t > . - l - C P A ? p ) J ^.98) 

F o r s o l u t i o n s o f l o w c o n c e n t r a t i o n pĵ /p a p p r o x i m a t e s z e r o , i n 

w h i c h c a s e e q . ( 2 . 9 8 ) b e c o m e s 

F A ( c t ) = SCp^-p^) V D t ^ 7 S ( 2 . 9 9 ) 

w h i c h i s s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y H i g b i e i n 1 9 3 5 ( 1 0 3 ) . 

U s i n g e q . ( 2 . 9 1 ) e v a l u a t e d a t x e q u a l s z e r o , 
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T h e i n s t a n t a n e o u s m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t f o r t h e s y s ­

t e m , w h i c h i n t h i s c a s e i s e q u i v a l e n t t o a l i q u i d f i l m c o e f ­

f i c i e n t , i s g i v e n b y e q . ( 2 . 8 6 ) w h i c h r e d u c e s , u n d e r t h e 

a s s u m p t i o n s m a d e l e a d i n g t o e q . ( 2 . 9 5 ) , t o 

k L = [ V D / ( 7 c t c t ) ] / [ l - ( p A / p ) ] ( 2 . 1 0 0 ) 

F o r t h e a s s u m p t i o n o f e q . ( 2 . 9 9 ) , e q . ( 2 . 1 0 0 ) b e c o m e s 

k L = V D / ^ t c t ) ( 2 . 1 0 1 ) 

t h e f o r m g i v e n b y H i g b i e . A s d e f i n e d b y e q . ( 2 . 1 0 1 ) , k-^ i s 

a l s o o f t h e s a m e n a t u r e a s t h e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t d e f i n e d b y 

e q . ( 2 . 8 3 ) . S i g n i f i c a n t l y , i t i s s e e n t h e p e n e t r a t i o n t h e o r y 

p r e d i c t s t h e f i l m c o e f f i c i e n t t o v a r y a s t h e s q u a r e r o o t o f t h e 

d i f f u s i v i t y . T h e t w o f i l m t h e o r y , i t w i l l b e n o t e d f r o m e q . 

( 2 . 5 6 ) , p r e d i c t s t h e f i l m c o e f f i c i e n t t o v a r y a s t h e f i r s t 

p o w e r o f t h e d i f f u s i v i t y . 

T h o u g h H i g b i e ' s t h e o r e t i c a l p r e d i c t i o n s s e e m e d t o o v e r ­

e s t i m a t e t h e a c t u a l a m o u n t o f g a s a b s o r b e d w h e n H i g b i e c o m p a r e d 

t h e m w i t h e x p e r i m e n t a l v a l u e s , H i g b i e * s p e n e t r a t i o n t h e o r y h a s 

p r o v e n t o b e o f e x t r e m e v a l u e i n t h o s e s i t u a t i o n s i n v o l v i n g 

s h o r t c o n t a c t t i m e s . I t c o n t i n u e s t o b e f o u n d i n c u r r e n t 

s t u d i e s ( 1 5 , 2 1 8 ) . 
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B o u n d a r y L a y e r T h e o r y 

E x t e n s i v e i n v e s t i g a t i o n s o f m a s s t r a n s f e r h a v e " b e e n 

c o n d u c t e d u s i n g t h e c o n c e p t s o f P r a n d t l ' s w e l l k n o w n b o u n d a r y 

l a y e r t h e o r y . N e a r a b o u n d a r y t h e v e l o c i t y o f a f l o w i n g f l u i d 

d e c r e a s e s f r o m t h a t o f t h e m a i n s t r e a m t o t h a t o f t h e b o u n d ­

a r y i t s e l f i f n o n - s l i p c o n d i t i o n s e x i s t . A s P r a n d t l e n v i s i o n e d 

i t , t h i s d e c r e a s e i n v e l o c i t y c o u l d b e e f f e c t i v e l y c o n c e n ­

t r a t e d i n a t h i n l a y e r w h i c h P r a n d t l t e r m e d t h e b o u n d a r y l a y e r 

( 7 0 ) . A s t h e b o u n d a r y l a y e r c o n c e p t h a s d e v e l o p e d a n d h a s 

b e e n e n l a r g e d u p o n , t w o t y p e s o f b o u n d a r y l a y e r s h a v e c o m e t o 

b e r e c o g n i z e d : t h e l a m i n a r b o u n d a r y l a y e r a n d t h e t u r b u l e n t 

b o u n d a r y l a y e r . I n t h e l a m i n a r b o u n d a r y l a y e r a l l f l u i d m o - , 

t i o n i s v i s c o u s w h i l e i n t h e t u r b u l e n t b o u n d a r y l a y e r t h e 

o u t e r p o r t i o n s o f t h e b o u n d a r y l a y e r a r e t u r b u l e n t w h i l e t h e 

i n n e r p o r t i o n s , c o m p o s i n g w h a t i s t e r m e d t h e l a m i n a r s u b ­

l a y e r , r e m a i n v i s c o u s . T h e t r a n s i t i o n f r o m t h e t u r b u l e n t 

z o n e s i s , o f c o u r s e , n o t a s h a r p t r a n s i t i o n b u t a g r a d u a l o n e 

o c c u r r i n g i n w h a t h a s b e e n t e r m e d b y s o m e a s a b u f f e r z o n e . 

U s i n g a n o r d e r o f m a g n i t u d e a n a l y s i s , P r a n d t l w a s a b l e 

t o r e d u c e t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s s u f f i c i e n t l y t o m a k e 

t h e m m o r e a m e n a b l e t o s o l u t i o n . F o r i n c o m p r e s s i b l e t w o d i ­

m e n s i o n a l f l o w i n t h e x d i r e c t i o n p a r a l l e l t o a b o u n d a r y 

P r a n d t l ' s b o u n d a r y l a y e r e q u a t i o n s f o r l a m i n a r b o u n d a r y l a y ­

e r s , a s h i s s i m p l i f i c a t i o n h a s c o m e t o b e k n o w n , a r e ( 1 9 4 ) 
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3 u 3 u 0 u 
p 2 x 3 y 2 

( 2 . 1 0 2 ) 

a n d 

p ? Q u 2 = dv/dy ( 2 . 1 0 3 ) 

w h e r e u = v e i l 

r e c t i o n , t = 

o c i t y i n x d i r e c t i o n , v = v e l o c i t y i n t h e y d i -

t i m e , p = f l u i d d e n s i t y , p = p r e s s u r e , ^ = k i n e ­

m a t i c v i s c o s i t y , a n d 38' = b o u n d a r y c u r v a t u r e . E v e n P r a n d t l ' s 

b o u n d a r y l a y e r e q u a t i o n s b e c o m e r a t h e r u n t r a c t a b l e i n m a n y 

s i t u a t i o n s , h o w e v e r , a n d r e s o r t i s o f t e n m a d e t o m o r e a p p r o x i ­

m a t e b u t s i m p l e r e q u a t i o n s . F o r e m o s t a m o n g t h e s e s i m p l e r f o r m s 

i s v o n K a r m a n ' s i n t e g r a l m o m e n t u m e q u a t i o n . V o n K a r m a n ' s e q u a ­

t i o n o b t a i n s j i t s r e l a t i v e s i m p l i c i t y f r o m t h e f a c t t h a t n o 

a t t e m p t i s m a d e t o d e s c r i b e t h e m o t i o n o f e v e r y f l u i d p a r t i c l e 

i n t h e b o u n d a r y l a y e r e x a c t l y a t e a c h p o i n t ; r a t h e r , o n l y t h e 

o v e r a l l m o t i o n o f t h e f l u i d i s d e s c r i b e d a n d b o u n d a r y c o n d i ­

t i o n s a r e s a t i s f i e d o n l y a t c e r t a i n p o i n t s ( 1 9 4 ) . F o r t h e 

s a m e c o n d i t i o n s u n d e r w h i c h e q s . ( 2 . 1 0 2 ) a n d ( 2 . 1 0 3 ) a r e v a l ­

i d , t h e m o m e n t u m i n t e g r a l e q u a t i o n i s ( 7 2 ) 

€> 6 x-. ' 

w h e r e U = f r e 

t = s h e a r i n g ! 
o CT 

|e s t r e a m v e l o c i t y , o = b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s , 

s t r e s s a t b o u n d a r y , a n d t h e o t h e r s y m b o l s a r e a s 
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p r e v i o u s l y d e f i n e d . U s e o f v o n K a r m a n ' s m o m e n t u m i n t e g r a l 

e q u a t i o n r e q u i r e s a s s u m p t i o n o f t h e s h a p e o f t h e v e l o c i t y 

p r o f i l e , t h e m o r e a c c u r a t e t h e a s s u m p t i o n t h e m o r e n e a r l y 

e x a c t t h e s o l u t i o n t o e q . ( 2 , 1 0 4 ) . N u m e r o u s s o l u t i o n s t o 

e q s . ( 2 . 1 0 2 ) , ( 2 . 1 0 3 ) , a n d ( 2 . 1 0 4 ) f o r a v a r i e t y o f b o u n d a r y 

c o n d i t i o n s a r e g i v e n i n ( 3 , 4 2 , 6 9 , 1 4 0 , 1 8 6 ) . 

I n t r o d u c t i o n o f t u r b u l e n c e i n t h e b o u n d a r y l a y e r r e ­

s u l t s i n t h e a p p e a r a n c e o f a d d i t i o n a l t e r m s i n t h e g e n e r a l 

e q u a t i o n s o f m o t i o n , t h e s e t e r m s b e i n g t h e w e l l k n o w n R e y n o l d ' s 

s t r e s s e s . T h e s e R e y n o l d ' s s t r e s s e s c a n b e t a k e n i n t o c o n s i d e r ­

a t i o n i n e q s . ( 2 . 1 0 4 ) a n d ( 2 . 1 0 4 ) b y t h e i n t r o d u c t i o n o f a 

k i n e m a t i c e d d y v i s c o s i t y a n d a t u r b u l e n t s h e a r s t r e s s r e s p e c t ­

i v e l y . E x c e p t f o r t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e f o r m o f t h e s e n e w 

t e r m s , s o l u t i o n o f p r o b l e m s i n v o l v i n g t u r b u l e n t b o u n d a r y l a y e r s 

t h e n p r o c e e d i n a s o m e w h a t a n a l o g o u s m a n n e r t o t h o s e o f l a m i ­

n a r b o u n d a r y l a y e r s . T h u s f o r t h e p u r p o s e s i n t h e p r e s e n t d i s ­

c u s s i o n i t b e c o m e s s u f f i c i e n t t o r e s t r i c t c o n s i d e r a t i o n t o 

l a m i n a r b o u n d a r y l a y e r s . T h e e f f e c t s o f t u r b u l e n c e o n m a s s 

t r a n s p o r t , s i m i l a r t o t h e e f f e c t s o f t u r b u l e n c e o n m o m e n t u m 

t r a n s p o r t , w i l l b e e x a m i n e d m o r e c l o s e l y i n t h e f o l l o w i n g s e c ­

t i o n w h e r e i t b e c o m e s v a l u a b l e t o v i e w t u r b u l e n c e i n a b o u n d a r y 

l a y e r a n d i t s t r e a t m e n t i n a b o u n d a r y l a y e r i n r e l a t i o n t o 

o t h e r m e t h o d s p r o p o s e d t o d e s c r i b e m a s s t r a n s p o r t i n t u r b u l e n t 

f l u i d s . 

B o u n d a r y l a y e r t h e o r y a s a p p l i e d t o m a s s t r a n s p o r t h a s 

d e v e l o p e d a l o n g s e v e r a l l i n e s . T h e m o s t o b v i o u s o f t h e s e i s 
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t h a t o f t h e c r e a t i o n o f a c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r a n a l ­

o g o u s t o P r a n d t l ' s h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r a s s h o w n i n 

F i g . 5« A l t h o u g h t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r , w h e n d e ­

s c r i b e d a n d t r e a t e d a s s u c h , s e e m l y a r i s e s f r o m P r a n d t l ' s 

c o n c e p t s , r e v i e w o f p r e v i o u s d i s c u s s i o n s i n t h i s c h a p t e r w i l l 

s h o w t h a t o t h e r m a s s t r a n s f e r t h e o r i e s h a v e e s s e n t i a l l y d e a l t 

w i t h a c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r , i n t h e s e n s e t h a t c o n c e n ­

t r a t i o n v a r i a t i o n s o c c u r o v e r s o m e s m a l l f i n i t e d i s t a n c e . H o w ­

e v e r , i n t h e c o n t e x t o f b o u n d a r y l a y e r s , c o n c e n t r a t i o n v a r i ­

a t i o n s a s s u m e t w o d i m e n s i o n a l c h a r a c t e r i s t i c s . A s a f l u i d f l o w s 

p a s t s o m e i n t e r f a c e t h e d e v e l o p m e n t o f t h e c o n c e n t r a t i o n p r o ­

f i l e o c c u r s i n a d i r e c t i o n b o t h n o r m a l a n d p a r a l l e l t o t h e i n ­

t e r f a c e i n a m a n n e r s i m i l a r t o t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r . 

F u r t h e r m o r e t h e v e l o c i t y i n t h e b o u n d a r y l a y e r a l s o b e c o m e s t w o 

d i m e n s i o n a l . R e f e r e n c e t o t h e f i l m t h e o r y a n d t h e p e n e t r a t i o n 

t h e o r y w i l l s h o w t h a t t h e s e t h e o r i e s t r e a t e d t h e t r a n s f e r a s 

e s s e n t i a l l y a o n e d i m e n s i o n a l p h e n o m e n o n . E v e n i n H i g b i e * s 

a n a l y s i s t h e a s s u m p t i o n w a s m a d e t h a t t h e v e l o c i t y w a s o n e d i ­

m e n s i o n a l e v e n t h o u g h i t w a s i n a d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o 

t h e d i r e c t i o n o f d i s s o l u t i o n o f t h e s o l u t e . T h u s i n m a n y 

i n s t a n c e s t h e b o u n d a r y l a y e r a p p r o a c h b e c o m e s a d i s t i n c t i m ­

p r o v e m e n t . 

T h e a n a l y s i s o f m a s s t r a n s f e r i n b o u n d a r y l a y e r s h a s 

p r o c e e d e d b a s i c a l l y a l o n g t h e l i n e o f s a t i s f y i n g m o m e n t u m , 

e n e r g y , a n d c o n t i n u i t y r e q u i r e m e n t s , t h e m o r e s t r i n g e n t t h e 

r e q u i r e m e n t s t h e g r e a t e r t h e c o m p l e x i t y t h a t a r i s e s . F o r l o w 
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m a s s t r a n s f e r r a t e s i n t e r - e f f e c t s o f m o m e n t u m , n e a t , a n d m a s s 

a r e g e n e r a l l y m i n o r a n d c a n s a f e l y "be n e g l e c t e d . T h u s t h e 

p r e d i c t i o n o f m a s s t r a n s f e r b e c o m e s a p r o b l e m o f s a t i s f y i n g 

t h e a p p r o p r i a t e e q u a t i o n s o f c o n t i n u i t y . B o u n d a r y l a y e r t h e ­

o r y b e c o m e s o f v a l u e h e r e , h o w e v e r , b e c a u s e m o r e r e a s o n a b l e 

a n d m o r e n e a r l y e x a c t d e s c r i p t i o n s o f t h e v e l o c i t y o f t h e f l o w 

a n d i t s v a r i a t i o n a r e p r o v i d e d f r o m s o l u t i o n s o f a p p r o p r i a t e 

m o m e n t u m e q u a t i o n s , s u c h a s e q s . (2.102), (2.103), a n d ( 2 . 1 0 4 ) . 

F o r h i g h t r a n s f e r r a t e s m o m e n t u m , e n e r g y , a n d c o n t i n u i t y e q u a ­

t i o n s m u s t b e s a t i s f i e d , i n e s s e n c e , s i m u l t a n e o u s l y . T h o u g h 

d i f f i c u l t , b o u n d a r y l a y e r t h e o r y p r o v i d e s h e r e a r a t h e r r e a l ­

i s t i c m o d e l o f t h e t r a n s p o r t o c c u r r i n g . 

A s e c o n d a v e n u e o f a n a l y s i s t h a t b o u n d a r y l a y e r t h e o r y i 

h a s p r o v i d e d i s t h a t o f t h e d e v e l o p m e n t o f u s e f u l a n d p e r t i ­

n e n t p a r a m e t e r s w h i c h h a v e b e e n o f e x t r e m e v a l u e i n a n a l y s i s . 

T h o u g h d i m e n s i o n l e s s p a r a m e t e r s c a n b e d e v e l o p e d f r o m p u r e l y 

d i m e n s i o n a l a n a l y s i s i f o n e i s a b l e t o d e t e r m i n e t h e p e r t i n e n t 

v a r i a b l e s b y s o m e m e a n s , b o u n d a r y l a y e r t h e o r y h a s p r o v i d e d 

a m o r e f i r m p h y s i c a l b a s i s a n d u n d e r s t a n d i n g o f t h e s e v a r i o u s 

p a r a m e t e r s . O f c o u r s e t h i s b a s i s a n d u n d e r s t a n d i n g c a n a r i s e 

b y d e v e l o p m e n t o f p a r a m e t e r s f r o m t h e o r i e s o u t s i d e o f t h e c o n ­

t e x t o f b o u n d a r y l a y e r t h e o r y b u t b o u n d a r y l a y e r t h e o r y h a s 

b e e n u s e d e x t e n s i v e l y i n t h e d e v e l o p m e n t o f p e r t i n e n t d i m e n ­

s i o n l e s s p a r a m e t e r s (45, 185, 193). 

T o i l l u s t r a t e t h e a b o v e r e m a r k s c o n s i d e r t h e r e l a t i v e l y 

s i m p l e e x a m p l e o f s t e a d y , l a m i n a r f l o w o f a b i n a r y s o l u t i o n 
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p a s t a s t a t i o n a r y f l a t p l a t e , w h i c h c o u l d b e c o n s i d e r e d e q u a l l y 

w e l l a s a n i n t e r f a c e , i n t w o d i m e n s i o n s . T h i s e x a m p l e w i l l 

d e m o n s t r a t e t h e b a s i c m e t h o d o f a t t a c k i n s o l v i n g m a s s t r a n s ­

f e r p r o b l e m s a t l o w t r a n s f e r r a t e s a s w e l l a s i l l u s t r a t i n g t h e 

u s e f u l n e s s o f b o u n d a r y l a y e r t h e o r y i n d e v e l o p i n g d i m e n s i o n l e s s 

p a r a m e t e r s . I n a d d i t i o n t h e p a r a m e t e r s d e v e l o p e d w i l l b e o n e s 

w h i c h h a v e f o u n d w i d e u s a g e i n , t h e f i e l d o f m a s s t r a n s f e r . 

T h e p l a t e w i l l b e a s s u m e d o r i e n t e d p a r a l l e l t o t h e f r e e 

s t r e a m a s s h o w n i n F i g , 5 » T w o d i m e n s i o n a l x a n d y c o o r d i n a t e s 

a r e p o s i t i o n e d s u c h t h a t t h e x d i r e c t i o n i s p a r a l l e l t o t h e 

p l a t e w h i l e t h e y d i r e c t i o n e x t e n d s n o r m a l l y t o t h e p l a t e . 

W i t h i n t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r w h i c h d e v e l o p s a s t h e 

s o l u t i o n f l o w s p a s t t h e p l a t e t h e v e l o c i t y v a r i e s f r o m z e r o a t 

y e q u a l s z e r o , t h e p l a t e , t o U , t h e f r e e s t r e a m v e l o c i t y , a t 

y e q u a l s 6 , t h e t h i c k n e s s o f t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r . 

W i t h i n t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r l i e s t h e c o n c e n t r a t i o n 

b o u n d a r y l a y e r a s s h o w n i n F i g . 5 « I n g e n e r a l i t c a n n o t b e 

s a i d t h a t t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r w i l l n e c e s s a r i l y b e 

w i t h i n t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r . A n a l y s i s i s s i m p l i f i e d , 

h o w e v e r , w i t h t h i s a s s u m p t i o n a n d t h i s a s s u m p t i o n w i l l n o t p r e ­

v e n t t h e a c c o m p l i s h m e n t o f t h e , p u r p o s e s i n t e n d e d h e r e . T h e 

s o l u t e w i l l b e d e s i g n a t e d a s A , , w h i l e B w i l l d e s i g n a t e t h e 

s o l v e n t . A s t h e s o l u t i o n p a s s e s o v e r t h e p l a t e i t i s a s s u m e d 

t h a t A . i s b e i n g a b s o r b e d a t a u n i f o r m r a t e f r o m t h e p l a t e o v e r 

i t s e n t i r e l e n g t h . S i n c e t h e f l o w i s l a m i n a r t h e a b s o r p t i o n 

m e c h a n i s m i s n e c e s s a r i l y a d i f f u s i v e o n e . C o m p o n e n t B o f t h e 
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s y s t e m , f o r s i m p l i c i t y , i s a s s u m e d n o t t o b e a b s o r b e d b y t h e 

p l a t e . T h e c o n c e n t r a t i o n o f A , u s i n g t h e n o t a t i o n i n t r o d u c e d 

p r e v i o u s l y , v a r i e s f r o m p A B > a t t h e p l a t e t o P j y ^ a " k J ~ ^ c ' 

t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s . T h e s o l u t i o n w i l l 

b e c o n s i d e r e d s u f f i c i e n t l y d i l u t e s u c h t h a t t h e d e n s i t y o f t h e 

s o l u t i o n i s e s s e n t i a l l y c o n s t a n t . 

C o n s i d e r f i r s t t h e h y d r o d y n a i m i c b o u n d a r y l a y e r a n d t h e 

f l u i d m o t i o n w i t h i n i t . T h e p r e s s u r e a t t h e o u t e r e d g e o f t h e 

h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r i s e s s e n t i a l l y c o n s t a n t s i n c e t h e 

f l o w o u t s i d e t h e b o u n d a r y l a y e r i s © a p p r o x i m a t e l y i d e a l a n d 

u n i f o r m . F r o m e q . . ( 2 . 1 0 3 ) t h e p r e s s u r e v a r i a t i o n n o r m a l t o 

t h e p l a t e i s z e r o . T h e p r e s s u r e g r a d i e n t i n t h e x d i r e c t i o n 

c a n t h e r e f o r e b e c o n s i d e r e d t o b e z e r o t h r o u g h o u t t h e h y d r o -

d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r . F u r t h e r m o r e t h e b o u n d a r y s h e a r s t r e s s , 

s i n c e t h e f l o w i s l a m i n a r , i s g i v e n b y N e w t o n ' s l a w o f v i s ­

c o s i t y . E q . ( 2 . 1 0 4 ) t h u s r e d u c e s t o 

d 
P a x 

( u ( U - u ) d y = 
3 u 

y = o 
( 2 . 1 0 5 ) 

w h e r e u ^ 
y = o 

= s h e a r s t r e s s a t y = 0 , u = v i s c o s i t y o f t h e 

s o l u t i o n , p = m a s s d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n , a n d t h e o t h e r n o ­

t a t i o n i s a s d e f i n e d p r e v i o u s l y . T h e f o l l o w i n g d i m e n s i o n l e s s 

r a t i o s a r e d e f i n e d : 
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u * = u / U (2,107) 
y * = y / x ( 2 . 1 0 8 ) 

h* = 3y /x (2.109) 
3 x * = 3 x / x (2.110) 

6* = 6 /x (2.111) 
I n t r o d u c t i o n o f t h e s e r a t i o s i n t o e q . ( 2 . 1 0 5 ) r e s u l t s i n t h e 

d i m e n s i o n l e s s e q u a t i o n , s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y E c k e r t ( 4 6 ) , 

£ p £ ( l -u*)rfay = ̂  ( f ^ ) y * = 0 ( 2 . 1 1 2 ) 

T h e d i m e n s i o n l e s s t e r m u / ( p U x ) o n t h e R . H . S . o f e q . ( 2 . 1 1 2 ) i s 

r e c o g n i z e d a s t h e r e c i p r o c a l o f a R e y n o l d s n u m b e r . T h e s o l u ­

t i o n t o e q . ( 2 . 1 1 2 ) d e t e r m i n e s t h e p r o f i l e o f t h e d i m e n s i o n l e s s 

v e l o c i t y u • I t c a n b e r e p r e s e n t e d i n a g e n e r a l f o r m a s 

u * = f1 ( y * , R e ) (2.115) 
w h e r e 

R e = p U x / p , ( 2 . 1 1 4 ) 
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a n d f ^ = f u n c t i o n . E g , (2.113) s h o w s t h e p e r t i n e n t p a r a m e t e r s 

o f w h i c h u * i s a f u n c t i o n . T h e s e p a r a m e t e r s w i l l h e o f u s e i n 

t h e f o l l o w i n g p a r a g r a p h s a s t h e m a s s t r a n s f e r i n t h e b o u n d a r y 

l a y e r i s a n a l y z e d . 

C o n s t r u c t a t w o d i m e n s i o n a l c o n t r o l v o l u m e i n t h e c o n ­

c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r w h o s e f a c e s a r e d e s i g n a t e d a s s u r ­

f a c e s 1, 2, 3, a n d 4 a s s h o w n i n F i g . 5« S u r f a c e s 1 a n d 3 a r e 

n o r m a l t o t h e p l a t e w h i l e t h e p l a t e i t s e l f f o r m s s u r f a c e 2. 

T h e o u t e r e d g e o f t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r f o r m s s u r ­

f a c e 4 . S u r f a c e 1 i s 6 l o n g w h i l e s u r f a c e 3 i s 6 + d & _ l o n g . 
c c c 

S u r f a c e 2 i s d x l o n g . 

C o n s i d e r t h e m a s s t r a n s f e r a c r o s s s u r f a c e 2 a t t h e 

p l a t e . T h e m a s s f l u x o f A i s , f r o m e q . (2.37), 

1 y = 0 l J y = 0 

w h e r e V w = t h e m a s s a v e r a g e v e l o c i t y o f t h e s o l u t i o n t h r o u g h 

s u r f a c e 2 a t t h e p l a t e b o u n d a r y , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s 

p r e v i o u s l y d e f i n e d . F o r c o m p o n e n t B t h e m a s s f l u x e x p r e s s i o n 

f o r s u r f a c e 2 i s s i m i l a r t o e q . (2.115)• H o w e v e r , s i n c e n o 

a b s o r p t i o n o f B i s o c c u r r i n g 

N B - 0 ( 2 . 1 1 6 ) 

y=o 
T h e r e f o r e 
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P B A / w - - J B y ] y = 0 

w h e r e p ^ . = m a s s c o n c e n t r a t i o n o f B a t t h e i n t e r f a c e . T h e 

m a s s a v e r a g e v e l o c i t y n o r m a l t o t h e p l a t e a t t h e p l a t e b o u n d ­

a r y i s t h e r e f o r e , u s i n g e q . (2.1), 

v . - J -
w pBA. ^ 

( 2 . 1 1 8 ) 

y=0 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s s i m i l a r t o t h a t d e f i n e d e a r l i e r . 

T h e m a s s t r a n s f e r o f s o l u t i o n a c r o s s s u r f a c e 1 i n t o 

t h e c o n t r o l v o l u m e i s 

) C p u d y (2.119) 

w h i l e t h a t a c r o s s s u r f a c e 3 o u t o f t h e c o n t r o l v o l u m e i s 

6 
( c a ( c V fudy + (al ) p ^ y ) ^ (2.120) 

A t s u r f a c e 2 t h e m a s s t r a n s f e r i n t o t h e c o n t r o l v o l u m e i s 

(2.121) 
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T h e v e l o c i t y o f t h e s o l u t i o n a l o n g s u r f a c e 4 i n g e n e r a l h a s 

t w o c o m p o n e n t s w h o s e a v e r a g e v a l u e s i n t h e x a n d y d i r e c t i o n s 

m a y b e d e s i g n a t e d a s u Q a n d v Q r e s p e c t i v e l y . T h e t o t a l m a s s 

t r a n s f e r a c r o s s s u r f a c e 4 i n t o t h e c o n t r o l v o l u m e i s t h e r e f o r e 

p u Q d 6 - + p v c d x ( 2 . 1 2 2 ) 

i f u _ a n d v a r e c o n s i d e r e d p o s i t i v e w h e n d i r e c t e d i n w a r d i n t o 
c c 

t h e c o n t r o l v o l u m e . B y t h e c o n s e r v a t i o n o f m a s s , e q . ( 2 . 9 ) , 

u s i n g e q s . ( 2 . 1 1 9 ) t h r o u g h ( 2 . 1 2 2 ) , 

- ( • § £ [ C p u d y ) d x + V w p d x + p u c d 6 + p v c d x = 0 ( 2 . 1 2 3 ) 

S i n c e t h e d e n s i t y o f t h e s o l u t i o n i s a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t , 

e q . ( 2 . 1 2 3 ) b e c o m e s 

6 
d { 0 

- ( g j u d y ) d x + V d x + u d 6 + v d x = 0 ( 2 . 1 2 4 ) 

I n t o t h e c o n t r o l v o l u m e a c r o s s s u r f a c e 1 t h e m a s s t r a n s ­

f e r o f A . i s 

\ p A B u d y ( 2 . 1 2 5 ) 
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w h i l e a c r o s s s u r f a c e 3 t h e t r a n s f e r o f A', i s 

6 

1 C f A B u d 7 + ( f e \ C f A B u d y ) d x ( 2 - l 2 6 ) 

A c r o s s s u r f a c e 4 t h e m a s s t r a n s f e r o f A i s o n l y 

P A B u c d 6 + p A B v c d x ( 2 . 1 2 7 ) 

s i n c e t h e c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t i s z e r o t h e r e , p ^ g i s t h e 

c o n c e n t r a t i o n o f A . a t y e q u a l s 6 . P r o m e q . ( 2 , 1 2 6 ) t h e t r a n s -
c 

f e r o f A l a c r o s s s u r f a c e 2 i s 

p A B . V w d x + J A 3 r d x ( 2 . 1 2 8 ) 
7 - 0 

T h e r e f o r e f r o m e q s . ( 2 . 1 ) , ( 2 . 9 ) , a n d ( 2 . 1 2 3 ) t h r o u g h ( 2 . 1 2 8 ) 

o c 

•-<SE V p A u d 7 > d x + p A B u c d 6 - ' - p A B . v c d x 

+ P A B . V X - D ( % ) Y

D X = 0 < 2 ' 1 2 ^ 

U s i n g e q . ( 2 . 1 2 4 ) , e q . ( 2 . 1 2 9 ) c a n t h e n b e e a s i l y b e r e d u c e d t o 
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*b ^PA 
) ( ? A B " p A B ) u d y + V w ( p A B "FAB ) = ̂ T y 

.6 

F o r d i l u t e s o l u t i o n s V w i l l g e n e r a l l y b e s m a l l ( 4 3 ) a n d c a n 
w 

b e n e g l e c t e d w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y f o r t h e p u r p o s e s 

i n t e n d e d h e r e . E q . ( 2 . 1 3 0 ) t h u s r e d u c e s t o t h e r e l a t i v e l y 

s i m p l e f o r m 

k ! 0 V B C - P A > ^ = » % | Y = 0 ( 2 . 1 3 1 ) 

C o m p a r i s o n o f t h i s e q u a t i o n w i t h e q . ( 2 . 1 0 3 ) i l l u s t r a t e s t h e 

c o m m e n t s m a d e e a r l i e r c o n c e r n i n g t h e a n a l o g i e s b e t w e e n t h e 

h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r a n d t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y 

l a y e r . 

D e f i n e a d i m e n s i o n l e s s m a s s c o n c e n t r a t i o n a s 

f* = ( p A - p A B . ^ p A B "PAS.) ( 2 . 1 3 2 ) 
' 1 C I 

a n d a d i m e n s i o n l e s s c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s a s 

6 * = 6 c / x ( 2 . 1 3 3 ) 

U s i n g e q s . ( 2 . 1 0 7 ) t h r o u g h ( 2 . 1 1 0 ) a s w e l l a s e q s . ( 2 . 1 3 2 ) a n d 

( 2 . 1 3 3 ) , e q . . ( 2 . 1 3 1 ) c a n b e r e w r i t t e n a s 

( 2 . 1 3 0 ) 
y = 0 
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1 3 ( 6 ° P A ~ P A B I V , * T T . * 
\ ( 1 - p 7 i ^ A I : ) ( F > A V P A B I ) U U X D 7 = 

C 1 

D 3( 
x 0 ? * (PAB ~FAB.) 

y * = 0 0 

w h i c h r e d u c e s t o 

3 ^ ^ ( l - p ) u d y = ^ 
Y*= O 

( 2 . 1 $ 4 ) 

F r o m t h e s o l u t i o n o f e g . ( 2 . 1 3 2 ) w o u l d b e o b t a i n e d a f u n c t i o n 

d e s c r i b i n g t h e d i m e n s i o n l e s s c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e . T h e s o l u ­

t i o n c a n b e s e e n t o b e s y m b o l i c a l l y r e p r e s e n t e d a s 

f = f 2 ( u * , Y*) ( 2 . 1 3 5 ) 

w h e r e 9 1 1 u n k n o w n f u n c t i o n . S i n c e u * a n d y * a r e r e l a t e d 

"by e q . ( 2 . 1 1 3 ) , e q . ( 2 . 1 3 5 ) t a k e s t h e m o r e g e n e r a l f o r m 

p * = f 3 ( y * , R e , 2 H ) ( 2 . 1 3 6 ) 

w h e r e f ^ i s a n u n k n o w n f u n c t i o n . x U / D i s a n a l o g o u s t o t h e 

P e c l e t n u m b e r i n h e a t t r a n s f e r a n d c a n b e c o n s i d e r e d a P e c l e t 

n u m b e r f o r m a s s t r a n s f e r ( 1 2 ) . T h e s y m b o l P e w i l l b e u s e d f o r 

t h e m a s s t r a n s f e r P e c l e t n u m b e r . 
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A m o r e c o m m o n l y e n c o u n t e r e d f o r m i s o b t a i n e d f r o m e q . 

( 2 . 1 3 5 ) b y d e f i n i n g a n e w p a r a m e t e r w h i c h i s t h e q u o t i e n t o f 

P e a n d R e . T h u s t h e d i m e n s i o n l e s s c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e c a n 

l i k e w i s e b e r e p r e s e n t e d b y 

p* = f 4 ( y * . R e , S c ) ( 2 . 1 3 7 ) 

w h e r e f^_ i s a n u n k n o w n f u n c t i o n , S c i s t h e S c h m i d t n u m b e r , 

o r i g i n a l l y i n t r o d u c e d i n 1929 ( 1 9 9 ) . S c i s d e f i n e d a s 

S c = i ( 2 . 1 3 8 ) 

w h e r e ^ = k i n e m a t i c v i s c o s i t y , D - d i f f u s i v i t y . 

T h e p a r a m e t e r s d e v e l o p e d h e r e w i l l b e d i s c u s s e d i n 

r e l a t i o n t o m a s s t r a n s f e r p a r a m e t e r s i n g e n e r a l i n a f o l ­

l o w i n g s e c t i o n . 

I f f o r t h e f o r m o f t h e v e l o c i t y p r o f i l e a c u b i c 

p a r a b o l a 

u = a y + c y 3 ( 2 . 1 3 9 ) 

i s a s s u m e d a s h a s b e e n d o n e b y E c k e r t ( 4 3 ) , t h e n 

U ~ 2 6 2 ( 2 . 1 4 0 ) 
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( 2 . 1 4 4 ) 

w h e r e Re" i s d e f i n e d a s i n e q . ( 2 . 1 1 4 ) a n d 

F r o m e q . ( 2 . 1 4 0 ) , 

# }

y = o = ^ ( 2 - 1 4 6 ) 

I n t e g r a t i n g e q . ( 2 . 1 4 5 ) w i t h r e s p e c t t o y * , e q . ( 2 . 1 4 4 ) r e d u c e s 

t o , u s i n g e q . ( 2 . 1 4 6 ) , 

s i n c e a t 

y = 0 , u = 0 ( 2 . 1 4 1 ) 

y = 6 , u = U ( 2 . 1 4 2 ) 

a n d y = 6 , 3 u / d y = 0 ( 2 . 1 4 3 ) 

I n t r o d u c t i o n o f e q . ( 2 . 1 4 0 ) i n t o e q . ( 2 . 1 1 2 ) r e s u l t s i n , u s i n g 

e q s . ( 2 . 1 0 8 ) a n d ( 2 . 1 1 1 ) , 
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D&VDX* = • R e " 1 - ( & * ) " 1 ( 2 . 1 4 - 7 ) 

S e p a r a t i n g v a r i a b l e s a n d i n t e g r a t i n g , u s i n g e q s . ( 2 . 1 0 9 ) , 

( 2 . 1 1 1 ) , a n d ( 2 . 1 1 4 ) , r e s u l t s i n 

( 6 * ) 2 = — • R e " 1 + C o n s t a n t ( 2 . 1 4 8 ) 

A s s u m i n g 6 e q u a l s 0 a t x = 0 , t h e c o n s t a n t i n e q . ( 2 . 1 4 8 ) i s 

z e r o . T h e r e f o r e e q . ( 2 . 1 4 8 ) c a n b e r e w r i t t e n a s 

6* = 4 . 6 4 ( R e ) ~ 1 / 2 ( 2 . 1 4 9 ) 

w h i c h i s s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y E c k e r t ( 4 4 ) a n d R o u s e ( 1 8 4 ) . 

I f t h e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e i s a p p r o x i m a t e d w i t h a 

c u b i c p a r a b o l a s i m i l a r t o t h a t o f e q . ( 2 . 1 3 9 ) , v i z . , 

P A ~ ? A B . = a 3 r + c 3 r 3 ( 2 . 1 5 0 ) 

t h e n 

' c n 

s i n c e a t 
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y - ° » P A ' P A B . " 0 ( 2 - 1 5 2 ) 

7 = 6 c > P A T P A B ^ P A B ^ P A B . ( 2 ' 1 5 3 ) 

a n d y = 6 C , 2 p A / 9 y = 0 ( 2 . 1 5 4 ) 

T h e n f r o m e q . ( 2 . 1 3 4 ) 

6* 

o ° y = 0 

w h e r e M i s g i v e n b y 

2 6 * 2 ^ 6 * ; 4 ^ 6 * ; 0 * + 4 ^ 6 * ; 0 * + 4 ^ 6 * ; 0 * r " 4 ^ 6 * ; 

( 2 . 1 5 6 ) 

0 * i s d e f i n e d a s 

= 6 c / 6 = 6 * / 6 * ( 2 . 1 5 7 ) 

w h e r e ^ i s a f u n c t i o n o f x . F r o m e q . ( 2 . 1 5 1 ) 

„~2W- ( 2 - 1 5 8 ) 
J y = 0 u c 
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E q , ( 2 , 1 5 5 ) t h u s b e c o m e s , u s i n g e q s , ( 2 , 1 5 6 ) a n d ( 2 , 1 5 8 ) a n d 

e v a l u a t i n g t h e i n t e g r a l i n e q , ( 2 , 1 5 5 ) , 

1 . . . 

F o r 0 * l e s s t h a n 1 , t h e s e c o n d t e r m o f t h e L , H , S , o f 

e q , ( 2 , 1 5 9 ) c a n b e n e g l e c t e d , i n w h i c h c a s e e q , ( 2 , 1 5 9 ) b e ­

c o m e s , a f t e r p e r f o r m i n g t h e i n d i c a t e d d i f f e r e n t i a t i o n , 

B u t u s i n g e q s , ( 2 . 1 4 - 7 ) a n d ( 2 . 1 4 - 8 ) , t h i s r e d u c e s t o 

, # 3 1 4 0 _ 1 _ ^ 2 8 0 . 2 _ 1 dtf* _ 1 0 
" 1 3 R e + 1 3 R e * d x * " P e 

o r 

^|(jz**3+4tf*2d0Vdx ) = R e P e " 1 = S c " 1 ( 2 . 1 6 1 ) 

I f t h e s u b s t i t u t i o n 

/ 5 = XI ( 2 . 1 6 2 ) 

i s m a d e , e q , ( 2 . 1 6 1 ) b e c o m e s 
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T h e s o l u t i o n t o e q „ ( 2 . 1 6 3 ) i s , a s c a n b e c h e c k e d b y s u b s t i ­

t u t i o n i n e q . ( 2 . 1 6 3 ) , 

SL= c o n s t a n t - e ( " ~ 2 l / 2 6 ) x + S c " 1 ( 2 . 1 6 4 ) 

A s s u m i n g t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n 

6 / 6 = / = X L 1 / 5 = 0 a t x = 0 ( 2 . 1 6 5 ) 

t h e c o n s t a n t i n e q . ( 2 . 1 6 4 ) b e c o m e s - S c " " ' " . T h u s 

6 / 6 = ( S c - 1 / 5 ) ( 1 _ e - 2 1 x / 2 6 ) l / 3 

o r 

6 * / 6 * = ( S c - 1 / 5 ) ( l - e - 2 1 x / 2 6 ) 1 / 5 ( 2 . 1 6 6 ) 

P r o m e q . ( 2 . 1 4 9 ) , e q . ( 2 . 1 6 6 ) c a n a l s o b e p u t i n t h e f o r m 

6 * = ( - ^ ) ( l - e - 2 1 x / 2 6 ) 1 / 5 ( 2 . 1 6 7 ) 
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T h u s i t i s s e e n t h a t t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s , 

f o r a g i v e n s e t o f f l o w c o n d i t i o n s , t h a t i s , a g i v e n R e y n o l d s 

n u m b e r , i s a f u n c t i o n o f a S c h m i d t n u m b e r , j u s t a s t h e h y d r o -

d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s i s a f u n c t i o n o f a R e y n o l d s 

n u m b e r . 

T u r b u l e n c e T h e o r i e s 

M o s t a t t e m p t s t o d e t e r m i n e t h e e f f e c t s o f t u r b u l e n c e 

o n m a s s t r a n s f e r h a v e p r o c e e d e d f r o m a n a l o g i e s w i t h m o m e n t u m 

a n d h e a t t r a n s f e r i n t u r b u l e n t f l o w . W h i l e t h e s e a n a l o g i e s 

h a v e b e e n n u m e r o u s a n d h a v e p r o v e d t o b e q u i t e v a l u a b l e , i n ­

v e s t i g a t i o n o f m a s s t r a n s f e r i n t u r b u l e n t f l o w s e e m s t o h a v e 

l a g g e d s o m e w h a t b e h i n d t h a t o f h e a t a n d m o m e n t u m t r a n s f e r . 

E a r l y e m p h a s i s i n t h i s f i e l d w a s p r i m a r i l y t h a t o f a t t e m p t i n g 

t o a p p l y t h e r e s u l t s o f h e a t a n d m o m e n t u m d i r e c t l y t o - m a s s 

t r a n s f e r ( 2 8 , 2 9 , 1 7 6 , 1 9 9 , 2 0 7 ) . M o r e r e c e n t l y h o w e v e r , 

e m p h a s i s h a s b e e n p l a c e d o n t h e e x a m i n a t i o n o f t u r b u l e n t m a s s 

t r a n s f e r v i e w e d m o r e f r o m i t s o w n s p h e r e ( 2 3 , 8 9 ) . 

W i t h a l l t u r b u l e n t p h e n o m e n o n g r e a t d i f f i c u l t y i s e n ­

c o u n t e r e d i n a n a l y s i s a n d e x p e r i m e n t a t i o n . M a n y i n v e s t i g a ­

t o r s h a v e n e c e s s a r i l y b e e n f o r c e d t o r e l y o n s e m i - e m p i r i c a l 

h y p o t h e s e s . A s h a s b e e n n o t e d b y S c h l i c h t i n g ( 1 9 6 ) , t h e c o m ­

p l e x n a t u r e o f t u r b u l e n c e a p p e a r s t o d e f y u l t i m a t e u n d e r ­

s t a n d i n g . T h u s c o n s i d e r a b l e r e l i a n c e h a s b e e n p l a c e d o n t h e 

d e v e l o p m e n t o f p e r t i n e n t p a r a m e t e r s . T h e d e v e l o p m e n t o f 

t h e s e p a r a m e t e r s w i l l b e e x a m i n e d i n f o l l o w i n g s e c t i o n s . T o 

b e b r i e f l y e x a m i n e d p r e s e n t l y a r e t h o s e c o n c e p t s w h i c h h a v e 
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b e e n u s e d t o p r o v i d e a r a t i o n a l b a s i s f o r a n a l y s i s o f t u r b u ­

l e n t m a s s t r a n s p o r t . 

T u r b u l e n t t r a n s p o r t h a s b e e n a p p r o a c h e d f r o m t w o v i e w ­

p o i n t s ( 9 4 ) : ( 1 ) a q u a s i - s t e a d y s t a t e a p p r o a c h i n w h i c h t h e 

m e a n c o n d i t i o n s a r e o f p r i m e c o n c e r n a n d ( 2 ) a n u n s t e a d y s t a t e 

a p p r o a c h i n w h i c h t h e t i m e d e p e n d e n c e o f m a s s t r a n s f e r o n t u r ­

b u l e n c e i s o f p r i m e i n t e r e s t . 

Q u a s i - S t e a d y S t a t e T r a n s f e r . T h e e x i s t e n c e o f t u r b u ­

l e n c e i n a s o l u t i o n w i l l r e s u l t i n m o v e m e n t o f s m a l l b a l l s o r 

l u m p s , a s S c h l i c t i n g h a s d e s c r i b e d i t ( 1 9 5 ) , o f f l u i d f r o m 

o n e l o c a l e t o a n o t h e r . S i n c e t h e c o n c e n t r a t i o n o f a s p e c i e s , , 

s a y A , v a r i e s f r o m p o i n t t o p o i n t w i t h i n t h e s o l u t i o n , t h e 

c o n c e n t r a t i o n a t a n y p a r t i c u l a r p o i n t w i l l b e s u b j e c t t o 

f l u c t u a t i o n s . T h u s t o d e s c r i b e t h e c o n c e n t r a t i o n v a r i a t i o n 

i n a t u r b u l e n t s o l u t i o n , i t b e c o m e s c o n v e n i e n t , a s w i t h t h e 

d i v i s i o n o f t h e t o t a l v e l o c i t y i n t u r b u l e n t f l o w i n t o a m e a n 

a n d a f l u c t u a t i n g c o m p o n e n t , t o s u b d i v i d e t h e t o t a l c o n c e n ­

t r a t i o n a t a p o i n t i n t o t w o p a r t s : 

PA " PA + PA ( 2 . 1 6 8 ) 

w h e r e = t o t a l c o n c e n t r a t i o n o f A , p ^ = m e a n c o n c e n t r a t i o n 

o f A , a n d = f l u c t u a t i n g c o m p o n e n t o f t h e t o t a l c o n c e n t r a ­

t i o n o f A . C o n s i d e r i n g s o l u t i o n s o f o n l y c o n s t a n t d i f f u s i v i t y 

a n d a p p r o x i m a t e l y c o n s t a n t d e n s i t y t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y 
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f o r 1 t h e s o l u t e A i s g i v e n b y e q . ( 2 . 4 2 ) . I n t r o d u c t i o n o f e q . 

( 2 . 1 6 8 ) i n t o e q . ( 2 . 4 2 ) w i l l r e s u l t , a f t e r t i m e a v e r a g i n g , i n 

t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y o f Ai i n t u r b u l e n t f l o w . T h e t i m e 

a v e r a g e p r o c e s s i s c o n s i d e r a b l y s i m p l i f i e d b y t h e r u l e s f o r 

t i m e a v e r a g i n g g i v e n b y S c h l i c h t i n g ( 1 9 7 ) . T h u s , s i m i l a r t o 

t h a t g i v e n b y G o l d s t e i n ( 7 3 ) , 

?PA + „ ? £ A A A 

D l ' ( P A ) - [ | E ( u ' p p + | ? ( v ' P X ) ^ ( w ' P P ] ( 2 . 1 6 9 ) 

w h e r e t h e f l u i d v e l o c i t y i n t h e x , y , a n d z d i r e c t i o n s i s g i v e n 

b y 

u = U + u ' ( 2 . 1 7 0 - a ) 

v = V + v ' ( 2 . 1 7 0 - b ) 

w = W + w ' ( 2 . 1 7 0 - c ) 

r e s p e c t i v e l y . H e r e t h e t o t a l v e l o c i t i e s a r e g i v e n a s t h e s u m 

o f a m e a n a n d a f l u c t u a t i n g c o m p o n e n t , t h e p r i m e s d e n o t i n g 

t h e f l u c t u a t i n g c o m p o n e n t s . T h e L . H . S . a n d f i r s t t e r m o f t h e 

R . H . S . o f e q . ( 2 . 1 6 9 ) i s s e e n t o b e t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y 

o f A, i n t e r m s o f t h e a v e r a g e c o n c e n t r a t i o n . T h e r e m a i n i n g 
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t e r m s o n t h e R . H . S . o f e q , (2 , 1 0 8 ) a r i s e b e c a u s e o f t h e t u r b u ­

l e n t f l u c t u a t i o n s o f t h e v e l o c i t y a n d c o n c e n t r a t i o n a n d a r e 

t h e n e t e f f e c t o f t u r b u l e n c e o n t h e c o n c e n t r a t i o n o f t h e s o l u ­

t i o n . T h e b a r s a b o v e t h e t e r m s a r e u s e d t o d e n o t e t i m e a v e r ­

a g e s o f t h e p r o d u c t s s h o w n . T h e s e a d d i t i o n a l t e r m s a r e d i ­

r e c t l y a n a l o g o u s t o t h e R e y n o l d s s t r e s s e s i n t h e e q u a t i o n s o f 

m o t i o n f o r t u r b u l e n t f l u i d s . H e r e t h e s e t e r m s r e p r e s e n t t h e 

m a s s f l u x o f A d u e t o t u r b u l e n c e . E x c e p t i n t h o s e r e g i o n s 

w h e r e t h e t u r b u l e n t f l u c t u a t i o n s b e c o m e d a m p e d , a s n e a r a 

b o u n d a r y , t h e t u r b u l e n t m a s s f l u x i s g e n e r a l l y m u c h l a r g e r 

t h a n t h e d i f f u s i v e f l u x . 

F o r s i m p l i c i t y c o n s i d e r o n l y o n e d i m e n s i o n a l t r a n s f e r , 

i n w h i c h c a s e e q . (2.169) m a y b e r e w r i t t e n a s 

^PA *PA „ 3 PA 3/--nr#>> ro - . n - n 

W e r e i t n o t f o r t h e l a s t t e r m i n e q . (2.171), s o l u t i o n s t o e q . 

(2.171) w o u l d b e i d e n t i c a l t o l a m i n e i r f l o w s o l u t i o n s o f t h e 

e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y . T h u s t h e e m p h a s i s i n t u r b u l e n t m a s s 

t r a n s f e r h a s b e e n t h a t o f a t t e m p t i n g t o f i n d a s u i t a b l e e x ­

p r e s s i o n f o r t h i s l a s t t e r m w h i c h c o u l d b e r e a d i l y e v a l u a t e d . 

T h e m o s t c o m m o n m e t h o d u s e d t o e v a l u a t e t h e t u r b u l e n t 

m a s s f l u x h a s b e e n t h a t o f m a k i n g a n . a n a l o g t o m o l e c u l a r d i f ­

f u s i o n . T h u s d e f i n i n g , f r o m e q . (2.171), 

u 7 ^ - J x ( t ) (2.172) 
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w h e r e J ( t ) i s t h e t u r b u l e n t m a s s f l u x i n t h e x d i r e c t i o n 

t h e g e n e r a l a p p r o a c h h a s b e e n t o s a y 

J

X ^ = - E D T £ . ( 2 ' 1 7 5 ) 

w h e r e E p i s a n e d d y d i f f u s i v i t y . O n e o f t h e m o r e r e c e n t s t u d i e s 

u s i n g t h i s b a s i c f o r m w a s t h a t o f H a r l e m a n ' s ( 8 9 ) • T h e d i f f i ­

c u l t y i n u s i n g t h i s f o r m i s , o f c o u r s e , a s w i t h t h e e d d y v i s ­

c o s i t y o r m i x i n g c o e f f i c i e n t o f B o u s s i n e s q ( 1 9 5 ) , t h a t t h e 

e d d y d i f f u s i v i t y i s a f l o w p r o p e r t y a n d n o t a f l u i d p r o p e r t y . 

S h e r w o o d ( 2 0 6 ) p o i n t s o u t t h a t o n e c o m m o n m e t h o d u s e d i n 

a n a t t e m p t t o d e t e r m i n e t h e e d d y d i f f u s i v i t y h a s b e e n t o a s s u m e 

t h a t i t i s d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o B o u s s i n e s q ' s e d d y v i s c o s i t y , 

s u c h r e a s o n i n g a r i s i n g f r o m t h e s i m i l a r i t y o f e q , ( 2 . 1 7 3 ) t o 

B o u s s i n e s q ' s e x p r e s s i o n f o r t h e R e y n o l d s ' s h e a r s t r e s s , v i z . , 

( 1 9 8 ) . 

x t - e g ( 2 . 1 7 4 ) 

w h e r e = R e y n o l d s ' s h e a r s t r e s s a n d e = e d d y v i s c o s i t y . A s 

L i n , M o u l t o n , a n d P u t n a m ( 1 5 5 ) n o t e d h o w e v e r , f o r f l o w w i t h t h e 

s a m e t u r b u l e n c e c o n d i t i o n s t h e e d d y v i s c o s i t y i s e x a c t l y e q u a l 

t o t h e e d d y d i f f u s i v i t y ( 1 5 8 ) . U s i i i g t h i s r e l a t i o n i n t h e i n ­

v e s t i g a t i o n o f m a s s t r a n s f e r c l o s e t o p i p e w a l l s t h e y f o u n d 

t h e e d d y d i f f u s i v i t y t o b e p r o p o r t i o n a l t o t h e c u b e o f t h e 
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d i s t a n c e f r o m t h e p i p e w a l l . I t i s t o b e n o t e d t h a t t h e i r 

a n a l y s i s a s s u m e d t h e e x i s t e n c e o f s m a l l s c a l e t u r b u l e n c e , 

m i c r o - t u r b u l e n c e , o c c u r r i n g e v e n v e r y n e a r t h e p i p e w a l l i n 

t h e l a m i n a r s u b l a y e r . U s i n g e x p r e s s i o n s f o r t h e v e l o c i t y 

d i s t r i b u t i o n s i n t u r b u l e n t f l o w t o d e t e r m i n e e x p r e s s i o n s f o r 

e d d y d i s t r i b u t i o n , t h e y f o u n d t h e t o t a l m a s s f l u x t o v a r y a s 

t h e t w o - t h i r d s p o w e r o f t h e m o l e c u l a r d i f f u s i v i t y n e a r t h e p i p e 

w a l l s . 

F o r t r a n s p o r t i n p i p e s , D e i s s l e r ( 9 ) h a s f o r m u l a t e d a 

c o m p l e x e x p o n e n t i a l f u n c t i o n t o p r e d i c t t h e t u r b u l e n t m a s s 

f l u x n e a r a p i p e w a l l a s s u m i n g t h e m e c h a n i s m s o f m o m e n t u m a n d 

m a s s t r a n s p o r t a r e i d e n t i c a l . F o r l a r g e v a l u e s o f t h e k i n e ­

m a t i c v i s c o s i t y o f t h e f l u i d , D e i s s l e r ' s e q u a t i o n s p r e d i c t t h e 

e d d y d i f f u s i v i t y t o v a r y a s t h e s q u a r e o f t h e d i s t a n c e f r o m 

t h e p i p e w a l l w h i l e t h e m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t v a r i e s a s 

t h r e e - f o u r t h s p o w e r o f t h e m o l e c u l a r d i f f u s i v i t y ( 9 5 ) • 

A s h a s b e e n p o i n t e d o u t b y H a r r i o t t ( 9 5 ) b o t h L i n , 

M o u l t o n , a n d P u t n a m ' s a n d D e i s s l e r ' s e q u a t i o n s f i t e x p e r i ­

m e n t a l d a t a e q u a l l y w e l l s i n c e t h e e q u a t i o n s c o n t a i n c o n ­

s t a n t s w h i c h r e q u i r e e x p e r i m e n t a l d e t e r m i n a t i o n . 

U n s t e a d y S t a t e T r a n s f e r . D o u b t f u l t h a t a s t a g n a n t o r 

e v e n l a m i n a r l i q u i d f i l m e x i s t e d a t t h e f r e e s u r f a c e o f a n 

a g i t a t e d l i q u i d i n t o w h i c h a g a s w a s b e i n g a b s o r b e d , D a n c k -

w e r t s p r o p o s e d h i s s u r f a c e r e n e w a l t h e o r y i n 1 9 5 1 ( 2 3 ) • 

D a n c k w e r t s 9 b a s i c c o n c e p t w a s t h a t t h e t u r b u l e n c e i n t h e 

l i q u i d c o n t i n u a l l y c a u s e d t h e t r a n s p o r t o f f r e s h f l u i d f r o m 
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w i t h i n t h e b u l k o f t h e l i q u i d t o t h e f r e e s u r f a c e * T h e f r e s h 

f l u i d w o u l d r e m a i n e x p o s e d a t t h e f r e e s u r f a c e f o r a s h o r t 

p e r i o d a n d t h e n b e s w e p t b a c k i n t o t h e i n t e r i o r o f t h e l i q u i d . 

T h u s , t h o u g h h e d e n i e d t h e e x i s t e n c e o f a l a m i n a r f i l m , D a n c k ­

w e r t s ' h y p o t h e s i s w a s s i m i l a r t o t h a t o f H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n 

t h e o r y ( 1 0 3 ) i n t h a t c o n t a c t t i m e b e t w e e n p h a s e s w a s l i m i t e d 

a n d a b s o r p t i o n o f a s o l u t e w o u l d b e t i m e d e p e n d e n t , F u r t h e r ­

m o r e , t h e t r a n s f e r t h r o u g h t h e i n t e r f a c i a l r e g i o n o f e a c h e d d y 

s w e p t t o t h e s u r f a c e w a s s u p p o s e d l y b y m o l e c u l a r d i f f u s i o n . 

T u r b u l e n c e w a s t h e n r e s p o n s i b l e f o r t h e t r a n s f e r o f s o l u t e t o 

d e p t h s b e l o w t h e i n t e r f a c i a l r e g i o n . T h u s i n t h e i n t e r f a c i a l 

r e g i o n t h e t r a n s f e r w a s u n s t e a d y a s i n H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n 

t h e o r y . 

t e r m e d i t , h e i n t r o d u c e d a f a c t o r s , t h e r a t e o f p r o d u c t i o n o f 

f r e s h s u r f a c e . F r o m a p u r e l y s t a t i s t i c a l s t a n d p o i n t , D a n c k -

w e r t s r e l a t e d t h e r a t e o f f r e s h s u r f a c e p r o d u c t i o n t o t h e a r e a 

o c c u p i e d b y t h i s f r e s h s u r f a c e . B a s e d o n t h i s f o r m u l a t i o n h e 

f o u n d t h a t t h e m a s s f l u x o f a d i f f u s i n g g a s , s a y A , c o u l d b e 

p u t i n a f o r m v e r y s i m i l a r t o t h a t i n t r o d u c e d i n c o n n e c t i o n 

w i t h t h e t w o f i l m t h e o r y . T h u s f o r a g a s A d i s s o l v i n g i n t o a 

l i q u i d B i n t h e x d i r e c t i o n , D a n c k w e r t s s h o w e d t h a t 

T o d e s c r i b e t h i s s u r f a c e r e n e w a l p r o c e s s , a s D a n c k w e r t s 

( 2 . 1 7 5 ) 
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w h e r e s i s t h e s u r f a c e r e n e w a l r a t e a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s 

a s p r e v i o u s l y d e f i n e d . 

T h e d i f f i c u l t y w i t h t h e s u r f a c e r e n e w a l c o n c e p t l i e s i n 

t h e d e t e r m i n a t i o n o f s . A s D a n c k w e r t s h i m s e l f p o i n t e d o u t , 

t h e r a t e o f s u r f a c e r e n e w a l i s s o m e c o m p l e x f u n c t i o n o f t h e 

h y d r o d y n a m i c s o f t h e s u r f a c e . I n g e n e r a l i t c o u l d n o t h e p r e ­

d i c t e d a n a l y t i c a l l y h u t w o u l d h a v e t o h e d e t e r m i n e d e x p e r i ­

m e n t a l l y . 

T o h e n o t e d f r o m e q . ( 2 . 1 7 5 ) i s t h a t , a s i n H i g b i e ' s 

p e n e t r a t i o n t h e o r y ( 1 0 3 ) , t h e s u r f a c e r e n e w a l t h e o r y p r e d i c t s 

t h a t t h e r a t e o f a b s o r p t i o n i s p r o p o r t i o n a l t o t h e s q u a r e 

r o o t o f t h e d i f f u s i v i t y . 

C o m p a r i s o n o f e q . ( 2 . 6 0 ) w i t h e q . ( 2 . 1 7 5 ) s h o w s t h a t 

I n a m a n n e r s i m i l a r t o t h a t w h i c h l e a d s t o t h e d e f i n i t i o n i n 

e q . ( 2 .71 ) i t c a n b e s h o w n t h a t i f t h e r e e x i s t s a g a s r e s i s t ­

a n c e i n a d d i t i o n t o t h e l i q u i d r e s i s t a n c e p r e d i c t e d b y t h e 

s u r f a c e r e n e w a l t h e o r y t h e n t h e t o t a l r e s i s t a n c e i s , i n a 

d i l u t e s o l u t i o n , 

Vis (2 .176) 

JL 

X k L k G VT)s k G 
(2 .177) 
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w h e r e H , H e n r y ' s c o n s t a n t , t a k e s t h e p l a c e o f m i n e q ' . ( 2 . 7 2 ) 

f o r d i l u t e s o l u t i o n s . I n d e e d , a s s h o w n b y D a n c k w e r t s , i f o n e 

w e r e t o c o n s i d e r t h e s i t u a t i o n i n w h i c h t h e r e e x i s t e d c l o s e 

t o t h e f r e e s u r f a c e , s a y a t a l e v e l a , a c o n c e n t r a t i o n p^-g , 

l e s s t h a n t h e i n t e r f a c i a l c o n c e n t r a t i o n p ^ g , b u t g r e a t e r t h a n 

t h e b u l k c o n c e n t r a t i o n p ^ ^ a ^ l e v e l ^ * t h e n t h e t o t a l f i l m 

r e s i s t a n c e i s 

= k " + 7 = ( 2 . 1 7 8 ) 
* L Ke V 3 s 

w h e r e ( l / k e ) i s t h e r e s i s t a n c e e n c o u n t e r e d i n t h e t r a n s f e r f r o m 

l e v e l s a t o b d u e t o t u r b u l e n c e . E x a m i n a t i o n o f e q s . ( 2 . 1 7 7 ) 

a n d ( 2 . 1 7 8 ) d e m o n s t r a t e s t h e u t i l i t y o f W h i t m a n ' s b a s i c c o n ­

c e p t o f a d d i t i v e r e s i s t a n c e s t o t r a n s f e r . 

I n 1935 P a g e a n d T o w n e n d ( 5 7 ) h a d o b s e r v e d w i t h a n u l t r a -

m i c r o s c o p e t h a t w i t h i n t h e l a m i n a r s u b l a y e r a t a s o l i d s u r f a c e , 

a t a p p r o x i m a t e l y 1 / 4 0 , 0 0 0 o f a n i n . f r o m t h e f l o w b o u n d a r y , 

t h e f l o w w a s n o t a t a l l r e c t i l i n e a r b u t r a t h e r u n d e r w e n t a p ­

p a r e n t l y v i s c o u s m o t i o n i n w h i c h f l u i d p a r t i c l e s f o l l o w e d 

s i n u o u s p a t h s . S p u r r e d b y t h i s o b s e r v a t i o n , H a n r a t t y i n 1956 

( 8 6 ) p r o p o s e d a m o d i f i c a t i o n o f H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n t h e o r y 

u s i n g D a n c k w e r t s ' s u r f a c e r e n e w a l c o n c e p t . R a t h e r t h a n o n l y 

o n e c o n t a c t t i m e a s H i g b i e ' s o r i g i n a l p e n e t r a t i o n t h e o r y a s ­

s u m e d , H a n r a t t y c o n s i d e r e d a d i s t r i b u t i o n o f c o n t a c t t i m e s 

b a s e d o n t h e p r o b a b i l i t y t h a t a n y e d d y w o u l d b e s w e p t t o t h e 
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i n t e r f a c e a n d e x p o s e n e w s u r f a c e f o r a l i m i t e d t i m e p e r i o d . A s 

o p p o s e d t o D a n c k w e r t s * r a t e o f s u r f a c e p r o d u c t i o n f a c t o r s , 

H a n r a t t y i n t r o d u c e d a g e n e r a l f u n c t i o n f ( t c ^ ) d e s c r i b i n g t h e 

d i s t r i b u t i o n o f c o n t a c t t i m e s . T h o u g h H a n r a t t y u s e d a n e x p o ­

n e n t i a l f u n c t i o n f o r f ( t . ) , t h e f o r m c h o s e n w a s a r b i t r a r y . 

W i t h t h e i n t r o d u c t i o n o f t h e c o n t a c t t i m e d i s t r i b u t i o n 

f u n c t i o n i n t o H i g b i e ' s a n a l y s i s t h e r a t e o f m a s s t r a n s p o r t i n 

t h e x d i r e c t i o n , o f a c o m p o n e n t A , b e c a m e 

2 < p A B - f > A B > ( ~ ~ 

X Vlt o • c t 
( 2 . 1 7 9 ) 

w h e r e t = t i m e , t ^ = c o n t a c t t i m e , ' f ( t ^ ) = c o n t a c t t i m e d i s ­

t r i b u t i o n f u n c t i o n , = t i m e a v e r a g e v a l u e o f , a n d t h e 

x x 
o t h e r n o t a t i o n i s a s p r e v i o u s l y d e f i n e d . I n t h e s p e c i a l c a s e 

i n w h i c h t h e c o n t a c t t i m e i s c o n s t a n t f o r a l l e d d i e s , f ( t Q ^ ) 

e q u a l s 1 / t . a n d , a s s h o w n b y H a n r a t t y , e q . ( 2 . 1 7 9 ) b e c o m e s 
u c 

C o m p a r i s o n w i t h e q . ( 2 . 9 7 ) w i l l s h o w t h e s i m i l a r i t y o f t h e t w o 

e q u a t i o n s p r e d i c t i n g t h e m a s s f l u x i f t h e s o l u t i o n i n t o w h i c h 

A i s d i s s o l v i n g b e c o n s i d e r e d d i l u t e . 

D e f i n i n g t h e a v e r a g e m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a s 

• _ h 
k x = * ( 2 . 1 8 1 ) 

P A B . - P A B ^ 
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i n a f o r m a n a l o g o u s t o e q . ( 2 . 8 3 ) , t h e n f o r d i l u t e s o l u t i o n s , 

f r o m e q . ( 2 . 7 9 ) , 

w h e r e i s t h e a v e r a g e v a l u e o f K ^ , T h i s r e d u c e s t o , a s s h o w n 

b y H a n r a t t y , 

f o r c o n s t a n t c o n t a c t t i m e s f o r a l l f l u i d e d d i e s . 

T o b e n o t e d , a s w i t h t h e p e n e t r a t i o n t h e o r y , t h e m a s s 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t v a r i e s a s t h e s q u a r e r o o t o f t h e d i f f u s i v ­

i t y . 

A t u r b u l e n t m a s s t r a n s p o r t m o d e l w a s p r o p o s e d b y T o o r 

a n d M a r c h e l l o ( 2 2 0 ) w h i c h c o m b i n e d t h e c o n c e p t s o f t h e f i l m , 

p e n e t r a t i o n , a n d s u r f a c e r e n e w a l m o d e l s . T o o r a n d M a r c h e l l o 

c o n s i d e r e d t h e f a c t t h a t e d d i e s b r o u g h t t o a n i n t e r f a c e w o u l d 

r e m a i n a t t h e s u r f a c e d i f f e r e n t l e n g t h s o f t i m e . T h o u g h t h i s 

w a s t h e i d e a t h a t H a n r a t t y p r o p o s e d , T o o r a n d M a r c h e l l o a p ­

p r o a c h e d i t d i f f e r e n t l y . T h o s e e d d i e s w h i c h r e m a i n e d o n l y a 

s h o r t t i m e n e a r t h e s u r f a c e w o u l d b e s u b j e c t t o o n l y a s m a l l 

d e g r e e o f p e n e t r a t i o n b y t h e s o l u t e . A s t h e t i m e w h i c h a n 

e d d y r e s i d e d a t t h e s u r f a c e i n c r e a s e d , p e n e t r a t i o n w o u l d i n -

( 2 . 1 8 2 ) 
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c r e a s e . A s o p p o s e d t o H i g b i e ' s m o d e l , h o w e v e r , t h i s p e n e t r a ­

t i o n w o u l d n o t g o o n i n d e f i n i t e l y . I f t h e a v e r a g e t h i c k n e s s 

o f t h e s e e d d i e s w a s L w h e r e a t a d e p t h L " b e l o w t h e s u r f a c e t h e 

c o n c e n t r a t i o n b e c a m e t h a t o f t h e b u l k o f s o l u t i o n , t h e n a t 

s o m e f i n i t e t i m e a f t e r a n e d d y r e a c h e d t h e s u r f a c e , i t s c o n ­

c e n t r a t i o n a t d e p t h L w o u l d r e a c h t h e b u l k c o n c e n t r a t i o n . W h e n 

t h e c o n c e n t r a t i o n r e a c h e d t h i s l e v e l p e n e t r a t i o n c e a s e d b e c a u s e 

a s t e a d y s t a t e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e h a d b e e n a c h i e v e d . N o w 

t r a n s f e r b e c a m e d e s c r i b e d b y t h e f i l m t h e o r y a n d p r o c e e d e d a t 

a r a t e g i v e n b y t h e f i l m t h e o r i e s d i s c u s s e d e a r l i e r . S o m e 

e d d i e s , h o w e v e r , w o u l d b e g i n t o n e a r t h e s t e a d y s t a t e c o n d i t i o n 

b u t b e s w e p t a w a y p r i o r t o i t s a c h i e v e m e n t . T h u s i t c o u l d b e 

e x p e c t e d t h e r e w o u l d b e e d d i e s n e a r t h e i n t e r f a c e w h i c h h a d 

c h a r a c t e r i s t i c s o f b o t h p e n e t r a t i o n a n d f i l m m o d e l s a s w e l l a s 

t h o s e e d d i e s w h i c h w e r e c l o s e l y d e s c r i b e d b y t h e f i l m t h e o r y o r 

t h e p e n e t r a t i o n t h e o r y . 

W i t h i n a n e d d y t h e t r a n s f e r c o u l d b e i d e a l i z e d a s o c c u r ­

r i n g b y d i f f u s i o n . C o n s i d e r i n g a l l t h e e d d i e s , t h e n , t h e y 

c o u l d b e i d e a l i z e d a s a l a m i n a r f i l m o f t h i c k n e s s L w h i c h w a s 

s u b j e c t e d t o p e r i o d i c d i s r u p t i o n o r d i s t u r b a n c e . D u r i n g t h e 

p e r i o d s o f q u i e s e n c e , t h e n , t h e i n i t i a l p r o c e s s b e c a m e s i m i ­

l a r t o t h a t d e s c r i b e d i n c o n j u n c t i o n w i t h H i g b i e ' s p e n e t r a ­

t i o n t h e o r y . T h u s t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n d e s c r i b i n g t h e 

t r a n s f e r m e c h a n i s m b e c a m e t h e s a m e a s t h a t w h i c h d e s c r i b e d 

H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n t h e o r y , e q . ( 2 . 8 7 ) . A c h a n g e i n b o u n d a r y 

c o n d i t i o n s , h o w e v e r , r e s u l t e d i n t h e m o d e l p r o p o s e d b y T o o r 
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a n d M a r c h e l l o . I n p l a c e o f e q s . ( 2 . 8 8 ) , ( 2 . 8 9 ) , a n d ( 2 . 9 0 ) 

T o o r a n d M a r c h e l l o h a d 

B . C . I : F o r t < 0 , p A = p A B ^ f o r a l l x ( 2 . 1 8 4 ) 

B . C . 2 : F o r x = 0 , p A = p A B f o r a l l t > 0 ( 2 . 1 8 5 ) 

B . C . 3 S F o r x = L , p A = p A B ^ f o r a l l t > 0 ( 2 . 1 8 6 ) 

T o h e n o t e d i s t h e c h a n g e i n B . C . 3 . T h e t w o e q u i v a l e n t s o l u ­

t i o n s g i v e n b y T o o r a n d M a r c h e l l o w e r e 

\ = ( P A B . - P A B ^ " f t * * s ( 2 - 1 8 7 ) 

a n d 

w h e r e e q . ( 2 . 1 8 7 ) d e s c r i b e s t h e t r a n s f e r f o r e d d i e s o f s h o r t 

l i f e a n d e q . ( 2 . 1 8 8 ) d e s c r i b e s t h e t r a n s f e r f o r e d d i e s w h i c h 

h a d b e e n i n e x i s t e n c e a t t h e i n t e r f a c e f o r a r e l a t i v e l y l o n g 

t i m e . <|>s a n d ^ a r e d e f i n e d b y 

<|> = 1 + 2 £ e x p ( - ( 2 . 1 8 9 ) 
s n = l ^ 



90 

a n d 

oo 

•t S 1 + ' 2 [ e x p ( ~ n 2 7 t 2 | £ ) ( 2 . 1 9 0 ) 
^ n = l ^ 

I t i s s e e n t h a t $ Q a n d ^ i n t r o d u c e d t h e e f f e c t s o f t h e l i m i t i n g 

s t e a d y s t a t e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e . I f e d d y l i f e i s v e r y s h o r t , 

e q . ( 2 . 1 8 7 ) m e r e l y r e d u c e s t o t h e f o r m p r e d i c t e d b y H i g b i e ' s 

p e n e t r a t i o n t h e o r y w h i l e i f e d d y l i f e i s l o n g e q . ( 2 . 1 8 8 ) a p ­

p r o a c h e s t h a t o f t h e s i m p l e f i l m t h e o r y a p p l i e d t o t r a n s f e r i n 

o n e p h a s e . 

T h o u g h T o o r a n d M a r c h e l l o ' s c o n c e p t o f m a s s t r a n s f e r 

n e a r a n y i n t e r f a c e b o u n d i n g a t u r b u l e n t f l u i d s e e m s t o b e o n e 

o f t h e m o r e r e a l i s t i c , H a r r i o t t ( 9 1 ) h a s n o t e d t h a t , f o r p i p e 

f l o w , u s e o f T o o r ' s a n d M a r c h e l l o ' s e q u a t i o n s p r e d i c t t r a n s f e r 

c o e f f i c i e n t s w h i c h a r e t o o l a r g e . 

. / 

S u m m a r y o f D i m e n s i o n l e s s P a r a m e t e r s 

M o s t o f t h e d i m e n s i o n l e s s p a r a m e t e r s w h i c h h a v e b e e n 

d e v e l o p e d i n p r e c e d i n g p a g e s a n d u s e d t o c h a r a c t e r i z e m a s s 

t r a n s p o r t h a v e a n a n a l o g o u s f o r m i n t h e f i e l d s o f m o m e n t u m 

a n d h e a t t r a n s f e r . T h e b a s i c s i m i l a r i t y o f m o m e n t u m , h e a t , 

a n d m a s s t r a n s f e r h a s l o n g b e e n r e c o g n i z e d a n d h a s b e e n o n e 

o f t h e m o s t f r e q u e n t l y u s e d m e t h o d s i n a p p l y i n g t h e a n a l y s e s 

o f r e l a t i v e l y w e l l u n d e r s t o o d p h e n o m e n a t o l i t t l e u n d e r s t o o d 

p h e n o m e n a . M a n y o f t h e r e l a t i o n s h i p s d e v e l o p e d i n p r e c e d i n g 

p a r a g r a p h s h a d t h e i r o r i g i n i n t h e f i e l d s o f m o m e n t u m a n d 
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h e a t t r a n s f e r . I n d e e d , P i c k ( 5 9 , 6 0 ) u s e d a s p r i m a r y j u s t i f i ­

c a t i o n o f h i s f i r s t l a w t h e a p p a r e n t s i m i l a r i t y b e t w e e n h e a t 

a n d m a s s t r a n s f e r . L i k e w i s e , t h e e x t e n s i o n s o f P r a n d t l ' s 

b o u n d a r y l a y e r t h e o r y t o h e a t a n d m a s s t r a n s p o r t h a d t h e i r 

o r i g i n . i n t h e b a s i c s i m i l a r i t y o f a l l t r a n s p o r t p h e n o m e n a . 

T h u s m a n y o f t h e m a s s t r a n s f e r p a r a m e t e r s w h i c h s h a l l b e s u m ­

m a r i z e d h e r e a n d w h i c h w e r e i n t r o d u c e d i n p r e v i o u s s e c t i o n s o f 

t h i s c h a p t e r h a v e c o m p l e t e l y a n a l o g o u s h e a t a n d m o m e n t u m f o r m s . 

H o w e v e r , i n o r d e r t h a t t h e r e l a t i o n t o m a s s t r a n s f e r b e a p p a r ­

e n t t h e y w i l l b e d i s c u s s e d o n t h e b a s i s o f m a s s t r a n s f e r c o n ­

s i d e r a t i o n s . 

I n a n y d y n a m i c a l f l u i d s y s t e m t h e r a t i o o f t h e i n e r t i a l 

f o r c e s t o t h e v i s c o u s d r a g f o r c e s b e c o m e s o f p r i m a r y i m p o r t a n c e 

b e c a u s e o f i t s d i s t i n c t i v e c h a r a c t e r i z a t i o n o f t h e m o t i o n o f 

t h e s y s t e m . T h u s i t i s t h a t i n m a s s t r a n s f e r , a s i n a l l t r a n s ­

p o r t p h e n o m e n a , t h e R e y n o l d s n u m b e r f i n d s f r e q u e n t u s a g e , a s , 

f o r i n s t a n c e , i t d i d i n t h e e x a m p l e o f m a s s t r a n s f e r i n a l a m i ­

n a r b o u n d a r y l a y e r o v e r a f l a t p l a t e g i v e n e a r l i e r . 

A l s o d e v e l o p e d e a r l i e r w a s t h e P e c l e t n u m b e r f o r m a s s 

t r a n s f e r , w h i c h i n a g e n e r a l f o r m i s 

P e = ( 2 . 1 9 1 ) 

w h e r e L = c h a r a c t e r i s t i c l e n g t h , ¥ = c h a r a c t e r i s t i c v e l o c i t y , 

a n d D = d i f f u s i v i t y . T h e b a s i c s i g n i f i c a n c e o f P e c a n b e u n d e r ­

s t o o d i f t h e d e v e l o p m e n t w h i c h l e d t o e q . ( 2 . 1 3 6 ) b e c o n s i d -
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e r e d . T h e c o n v e c t i v e f l u x i n a s y s t e m c a n h e r e p r e s e n t e d b y 

p V , w h e r e p i s a c h a r a c t e r i s t i c m a s s d e n s i t y , w h i l e t h e d i f ­

f u s i v e f l u x i s r e p r e s e n t e d b y D ( d p / d x ) , w h e r e t h e n o t a t i o n i s 

t h e s a m e a s u s e d p r e v i o u s l y . T h e r a t i o o f t h e c o n v e c t i v e 

f l u x t o t h e d i f f u s i v e f l u x t h u s b e c o m e s 

R e p r e s e n t i n g t h i s r a t i o i n t e r m s o f i t s b a s i c d i m e n s i o n s , i t 

r e d u c e s d i r e c t l y t o P e . T h u s t h e P e c a n b e c o n s i d e r e d t o p r o ­

v i d e a m e a s u r e o f t h e r e l a t i v e m a g n i t u d e o f t h e c o n v e c t i v e 

f l u x a n d d i f f u s i v e f l u x i n a s y s t e m . 

E x a m i n i n g e q . ( 2 . 1 6 6 ) i t i s s e e n t h e S c h m i d t n u m b e r 

c h a r a c t e r i z e s t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r a n d i t s t h i c k ­

n e s s r e l a t i v e t o t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r ( 1 3 2 ) . I t 

o c c u p i e s t h e s a m e r o l e a s t h e P r a n d t l n u m b e r i n h e a t t r a n s f e r 

p h e n o m e n a . 

F r o m e q . ( 2 . 8 3 ) t h e t o t a l m a s s f l u x o f A; i s r e p r e s e n t e d 

a p p r o x i m a t e l y b y 

X A = K A / > A 

T h e d i f f u s i v e f l u x , o n t h e o t h e r h a n d , i s g i v e n b y e q . ( 2 . 1 ) . 

I n a f i n i t e d i f f e r e n c e f o r m t h e d i f f u s i v e f l u x b e c o m e s 

J A " 
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T h u s t h e r a t i o o f t h e t o t a l m a s s f l u x t o t h e d i f f u s i v e f l u x 

b e c o m e s 

KAPA K A x rp". 
J A ~ D A p A / A x - D • ^ • ± 

x ' 

o r , i n g e n e r a l . 

w h e r e K = m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t , L = c h a r a c t e r i s t i c l e n g t h , 

D = d i f f u s i v i t y , a n d S h i s t h e S h e r w o o d n u m b e r ( 9 6 , 9 8 ) . T h u s 

t h e S h e r w o o d n u m b e r i s i n d i c a t i v e o f t h e r e l a t i v e a m o u n t o f 

t h e t o t a l m a s s t r a n s f e r w h i c h i s o c c u r r i n g b y d i f f u s i o n . I t 

c a n a l s o b e t r e a t e d e q u a l l y w e l l a s r e p r e s e n t i n g a d i m e n s i o n ­

l e s s m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t (132). 
T o r e l a t e t h e S h e r w o o d n u m b e r t o t h e S c h m i d t a n d R e y ­

n o l d s n u m b e r s c o n s i d e r e q . (2.137)• S y m b o l i c a l l y d i f f e r e n t i ­

a t i n g e q . (2.137) t h e g e n e r a l e x p r e s s i o n 

N A / J A = K L / D = S h (2.194) 

a (2.195) 

r e s u l t s , w h e r e f c i s s o m e f u n c t i o n . F r o m e q . ( 2 . 8 3 ) 

N A "
 K*PA " K ( p A B i - p A B b ) (2.196) 
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w h e r e t h e n o t a t i o n i s s i m i l a r t o t h a t u s e d e a r l i e r . B u t f o r 

s y s t e m s o f l o w c o n c e n t r a t i o n , f r o m e q . ( 2 . 8 4 ) , w i t h t r a n s f e r 

i n t h e y d i r e c t i o n 

A.B 
N A - J A = ^ T ( 2 . 1 9 7 ) 

T h e r e f o r e 

» W ~ K ( P A B . - P A B b ) < 2 - ! 9 8 ) 

o r , f r o m t h e d e f i n i t i o n o f e q . ( 2 . 1 3 2 ) , 

( 2 . 1 9 9 ) 

T h i s c a n b e p u t i n t h e e q u i v a l e n t f o r m , f r o m e q . ( 2 . 1 0 9 ) , 

g P j - c± x K / D ( 2 . 2 0 0 ) 

w h i c h , r e p l a c i n g x w i t h t h e g e n e r a l l e n g t h t e r m L , b e c o m e s 

2 * 

I^jt ~ L K / D = S h ( 2 . 2 0 1 ) 

B u t f r o m e q . ( 2 . 1 9 4 ) t h i s i s e q u i v a l e n t t o , a s g i v e n b y E c k e r t 

( 4 8 ) , 
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S h = f ( R e , S c ) ( 2 . 2 0 2 ) 
s 

T h u s i t c o u l d h e e x p e c t e d t h a t t h e S h e r w o o d n u m b e r i s a f u n c ­

t i o n o f t h e R e y n o l d s a n d S c h m i d t n u m b e r s i n a m a s s t r a n s f e r 

s y s t e m . T h i s e x p r e s s i o n f i n d s w i d e u s a g e i n m a s s t r a n s f e r 

s t u d i e s . 

S i n c e i n t e r p h a s e m a s s t r a n s f e r i n v o l v e s t r a n s f e r t h r o u g h 

a n i n t e r f a c e i t w o u l d b e e x p e c t e d t h a t t h e f o r c e s e x i s t i n g a t 

t h e i n t e r f a c e w o u l d b e u s e f u l i n d e s c r i b i n g c e r t a i n i n t e r -

f a c i a l p h e n o m e n a . T h u s i t i s t h a t t h e w e l l k n o w n W e b e r n u m b e r , 

t h e r a t i o o f i n e r t i a l f o r c e s t o s u r f a c e t e n s i o n f o r c e s , a l s o 

f i n d s f r e q u e n t u s a g e i n m a s s t r a n s f e r l i t e r a t u r e . T h u s t h e 

W e b e r n u m b e r i s d e f i n e d a s 

W e = £ ^ ( 2 . 2 0 3 ) 

w h e r e o i s t h e s u r f a c e t e n s i o n a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s 

d e f i n e d p r e v i o u s l y . 

I n m a n y i n s t a n c e s f r e e , o r n a t u r a l , c o n v e c t i o n o f a s o ­

l u t i o n b e c o m e s o f c o n s i d e r a b l e i m p o r t a n c e a n d i t i s d e s i r a b l e 

t o h a v e a p a r a m e t e r d e s c r i p t i v e o f t h e b u o y a n t f o r c e s w h i c h 

g i v e r i s e t o t h e f r e e c o n v e c t i o n . T h e b u o y a n t f o r c e o n a 

f l u i d p a r t i c l e o r i m m e r s e d b o d y c a n b e r e p r e s e n t e d g e n e r a l l y 

b y 

B u o y a n t F o r c e = L 3 g A p 
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w h e r e L = c h a r a c t e r i s t i c l e n g t h , g = a c c e l e r a t i o n d u e t o g r a v i t y , 

a n d A p = d i f f e r e n c e i n d e n s i t i e s o f t h e f l u i d p a r t i c l e o r i m ­

m e r s e d b o d y a n d t h e s u r r o u n d i n g f l u i d . I n a p p l i c a t i o n s o f 

b o u n d a r y l a y e r t h e o r y t h e d i f f e r e n c e i n t h e d e n s i t i e s i s u s u ­

a l l y t h a t b e t w e e n t h e f r e e s t r e a m s o l u t i o n d e n s i t y a n d t h e i n ­

t e r f a c i a l d e n s i t y . 

T h e r e l a t i v e m a g n i t u d e o f t h i s b u o y a n t f o r c e t o t h e 

i n e r t i a l f o r c e o n t h e p a r t i c l e o r i m m e r s e d b o d y i s e x p r e s s e d 

b y t h e i r r a t i o : 

b u o y a n t f o r c e _ L * g A p , 0 o n h _ \ 
i n e r t i a l f o r c e " p L 3 - L / t :K*.dW) 

w h e r e p = t h e s u r r o u n d i n g f l u i d d e n s i t y a n d t = t i m e . T o e x ­

p r e s s t h i s i n a m o r e u s a b l e f o r m t h i s r a t i o i s m u l t i p l i e d b y 

t h e s q u a r e o f t h e R e y n o l d s n u m b e r i n w h i c h c a s e t h e a b o v e r a t i o 

r e d u c e s t o , i n g e n e r a l t e r m s , 

G E = i j r f ( 2 . 2 0 5 ) 
P* 

w h e r e G R = G r a s h o f n u m b e r ( 2 2 6 ) a n d $ = k i n e m a t i c v i s c o s i t y . 

A s e q . ( 2 . 2 0 2 ) i s u s e d t o d e s c r i b e m a s s t r a n s f e r i n 

f o r c e d c o n v e c t i o n s y s t e m s , a s i m i l a r f o r m c a n b e u s e d t o d e ­

s c r i b e f r e e c o n v e c t i o n s y s t e m s ( 4 - 9 ) , v i z . , 

S h = f 6 ( G r , S c ) ( 2 . 2 0 6 ) 
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w h e r e f ^ = s o m e f u n c t i o n . 

O t h e r p a r a m e t e r s * o f c o u r s e , c a n h e , a n d h a v e b e e n d e ­

v e l o p e d i n c o n n e c t i o n w i t h m a s s t r a n s f e r , b u t t h o s e p r e s e n t e d 

h e r e , o r s l i g h t m o d i f i c a t i o n s o f t h e m , a r e t h o s e m o s t c o m m o n l y 

u s e d . F o r t h i s s t u d y t h e d i m e n s i o n l e s s q u a n t i t i e s s u m m a r i z e d 

h e r e w i l l b e s u f f i c i e n t f o r t h e o b j e c t i v e s o f t h i s s t u d y . 



C H A P T E R I I I 

T H E O R Y O P M A S S T R A N S F E R I N L I Q U I D D R O P L E T S 

M a s s t r a n s f e r i n b u b b l e a n d d r o p l e t s y s t e m s h a s 

r e c e i v e d e n o r m o u s a t t e n t i o n o v e r t h e y e a r s . T h i s , t o p i c 

h a s s i g n i f i c a n t p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s i n s u c h v a r i e d f i e l d s , 

f o r i n s t a n c e , a s f r a c t i o n a t i o n , l i q u i d - l i q u i d e x t r a c t i o n , 

d r y i n g , c o m b u s t i o n , g a s s c r u b b i n g , a n d m e t e o r o l o g y ( 5 1 , 1 0 4 , 

1 2 7 , 1 2 9 ) . F u r t h e r m o r e i t h o l d s p r o m i s e o f u s e f u l a n d v a l u ­

a b l e a p p l i c a t i o n s i n y e t u n d e v e l o p e d a r e a s . 

W h i l e t h e d i s c u s s i o n p r e s e n t e d i n t h i s c h a p t e r c a n , 

i n g e n e r a l , b e a p p l i e d e q u a l l y w e l l t o b u b b l e s o f g a s o r d r o p ­

l e t s o f l i q u i d , a t t e n t i o n w i l l b e f o c u s e d o n l i q u i d d r o p l e t s 

b e c a u s e t h e i n t e r e s t s o f t h i s s t u d y l i e i n t h i s a r e a . I n d e e d , 

i t s h o u l d b e r e a l i z e d t h a t t h o u g h t h e t e r m d r o p l e t m a y b e 

u s e d , s o m e o f t h e i n f o r m a t i o n p r e s e n t e d h e r e h a s h a d i t s o r i ­

g i n i n s t u d i e s d e a l i n g w i t h g a s b u b b l e s r a t h e r t h a n l i q u i d 

d r o p l e t s . 

M a n y o f t h e a p p l i c a t i o n s o f d r o p l e t s y s t e m s e m p l o y a 

s p r a y o p e r a t i o n i n w h i c h n u m e r o u s i n d i v i d u a l d r o p l e t s a r e p r o ­

d u c e d . A r i g o r o u s t r e a t m e n t o f t h e m a s s t r a n s f e r i n s u c h a 

s y s t e m w o u l d i n c l u d e a n a n a l y s i s o f e a c h o f t h e v a r i o u s s i z e s 

o f d r o p l e t s , s u c h a n a l y s i s , i n a l l l i k e l i h o o d , b e i n g b a s e d o n a 

c o n s i d e r a t i o n o f t h e d r o p l e t s i z e d i s t r i b u t i o n . C o m p a r a t i v e l y 

f e w s t u d i e s h a v e b e e n m a d e t h a t a r e o f t h i s r i g o r , a l t h o u g h 



9 9 

G a l - O r a n d H o e l s c h e r ( 6 3 ) p r e s e n t e d a m a t h e m a t i c a l t r e a t m e n t 

o f t h e e f f e c t s o f p a r t i c l e s i z e d i s t r i b u t i o n o n m a s s t r a n s f e r . 

S u c h a t r e a t m e n t , h o w e v e r , d o e s n e c e s s i t a t e a r a t h e r a c c u r a t e 

k n o w l e d g e o f t h e p a r t i c l e d i s t r i b u t i o n i f i t i s t o b e o f v a l u e . 

M a n y e x p e r i m e n t a l s t u d i e s h a v e d e a l t w i t h d r o p l e t s o f a 

s i n g l e , k n o w n s i z e . T h i s , o f c o u r s e , r e s u l t s i n a c o n s i d e r a b l e 

r e d u c t i o n i n c o m p l e x i t y . W h i l e t h e r e s u l t s o f t h e s e s t u d i e s 

c a n b e a m p l i f i e d t o t a k e i n t o c o n s i d e r a t i o n t h e e f f e c t s o f t h e 

d i s p e r s e d p h a s e ( i . e . , t h e d r o p l e t p h a s e ) d i s t r i b u t i o n , o f t e n 

t h e r e s u l t s h a v e b e e n a p p l i e d d i r e c t l y t o m u l t i - s i z e d d r o p l e t 

s y s t e m s b y c o n s i d e r i n g a p a r t i c u l a r s i z e d r o p l e t t o t y p i f y t h e 

s y s t e m . I n d e e d , i t h a s b e e n n o t e d ( 7 5 ) t h a t c o n s i d e r a t i o n o f 

a n i s o l a t e d d r o p l e t o c c a s i o n a l l y a p p r o x i m a t e s t h e m u l t i - d r o p l e t 

s y s t e m q u i t e w e l l . I n a n y c a s e , t h e e x a m i n a t i o n o f a s i n g l e 

d r o p l e t p r o v i d e s a s t a r t i n g p o i n t f o r s t u d y . U n d e r s t a n d i n g 

o f t h e s i n g l e d r o p l e t i s n e c e s s a r y i f o n e i s t o o b t a i n a c l e a r 

u n d e r s t a n d i n g o f t h e m u l t i - d r o p l e t s y s t e m . F o r t h e s e r e a s o n s , 

t h i s d i s c u s s i o n w i l l c o n s i d e r t r a n s f e r i n a s i n g l e d r o p l e t 

o n l y . 

F o u r z o n e s o f i n t e r e s t a r e o f t e n r e c o g n i z e d i n m a s s 

t r a n s f e r i n d r o p l e t s : d r o p f o r m a t i o n , d r o p d e a c c e l e r a t i o n o r 

a c c e l e r a t i o n t o a s t e a d y v e l o c i t y , d r o p r i s e o r f a l l a t a 

s t e a d y v e l o c i t y , a n d d r o p c o a l e s c e n c e ( 1 1 9 , 1 2 2 , 1 8 1 ) , W h i l e 

s o m e s t u d i e s h a v e a n a l y z e d e n d e f f e c t s t o a c o n s i d e r a b l e 

d e g r e e ( 1 2 1 , 2 0 8 ) , m a n y i n v e s t i g a t o r s h a v e c o n c e n t r a t e d t h e i r 

e f f o r t s o n t h e s t e a d y s t a t e p e r i o d . I n d e e d , m o s t t h e o r e t i c a l 
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r -

m o d e l s p r o p o s e d f o r m a s s t r a n s f e r a s s u m e t h e d r o p l e t i s t r a n s ­

l a t i n g a t a c o n s t a n t v e l o c i t y . P e r i o d s o f a c c e l e r a t i o n o r 

d e a c c e l e r a t i o n c a n b e t r e a t e d , a t l e a s t a p p r o x i m a t e l y , b y 

a s s u m i n g t h e m t o b e c o m p o s e d o f a f i n i t e n u m b e r o f p e r i o d s o f 

s t e a d y d r o p l e t v e l o c i t y , e a c h p e r i o d h a v i n g a n i n c r e a s e o r d e ­

c r e a s e i n t h e v e l o c i t y . I n t h i s p r e s e n t d i s c u s s i o n i t w i l l b e 

a s s u m e d t h a t t h e d r o p l e t i s t r a n s l a t i n g a t a c o n s t a n t v e l o c i t y . 

A s w i t h t h e d i s c u s s i o n i n t h e p r e c e d i n g c h a p t e r i t w i l l 

b e a s s u m e d t h a t t r a n s f e r r a t e s a r e s u f f i c i e n t l y l o w t h a t m o m e n ­

t u m a n d m a s s t r a n s f e r a r e e s s e n t i a l l y i n d e p e n d e n t o f e a c h o t h e r . 

M u c h w o r k h a s p r o c e e d e d o n t h i s b a s i s ( 1 3 5 ) • C o n s i d e r a t i o n 

w i l l a l s o b e l i m i t e d t o i s o t h e r m a l s y s t e m s . 

C o n s i d e r i n g t h e v a r i o u s f l u i d , f l o w , a n d t r a n s f e r 

p r o p e r t i e s w h i c h m i g h t i n f l u e n c e m a s s t r a n s f e r i n a n d a r o u n d 

a s i n g l e d r o p l e t , i t w o u l d b e e x p e c t e d t h a t , i n g e n e r a l , 

p r o p e r t i e s o f t h e d r o p l e t ( d i s c o n t i n u o u s p h a s e ) i t s e l f , a s 

w e l l a s t h e s u r r o u n d i n g f l u i d ( c o n t i n u o u s p h a s e ) , w o u l d b e o f 

i m p o r t a n c e . T h u s i f t h e d r o p l e t w e r e t r a n s l a t i n g a t a c o n ­

s t a n t v e l o c i t y r e l a t i v e t o t h e s u r r o u n d i n g f l u i d , t h e p e r t i ­

n e n t v a r i a b l e s w o u l d a p p e a r t o b e , i n a d d i t i o n t o t h e r e l a ­

t i v e v e l o c i t y a n d s i z e o f t h e d r o p l e t , t h e v i s c o s i t i e s , 

d e n s i t i e s , a n d d i f f u s i v i t i e s o f b o t h p h a s e s , t h e o v e r a l l 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t , t h e s u r f a c e t e n s i o n ( 2 0 9 ) , a n d t h e 

d i f f e r e n c e i n s p e c i f i c w e i g h t o f t h e t w o p h a s e s . T h e s e v a r i ­

a b l e s c a n b e a r r a n g e d i n t h e , d i m e n s i o n l e s s e q u a t i o n 



1 0 1 

Sh = f(Ee 0, Sc c, We 0, Gr c, p d / p c , ^ / u c , ^/Dj (3-D 

w h e r e 

K d . 
S h = ^ (3.2) 

c 

U d - , U d , 

S c =
 V'c = — ( 3 4 ) 

r e c c 

g d ' A p 
G r . = - V - (3-5) c Pc* 

TJ'dA 

K = o v e r a l l t r a n s f e r c o e f f i c i e n t , U = d r o p l e t v e l o c i t y r e l a t i v e 

t o s u r r o u n d i n g f l u i d , d ^ = d r o p l e t d i a m e t e r , p = d e n s i t y , \i = 

v i s c o s i t y , D = d i f f u s i v i t y , a = s u r f a c e t e n s i o n , ^ = k i n e m a t i c 

v i s c o s i t y , g = a c c e l e r a t i o n o f g r a v i t y , f = f u n c t i o n , p = 

Pd - Pc' ^ t h e subscripts c and d refer to the continuous 
a n d t h e d i s c o n t i n u o u s p h a s e s , r e s p e c t i v e l y . ( I n C h a p t e r I I , 

t h e s u b s c r i p t V ' C ' l w a s u s e d t o d e n o t e m e r e l y p h a s e C . I n t h i s 

c h a p t e r t h e s u b s c r i p t H c " i m p l i e s t h e c o n t i n u o u s p h a s e . S i n c e 

t h e c o n t i n u o u s p h a s e c a n b e t r e a t e d m e r e l y a s p h a s e C , t h e s u b ­

s c r i p t s " c " o r " C * ! c a n b e u s e d i n t e r c h a n g e a b l y i n t h i s a n d 

r e m a i n i n g c h a p t e r s . ) 



102 

T h e d i f f i c u l t y i n d e t e r m i n i n g t h e f u n c t i o n a l f o r m o f 

e q . ( 3 . 1 ) i s c o n s i d e r a b l e , t o s a y t h e l e a s t . S o m e p r o g r e s s 

h a s b e e n m a d e t o w a r d s t h i s e n d i n t h e a r e a o f t h e c o n t i n u o u s 

p h a s e b y t h e a p p l i c a t i o n o f b o u n d a r y l a y e r t h e o r y , i n w h i c h 

c a s e t h e S h e r w o o d n u m b e r i s b a s e d o n t h e c o n t i n u o u s p h a s e 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t . H o w e v e r , i n t h e f o r m s t h u s f a r p r o ­

p o s e d , a l l p a r a m e t e r s h a v e n o t y e t b e e n s u c c e s s f u l l y i n c o r ­

p o r a t e d a n d l i t t l e i s k n o w n a b o u t t h e i n t e r r e l a t i o n s o f t h e 

v a r i o u s p a r a m e t e r s . F o r t r a n s f e r w i t h i n d r o p l e t s m a t h e m a t i c a l 

m o d e l s h a v e g e n e r a l l y b e e n f o r m u l a t e d a n d c o m p a r e d w i t h e x p e r i ­

m e n t a l r e s u l t s r a t h e r t h a n a t t e m p t i n g t o d e t e r m i n e t h e f o r m o f 

e q . ( 3 . 1 ) ( 1 1 8 ) . T h u s t h e e m p h a s i s i n m a s s t r a n s f e r i n t h e 

c o n t i n u o u s p h a s e h a s b e e n t h e d e v e l o p m e n t o f d i m e n s i o n l e s s 

c o r r e l a t i o n s w h i l e w i t h i n t h e d i s p e r s e d p h a s e , t h e d r o p l e t , 

e m p h a s i s h a s b e e n u p o n m a t h e m a t i c a l m o d e l s ( 1 8 1 ) . 

W i t h t h e a s s u m p t i o n o f i n t e r f a c i a l e q u i l i b r i u m , g e n e ­

r a l l y a r e a s o n a b l e a s s u m p t i o n (230, 2 4 6 ) , e s p e c i a l l y i n s y s ­

t e m s w i t h s m a l l m a s s t r a n s f e r r a t e s (229) 9 m a s s t r a n s f e r i n 

d r o p l e t s y s t e m s h a s t h e r e f o r e q u i t e o f t e n b e e n a p p r o a c h e d f r o m 

o n e o f t w o v i e w p o i n t s : t r a n s f e r w i t h i n a d r o p l e t a n d t r a n s ­

f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e s u r r o u n d i n g t h e d r o p l e t ( 1 8 1 ) . 

B o t h w i l l b e c o n s i d e r e d i n t h e f o l l o w i n g p a r a g r a p h s . T h o u g h 

t h e y w i l l b e t r e a t e d e s s e n t i a l l y s e p a r a t e l y , i t s h o u l d b e 

a p p a r e n t f r o m p r e v i o u s d i s c u s s i o n s t h e y a r e n o t a t a l l i n d e ­

p e n d e n t . I n d e e d , t h i s d e p e n d e n c e w i l l b e q u i t e e v i d e n t w h e n 

t r a n s f e r i n s i d e a d r o p l e t i s e x a m i n e d . 
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E v e n i f t r a n s f e r i n o n l y o n e p h a s e i s c o n s i d e r e d , t h e 

v i s c o s i t y r a t i o i n e q . (3«l) m u s t s t i l l h e i n c l u d e d b e c a u s e 

o f t h e p o s s i b l e e x i s t e n c e o f d r o p l e t c i r c u l a t i o n , t h a t i s , 

i n t e r n a l m o t i o n o f t h e d r o p l e t . S u c h m o t i o n c a n b e s e e n t o 

a f f e c t t h e m a s s t r a n s f e r w i t h i n a d r o p l e t b e c a u s e o f i t s 

o b v i o u s m i x i n g e f f e c t . P e r h a p s n o t a s a p p a r e n t i s i t s i n f l u ­

e n c e o n t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e s u r r o u n d i n g t h e d r o p ­

l e t . M o v e m e n t o f t h e d r o p l e t s u r f a c e , b e c a u s e o f i n t e r n a l 

m o t i o n , h o w e v e r , c a n g r e a t l y i n f l u e n c e t h e b o u n d a r y l a y e r s 

a n d c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t s i n t h e s u r r o u n d i n g f l u i d i n n e a r 

p r o x i m i t y o f t h e d r o p l e t s u r f a c e . T h u s d r o p l e t c i r c u l a t i o n 

i s a n i m p o r t a n t c o n s i d e r a t i o n . F o r t h i s r e a s o n , i t w i l l b e 

w o r t h w h i l e t o b r i e f l y e x a m i n e d r o p l e t c i r c u l a t i o n p r i o r t o 

c o n s i d e r i n g m a s s t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s a n d d i s c o n t i n u ­

o u s p h a s e s o f a d r o p l e t s y s t e m . S u r f a c e t e n s i o n , f u r t h e r ­

m o r e , h a s a c o n s i d e r a b l e i n f l u e n c e o n t h e m a g n i t u d e o f d r o p ­

l e t c i r c u l a t i o n (92, 187), t h u s e x p l a i n i n g t h e n e e d f o r t h e 

i n c l u s i o n o f t h e W e b e r n u m b e r i n e q . (3«1)» B e c a u s e o f t h i s 

i n f l u e n c e , s u r f a c e t e n s i o n w i l l a l s o b e b r i e f l y e x a m i n e d i n 

r e l a t i o n t o i t s e f f e c t s o n d r o p l e t c i r c u l a t i o n . 

D r o o l e t C i r c u l a t i o n 

T h e m o v e m e n t o f a l i q u i d d r o p l e t t h r o u g h a f l u i d c a n 

b e s i g n i f i c a n t l y d i f f e r e n t f r o m t h a t o f a s o l i d s p h e r e b e c a u s e 

o f t h e m o b i l e i n t e r f a c e w h i c h a l i q u i d p o s s e s s e s . T h e v i s c o u s 

s h e a r a c t i n g o n t h e s u r f a c e o f a d r o p l e t t r a n s l a t i n g t h r o u g h a 
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f l u i d w i l l t e n d t o s e t t h e s u r f a c e l a y e r s o f t h e d r o p l e t 

f l u i d i n m o t i o n ' . T h i s m o t i o n w i l l "be t r a n s m i t t e d i n t o t h e 

i n t e r i o r p o r t i o n s o f t h e d r o p l e t c r e a t i n g a n i n t e r n a l c i r ­

c u l a t i o n w i t h i n t h e d r o p l e t . T h e s u r r o u n d i n g f l u i d l i t e ­

r a l l y d r a g s t h e f l u i d i n s i d e t h e d r o p l e t f r o m t h e r e g i o n 

o f t h e u p s t r e a m s t a g n a t i o n p o i n t t o t h a t o f t h e d o w n s t r e a m 

s t a g n a t i o n p o i n t . 

A s s u m i n g i n e r t i a l t e r m s t o h e o f n e g l i g i b l e m a g n i t u d e , 

H a d a m a r d ( 8 1 ) a n d R y b c z n s k i ( 1 4 3 ) i n d e p e n d e n t l y s o l v e d t h e 

N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s f o r t h e i n t e r n a l m o t i o n o f a l i q u i d 

d r o p l e t o f constant radius i n 1911, a l t h o u g h most writers 
a t t r i b u t e t h e s o l u t i o n t o H a d a m a r d . T h e f l o w p a t t e r n p r e ­

d i c t e d b y t h e i r s o l u t i o n f o r a d r o p l e t f a l l i n g i n t h e n e g a ­

t i v e x d i r e c t i o n i s s h o w n i n F i g . 6 . T h e i n t e r n a l m o t i o n i s 

g i v e n b y t h e s t r e a m f u n c t i o n 

Yd = \ B(l - g r ) r a s i n a e (3.7) 

w h e r e 

B = i ( ) u (3.8) 

(3.9) 
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- S Y M M E T R I C A L A B O U T C E N T E R L I N E 

F i g u r e 6 . D r o p l e t C i r c u l a t i o n a s P r e d i c t e d b y H a d a m a r d 
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= s t r e a m f u n c t i o n f o r i n t e r n a l m o t i o n , r = r a d i a l d i s t a n c e , 

a = d r o p l e t r a d i u s , 0 = p o l a r a n g l e a s s h o w n i n F i g . 6 , U = 

r e l a t i v e v e l o c i t y o f d r o p l e t , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s 

u s e d e a r l i e r . T h e r a d i a l v e l o c i t y o f t h e d r o p l e t f l u i d i s 

t h e r e f o r e 

V p = - B ( l - r 2 / a 2 ) c o s e ( 3 . 1 0 ) 

w h i l e t h e t a n g e n t i a l v e l o c i t y i s 

V e = B ( l - 2 r 2 / a 2 ) s i n 0 ( 3 . 1 1 ) 

B e c a u s e o f a x i a l s y m m e t r y , V ^ , t h e v e l o c i t y i n t h e d i r e c t i o n 

o f t h e m e r i d i o n a l a n g l e , i s z e r o . 

D r o p l e t c i r c u l a t i o n i s a p h y s i c a l r e a l i t y , n o t m e r e l y 

m a t h e m a t i c a l c o n j e c t u r e . I t h a s b e e n o b s e r v e d b y n u m e r o u s 

i n v e s t i g a t o r s (1079 119 9 1 3 4 - 9 1 5 0 ) a n d q u i t e o f t e n h a s s h o w n 

a s t r i k i n g s i m i l a r i t y t o t h a t p r e d i c t e d b y e q . ( 3 .7 ) . I t h a s 

b e e n o b s e r v e d f o r c o n t i n u o u s p h a s e R e y n o l d s n u m b e r s , R e , l e s s 
c 

t h a n 0 . 0 0 3 ( 2 3 2 ) a n d , t h o u g h t h e c i r c u l a t i o n d e s c r i b e d b y e q . 

(3*7) i s t h e o r e t i c a l l y a p p l i c a b l e t o d r o p l e t s o n l y i n S t o k i a n 

f l o w , t h a t i s , d r o p l e t s f o r w h i c h R e i s l e s s t h a n a p p r o x i -

m a t e l y o n e , c i r c u l a t i o n s i m i l a r t o t h a t p r e d i c t e d b y e q . (3*7) 

h a s b e e n o b s e r v e d f o r d r o p l e t s c o n s i d e r a b l y o u t s i d e t h e S t o k i a n 

r a n g e ( 1 0 8 ) . G a r n e r f o u n d t h i s c i r c u l a t i o n t o e x i s t i n d r o p ­

l e t s w i t h R e o n t h e o r d e r o f t e n (119). H o r t o n , F r i t s c h , a n d 

c 
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K i n t n e r (107) p h o t o g r a p h e d d r o p l e t s w i t h c i r c u l a t i o n p a t t e r n s 

v e r y s i m i l a r t o t h e t h e o r e t i c a l f o r a r a n g e o f R e y n o l d s n u m ­

b e r s o f f o u r t o 19» T h e y a l s o f o u n d t h e v e l o c i t i e s p r e d i c t e d 

b y e q s . (3«10) a n d (3.11) t o a g r e e m o d e r a t e l y w e l l w i t h 

e x p e r i m e n t a l l y m e a s u r e d c i r c u l a t i o n v e l o c i t i e s . C a l d e r b a n k 

a n d K o r c h i n s k i (19) i n d i c a t e t h e e x i s t e n c e o f s o m e t y p e o f 

i n t e r n a l m o t i o n a t R e y n o l d s n u m b e r s a s h i g h a s a p p r o x i m a t e l y 

120. 

T h e d r o p l e t c i r c u l a t i o n w h i c h h a s b e e n o b s e r v e d , h o w ­

e v e r , h a s b e e n i n d r o p l e t s m o v i n g i n l i q u i d m e d i a . C i r c u l a t i o n 

o f d r o p l e t s i n g a s e o u s m e d i a h a s n o t b e e n v e r i f i e d a n d i t i s 

q u e s t i o n e d w h e t h e r o r n o t i t e x i s t s (150). A s s e e n f r o m e q s . 

(3«5) a n d (3«6) t h e c i r c u l a t i o n v e l o c i t y i s d e p e n d e n t o n t h e 

r a t i o o f t h e c o n t i n u o u s p h a s e a n d d i s p e r s e d p h a s e v i s c o s i t i e s 

a n d t h e d r o p l e t v e l o c i t y . S i n c e t h e v i s c o s i t y r a t i o w o u l d b e 

s m a l l f o r l i q u i d d r o p l e t s i n g a s e o u s m e d i a , c i r c u l a t i o n o f 

a p p r e c i a b l e m a g n i t u d e w o u l d m o s t l i k e l y n o t e x i s t f o r s m a l l 

d r o p l e t v e l o c i t i e s . I n t h o s e v e l o c i t y r a n g e s w h i c h w o u l d 

s u p p o s e d l y g i v e r i s e t o n o t i c e a b l e c i r c u l a t i o n i n d r o p s 

m o v i n g i n g a s e o u s m e d i a , n o t o n l y d o R e y n o l d s n u m b e r s b e c o m e 

l a r g e b u t a l s o e x p e r i m e n t a l m e t h o d s f o r c i r c u l a t i o n o b s e r v a ­

t i o n b e c o m e m o r e d i f f i c u l t . T h u s t h e d o u b t s u r r o u n d i n g c i r ­

c u l a t i o n i n l i q u i d d r o p l e t s m o v i n g t h r o u g h g a s e o u s m e d i a e x i s t s . 

S u r f a c e t e n s i o n h a s a s i g n i f i c a n t i n f l u e n c e o n d r o p l e t 

c i r c u l a t i o n . I f a s i m p l i f i e d d r o p l e t i n t e r f a c e i s v i s u a l i z e d 

a s i n F i g . 7? w h e r e u c a n d u ^ a r e t h e f l u i d v e l o c i t i e s i n t h e 
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Figure 7. Forces at Droplet Interface 
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c o n t i n u o u s a n d t h e d r o p l e t p h a s e s , r e s p e c t i v e l y , i t c a n h e s e e n 

w h y . T h e s h e a r s t r e s s e s a c t i n g o n e a c h s i d e o f t h e i n t e r f a c e 

a r e b a l a n c e d b y t h e s u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t ( 9 0 , 1 8 9 ) . C o n ­

s i d e r i n g a d i f f e r e n t i a l a r e a o f d r o p l e t i n t e r f a c e , d A e q u a l t o 

d x d z a s s h o w n i n F i g . 7? i t i s s e e n t h a t a s u m m a t i o n o f f o r c e s 

a c t i n g o n d A y i e l d s 

w h e r e ^ , iA = s h e a r s t r e s s i n c o n t i n u o u s a n d d i s c o n t i n u o u s 
c ' a 

p h a s e s , r e s p e c t i v e l y , a n d x = d i s t a n c e i n d i r e c t i o n o f t h e 

t a n g e n t i a l v e l o c i t y o f d r o p l e t i n t e r f a c e . , A s s u m i n g v i s c o u s 

f l o w a t t h e i n t e r f a c e a n d u s i n g N e w t o n ' s l a w o f v i s c o s i t y , 

e q , ( 3 . 1 2 ) b e c o m e s 

^d dj ( 3 . 1 3 ) 
y = o 

F o r a g i v e n v e l o c i t y i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e , a n i n c r e a s i n g 

s u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t w i l l r e s u l t i n a d e c r e a s i n g m a g n i ­

t u d e o f t h e c i r c u l a t i o n v e l o c i t y i n t h e d r o p l e t . I n d e e d , i f 

t h e s u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t b e c a m e s u f f i c i e n t l y l a r g e , t h e 

c i r c u l a t i o n c o u l d c e a s e a l t o g e t h e r (76, 1 8 9 ) . 

S u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t s c a n b e p r o d u c e d b y v a r i ­

a t i o n s i n t h e c o n c e n t r a t i o n o f a s u r f a c t a n t a t t h e d r o p l e t 
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s u r f a c e s i n c e t h e i n t e r f a c i a l t e n s i o n i s d e p e n d e n t o n s u r ­

f a c t a n t c o n c e n t r a t i o n ( 1 8 8 ) , A . s u r f a c e a c t i v e a g e n t , i f 

p r e s e n t i n t h e d r o p l e t f l u i d , w i l l t e n d t o a c c u m u l a t e a t 

t h e d r o p l e t s u r f a c e (76, 1 0 9 ) . T h e d r o p l e t c i r c u l a t i o n 

w i l l s w e e p t h e s u r f a c t a n t t o t h e r e a r o f t h e d r o p l e t (96, 

2 3 1 ) w h e r e i t w i l l t e n d t o r e m a i n a t t h e d r o p l e t s u r f a c e " 

b e c a u s e o f t h e s a m e m o l e c u l a r f o r c e s w h i c h o r i g i n a l l y b r o u g h t 

t h e s u r f a c t a n t t o t h e i n t e r f a c e . T h e a c c u m u l a t i o n a t t h e 

r e a r o f t h e d r o p w i l l c r e a t e a v a r i a t i o n i n c o n c e n t r a t i o n 

o f t h e s u r f a c t a n t o v e r t h e d r o p s u r f a c e r e s u l t i n g i n a s u r ­

f a c e t e n s i o n g r a d i e n t (190). 

T r e y b a l ( 2 3 1 ) h a s n o t e d t h a t s u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t s 

c o u l d p o s s i b l y o c c u r e v e n w i t h o u t s u r f a c t a n t s b e c a u s e o f n o n -

u n i f o r m i t y o f a b s o r p t i o n r a t e s o v e r a d r o p l e t s u r f a c e r e ­

s u l t i n g i n c o n c e n t r a t i o n g r a d i e n t s p a r a l l e l i n g t h e d r o p l e t 

s u r f a c e . 

B o n d a n d N e w t o n ( 1 4 ) w e r e t h e f i r s t ( 1 1 1 ) t o e x a m i n e 

t h e e f f e c t s o f s u r f a c e t e n s i o n o n d r o p l e t c i r c u l a t i o n . E x ­

p e r i m e n t i n g w i t h w a t e r d r o p l e t s i n o i l t h e y o b s e r v e d t h a t 

s m a l l d r o p l e t s t e n d e d t o a p p r o a c h t h e t e r m i n a l v e l o c i t y p r e ­

d i c t e d b y S t o k e s l a w f o r s o l i d s p h e r e s , r e a l l y a s p e c i a l c a s e 

o f e q . ( 3.9) (191)o U s i n g d i m e n s i o n a l a n a l y s i s t h e y d e t e r ­

m i n e d a c r i t i c a l d r o p l e t d i a m e t e r a t w h i c h t h e t r a n s i t i o n 

f r o m r i g i d d r o p l e t t o c i r c u l a t i n g d r o p l e t b e h a v i o r s u p p o s e d l y 

o c c u r e d . T h e y p r o p o s e d ( 1 0 1 ) 
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d d c =
 2V°ApFpc>e ( 3 . i 4 ) 

w h e r e d ^ c i s t h e c r i t i c a l d r o p l e t d i a m e t e r a n d t h e o t h e r 

n o t a t i o n i s a s b e f o r e . B o n d a n d N e w t o n ' s w o r k h a s b e e n 

c r i t i c i z e d , h o w e v e r , s i n c e i n a l l l i k e l i h o o d , s u r f a c e c o n ­

t a m i n a t i o n w a s p r e s e n t i n t h e i r e x p e r i m e n t s a n d t h e y f a i l e d 

t o i n c l u d e t h e e f f e c t s o f a s u r f a c e t e n s i o n g r a d i e n t i n t h e i r 

a n a l y s i s (191). 
S a v i c (191) o b s e r v e d t h e f o r m a t i o n o f s t a g n a n t c a p s 

o v e r t h e r e a r p o r t i o n o f d r o p l e t s w i t h s u r f a c t a n t c o n t a m i ­

n a t i o n . A t t e m p t i n g t o a n a l y z e t h i s o b s e r v e d p h e n o m e n o n a n d 

i t s e f f e c t o n d r o p l e t d r a g a n d c i r c u l a t i o n , S a v i c c o n c l u d e d 

t h a t d r o p l e t d i s t o r t i o n m u s t b e c o n s i d e r e d i n p r e c i s e a n a l y s i s 

o f d r o p l e t m o t i o n . S c h e c h t e r a n d P a r l e y ( 1 8 ? ) p r o p o s e d a s u r ­

f a c e t e n s i o n d i s t r i b u t i o n f o r a s p h e r i c a l d r o p l e t . C o n c l u d i n g 

t h i s t o b e t h e o n l y p o s s i b l e d i s t r i b u t i o n c o m p a t i b l e w i t h 

s p h e r i c i t y , t h e y i n c o r p o r a t e d t h i s d i s t r i b u t i o n i n t o t h e 

b o u n d a r y c o n d i t i o n s f o r a d r o p l e t i n c r e e p i n g m o t i o n a n d d e ­

r i v e d a m o r e g e n e r a l f o r m o f e q . (3»7) w h i c h i n c l u d e d a n i n t e r ­

f a c i a l , t e n s i o n p a r a m e t e r . N o n a g r e e m e n t o f t h e i r t h e o r e t i c a l 

m o d e l w i t h t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s o f B o n d a n d N e w t o n l e d 

t h e m a l s o t o c o n c l u d e t h a t d r o p l e t d i s t o r t i o n m u s t b e c o n ­

s i d e r e d i n a n a l y s i s o f d r o p l e t m o t i o n . 

I n c l u s i o n o f d r o p l e t d i s t o r t i o n i n a n a l y s i s o f d r o p l e t 

b e h a v i o r , h o w e v e r , i s q u i t e d i f f i c u l t a n d m a n y c u r r e n t i n v e s t i -
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g a t i o n s c o n t i n u e t o c o n s i d e r t h e i d e a l i z e d s p h e r i c a l d r o p l e t 

(117? 2 1 8 ) . R e t a r d a t i o n o f c i r c u l a t i o n b y s u r f a c t a n t a c c u m u ­

l a t i o n , f u r t h e r m o r e , m a y n o t b e o f c o n s e q u e n c e i n m a n y i n ­

s t a n c e s s i n c e s u r f a c t a n t a c c u m u l a t i o n a t t h e d r o p l e t s u r f a c e 

d o e s n o t t a k e p l a c e i n s t a n t a n e o u s l y . H o r t o n , F r i t s c h , a n d 

K i n t n e r f o u n d i n t h e i r e x p e r i m e n t a l s t u d i e s t h a t c i r c u l a t i o n 

s e e m e d t o d e c a y e x p o n e n t i a l l y w i t h d r o p l e t a g e . T h e y f o u n d 

t h a t t h e c i r c u l a t i o n v e l o c i t y r e a c h e d a p p r o x i m a t e l y f i f t y p e r 

c e n t o f i t s o r i g i n a l v a l u e a f t e r o n l y f o u r I n i n u t e s a f t e r d r o p ­

l e t f o r m a t i o n ( 1 0 9 ) • G r i f f i t h h a s a l s o p o i n t e d o u t t h a t h i g h 

d r o p l e t v e l o c i t i e s , l o w i n t e r f a c i a l t e n s i o n , a n d s h o r t d r o p ­

l e t l i v e s a l l t e n d t o d e c r e a s e t h e i m p o r t a n c e o f s u r f a c e 

a c t i v e a g e n t e f f e c t s (79). T h e s e f a c t o r s , h o w e v e r , m u s t b e . 

b a l a n c e d a g a i n s t t h e c o n s i d e r a t i o n t h a t s u r f a c t a n t e f f e c t s 

a r e q u i t e p r o n o u n c e d e v e n f o r s m a l l c o n c e n t r a t i o n s o f s u r ­

f a c t a n t i f s u r f a c e t e n s i o n i s l a r g e (92). 

T r a n s f e r T o a n d F r o m D r o p l e t s 

I n v e s t i g a t i o n s o f m a s s t r a n s f e r t o a n d f r o m d r o p s h a v e 

g e n e r a l l y f a l l e n i n o n e o f t w o r e a l m s (37) • ( 1 ) m a s s t r a n s f e r 

t o s t a t i o n a r y d r o p s i n a s t a g n a n t f l u i d a n d ( 2 ) t r a n s f e r t o 

d r o p s i n m o t i o n . W h i l e t r a n s f e r t o s t a t i o n a r y d r o p s d o e s 

n o t h a v e d i r e c t a p p l i c a t i o n t o t h e i n t e r e s t s o f t h i s s t u d y 

i t i s o f v a l u e t o b r i e f l y e x a m i n e i t s i n c e i t f u r n i s h e s a 

u s e f u l , t h e o r e t i c a l l o w e r l i m i t o n t r a n s f e r r a t e s i n m o v i n g 

d r o p l e t s . 
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N o n c i r c u l a t i n g S t a t i o n a r y D r o p l e t i n S t a g n a n t F l u i d 

C o n s i d e r a s t a t i o n a r y , n o n c i r c u l a t i n g d r o p l e t , t h a t i s 

a r i g i d s p h e r e , i n a n i n f i n i t e , s t a g n a n t m e d i u m . A s s u m e a 

s o l u t e A i s d i f f u s i n g f r o m , o r t o , t h e s u r f a c e o f t h e d r o p ­

l e t w h i c h w i l l h e c o n s i d e r e d s o w e l l m i x e d t h a t n o c o n c e n ­

t r a t i o n g r a d i e n t s e x i s t i n i t s i n t e r i o r . T h i s b e i n g s o , a l l 

r e s i s t a n c e t o t h e t r a n s f e r o f t h e s o l u t e w i l l o c c u r i n t h e c o n 

t i n u o u s p h a s e . I f t h e c o n c e n t r a t i o n a t t h e s u r f a c e , p ^ Q a , a n d 

t h e c o n c e n t r a t i o n a t i n f i n i t y , p ^ , a r e m a i n t a i n e d a t a c o n ­

s t a n t v a l u e , t h e r a t e o f t r a n s f e r w i l l b e c o n s t a n t . T h e e q u a ­

t i o n o f c o n t i n u i t y f o r t h e dissolution o f AL i n C , t h e solvent 
s u r r o u n d i n g t h e d r o p l e t , s i n c e t h e t r a n s p o r t m e c h a n i s m i s a 

d i f f u s i v e o n e o n l y , i s g i v e n b y e q . (2.19), w h i c h i n s p h e r i c a l 

c o o r d i n a t e s b e c o m e s (36) 

foAC p - 3 , 23pACv 1 J , . A dpACs 1 PAC, 
at = r 2

 l d r ^ r
 3 r ; + s i n O a e ^ s i n ^ de ; + s i n z 6 a 4 > 2 J 

(3.13) 

A s s u m i n g c o m p l e t e s y m m e t r y w i t h r e s p e c t t o 0 a n d <(>, e q . (3.13) 
r e d u c e s t o , s i n c e t h e d i f f u s i o n i s s t e a d y , 

& ( r 2 ^ ) = 0 , ( 3 . 1 6 ) 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s t h e s a m e a s t h a t u s e d p r e v i o u s l y . T h e 

b o u n d a r y c o n d i t i o n s a r e 
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B . C ' . l : p ^ Q = p A C > a t r = a (3.17) 

w h e r e a i s t h e r a d i u s o f t h e s p h e r e . T h e s o l u t i o n t a k e s t h e 

g e n e r a l f o r m (37) 

p A C = b / r + c (3.19) 

w h e r e b a n d c a r e a r b i t r a r y c o n s t a n t s . E v a l u a t i o n o f b a n d c 

results in the solution 

T h e m a s s f l u x i s g i v e n b y , f r o m e q , ( 2 , 8 ) e x p r e s s e d i n 

r a d i a l c o - o r d i n a t e s , 

W A r " N A * U a = J A r l r = a = ( " V ^ - a ( 3 ° 2 1 ) 

w h e r e = t o t a l m a s s f l u x i n r a d i a l d i r e c t i o n , = d i f ­

f u s i v e f l u x i n r a d i a l d i r e c t i o n , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s 

a s b e f o r e . E v a l u a t i n g e q . G3.21), 

N A r = ^ V a ) ( p A C . - p A C 0 0

) (3.22) 
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P r o m e q . (2.83) t h e t e r m D / a i s r e c o g n i z e d a s a m a s s t r a n s f e r 
c 

c o e f f i c i e n t . T h e r e f o r e t h e S h e r w o o d n u m b e r , e q . (2.194), f o r 

t h e s t a g n a n t d r o p l e t , w h i c h s h a l l b e d e n o t e d b y S h , b e c o m e s 

( D / a)2a 
S h g = e

D = 2 ( 3 . 2 3 ) 

w h e r e t h e d r o p l e t d i a m e t e r h a s b e e n u s e d a s t h e c h a r a c t e r i s t i c 

l e n g t h . T h e a p p e a r a n c e o f t h i s p a r t i c u l a r v a l u e o f t h e S h e r ­

w o o d n u m b e r o c c u r s r e g u l a r l y i n c o r r e l a t i o n s f o r m o v i n g d r o p ­

l e t s a s w i l l b e s e e n b e l o w . S i n c e t h e r a t e a t w h i c h t h e d i s ­

s o l u t i o n o f a s o l u t e t o o r f r o m t h e s u r f a c e o f a d r o p l e t o f 

u n i f o r m c o n c e n t r a t i o n i s m i n i m a l w h e n b o t h t h e s u r r o u n d i n g 

f l u i d a n d t h e d r o p l e t i t s e l f a r e s t a t i o n a r y , e q . (3.23) p l a c e s 

a t h e o r e t i c a l l o w e r l i m i t o n t h e v a l u e o f t h e S h e r w o o d n u m b e r 

f o r t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e i n m o v i n g d r o p l e t s y s t e m s 

(4, 91, 101, 213). 
I t i s t o b e n o t e d f r o m e q . (3.22) t h e t r a n s f e r i s d i ^ 

r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o t h e d i f f u s i v i t y . O n l y f o r t h e s t a g ­

n a n t s y s t e m i s t h i s p r e d i c t e d a n a l y t i c a l l y (90). S i g n i f i c a n t l y , 

i t w i l l b e r e m e m b e r e d t h a t t h e t w o f i l m t h e o r y o f W h i t m a n a l s o 

p r e d i c t s t r a n s f e r p r o p o r t i o n a l t o t h e f i r s t p o w e r o f t h e d i f ­

f u s i v i t y . T h e i r s y s t e m w a s l i k e w i s e a s s u m e d t o b e e s s e n t i - r 

a l l y s t a g n a n t . 

M o v i n g D r o p l e t s 

A n a l y s i s o f m a s s t r a n s f e r t o a n d f r o m m o v i n g d r o p l e t s 

h a s t e n d e d t o f a l l i n o n e o f t w o a r e a s : r i g i d d r o p s a n d c i r -
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c u l a t i n g d r o p s (212, 2 3 4 ) , t h e r i g i d d r o p s p e r h a p s m o r e p r o p ­

e r l y b e i n g c o n s i d e r e d a s s p h e r e s . 

A s m i g h t b e e x p e c t e d , b o u n d a r y l a y e r t h e o r y h a s o c c u ­

p i e d a m a j o r p o s i t i o n i n t h e a n a l y s i s o f m a s s t r a n s f e r t o a n d 

f r o m m o v i n g d r o p l e t s a n d s p h e r e s . A s d i s c u s s e d i n t h e p r e ­

c e d i n g c h a p t e r , t h e g e n e r a l , a n d r i g o r o u s , a p p r o a c h i s t h a t o f 

s o l v i n g a p p r o p r i a t e m o m e n t u m a n d c o n t i n u i t y e q u a t i o n s . S o l u ­

t i o n o f b o u n d a r y l a y e r e q u a t i o n s , e s p e c i a l l y w h e n a p p l i e d t o 

s p h e r e s , i s e x c e e d i n g l y d i f f i c u l t a n d r e c o u r s e i s a l m o s t a l ­

w a y s m a d e t o t h e v a r i o u s a p p r o x i m a t e m e t h o d s . A n a l y s i s s t i l l 

r e m a i n s d i f f i c u l t h o w e v e r a n d , a s d i s c u s s e d p r e v i o u s l y , r e l i ­

a n c e o n d i m e n s i o n l e s s p a r a m e t e r s a n d c o r r e l a t i o n s b e c o m e s t h e 

c o m m o n m o d e o f a n a l y s i s , b o u n d a r y l a y e r t h e o r y h a v i n g s b e e n u s e d 

t o i n d i c a t e t h e p e r t i n e n t p a r a m e t e r s t o b e c o n s i d e r e d (53* 103). 

S p h e r e s . T h e m o s t c o m m o n l y f o u n d c o r r e l a t i o n , p r e d o m i ­

n a t e l y s o , f o r t r a n s f e r t o a n d f r o m s p h e r e s a n d r i g i d d r o p l e t s 

t a k e s t h e g e n e r a l f o r m (101, 212, 235) 

S h c = S h s + g R e c

P S c c

r ( 3 . 2 4 ) 

w h e r e S h = k d-,/11 , k = c o n t i n u o u s p h a s e t r a n s f e r c o e f f i c i -

e n t , g = c o e f f i c i e n t , p , r = e x p o n e n t s , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n 

i s a s d e f i n e d e a r l i e r . F o r f o r c e d c o n v e c t i o n s y s t e m s , S h g i s 

t h e S h e r w o o d n u m b e r f o r s t a t i o n a r y d r o p s i n a s t a g n a n t m e d i u m 

p r e v i o u s l y c a l c u l a t e d t o b e e x a c t l y 2 ( s e e e q . 3»23). T h i s 
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b a s i c f o r m w a s o r i g i n a l l y ( 5 ) p r o p o s e d b y F r o s s l i n g i n 1 9 3 8 

( 6 2 ) i n h i s s t u d y o f e v a p o r a t i o n f r o m f a l l i n g d r o p s a f t e r o b ­

t a i n i n g a n a p p r o x i m a t e s o l u t i o n t o t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s . 

I t w i l l b e r e c a l l e d t h a t i n t h e d i s c u s s i o n o f d i m e n s i o n l e s s 

p a r a m e t e r s i n C h a p t e r I I a p a r a m e t r i c f o r m s i m i l a r t o e q . ( 3 * 2 4 ) 

w a s p r e d i c t e d ( s e e e q . 2 . 2 0 2 ) . 

R a n z a n d M a r s h a l l e x t e n d e d F r o s s l i n g 5 s b a s i c f o r m t o 

f r e e c o n v e c t i o n s y s t e m s . T h e y p r o p o s e d t h e s i m i l a r f o r m ( 4 0 , 

1 0 6 ) 

S h c = S h g + l i G r c

s S o c

t ( 3 . 2 6 ) 

w h e r e h = c o e f f i c i e n t , s , t = e x p o n e n t s , a n d G r i s t h e c o n t i n u -
c 

o u s p h a s e G r a s h o f n u m b e r d e f i n e d e a r l i e r . E q s . ( 3 . 2 4 ) a n d 

( 3 . 2 6 ) c a n b e c o m b i n e d i n t h e m o r e g e n e r a l f o r m (233) 

S h = 2 + g R e „ p S c r + h G r s S c ( 3.27) c c c C C x • < • 

w h e r e S h g h a s b e e n r e p l a c e d b y i t s t h e o r e t i c a l l y c a l c u l a t e d 

v a l u e , a n d t h e s e c o n d a n d t h i r d t e r m s o n t h e R . H . S . r e p r e s e n t 

t h e e f f e c t s o f f o r c e d a n d f r e e c o n v e c t i o n , r e s p e c t i v e l y . 

I t s h o u l d b e p o i n t e d o u t t h a t q u i t e o f t e n t h e 1 1 2 1 1 i n 

e q s . ( 3 . 2 4 ) , ( 3 . 2 6 ) , o r ( 3.27) i s o m i t t e d b e c a u s e i t i s o f 

n e g l i g i b l e m a g n i t u d e i n c o m p a r i s o n t o t h e o t h e r t e r m s i n m a n y 

s y s t e m s t h a t a r e a n a l y z e d . 
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T h e f l o w c o n d i t i o n s w i l l , o f c o u r s e , i n f l u e n c e t o a c o n ­

s i d e r a b l e d e g r e e t h e v a l u e s o f t h e s e e x p o n e n t s a n d c o e f f i c i e n t s . 

T h e l o c a t i o n o f t h e s e p a r a t i o n p o i n t o f t h e b o u n d a r y l a y e r w i l l 

v a r y a n d t h u s t h e d e g r e e o f t r a n s f e r w h i c h o c c u r s i n t h e w a k e 

w i l l l i k e w i s e v a r y w i t h f l o w c o n d i t i o n s . W h e t h e r o r n o t t h e 

b o u n d a r y l a y e r b e c o m e s t u r b u l e n t o r r e m a i n s l a m i n a r c a n b e e x ­

p e c t e d t o i n f l u e n c e a l s o t h e a m o u n t o f t r a n s f e r w h i c h o c c u r s . 

A s p o i n t e d o u t b y K e e y a n d G l e n ( 1 3 1 ) , t h e s o m e t i m e s w i d e d i v e r ­

g e n c e i n t h e v a r i o u s v a l u e s r e p o r t e d f o r t h e c o e f f i c i e n t a n d e x ­

p o n e n t s i n e q . ( 3 . 2 4 ) m a y b e d u e t o i n a d e q u a t e c o n s i d e r a t i o n o f 

t h e s e f a c t o r s . I n d e e d , t h e y c o n s i d e r e d t h e g e n e r a l e x p r e s s i o n 

o f e q . ( 3 . 2 4 ) t o b e n o t e n t i r e l y a d e q u a t e b e c a u s e o f w a k e e f f e c t s 

a n d t u r b u l e n c e i n t h e b o u n d a r y l a y e r . 

F o r R e y n o l d s n u m b e r s o f 2 - 8 0 0 ( 6 2 ) F r o s s l i n g d e t e r m i n e d 

s e m i - e m p i r i c a l l y t h e c o e f f i c i e n t h t o b e 0.552 a n d t h e e x p o n e n t s 

p a n d r t o b e 1 / 2 a n d 1 / 3 ? r e s p e c t i v e l y ( 1 0 1 , 1 0 6 ) . R a n z a n d 

M a r s h a l l ( 1 0 1 , 1 0 6 ) f o u n d p a n d r t o b e t h e s a m e b u t h t o b e 

0 . 6 0 0 . F o r h , s , a n d t , R a n z a n d M a r s h a l l d e t e r m i n e d t h e s i m i ­

l a r v a l u e s o f 0 . 6 0 0 , 1 / 4 , a n d 1 / 3 , r e s p e c t i v e l y ( 4 0 , 1 0 6 ) . 

N u m e r o u s o t h e r d e t e r m i n a t i o n s h a v e b e e n m a d e o f t h e v a l u e s o f 

t h e v a r i o u s e x p o n e n t s a n d c o e f f i c i e n t s i n t h e a b o v e e q u a t i o n s , 

a l t h o u g h t h o s e d e t e r m i n e d f o r e q . ( 3 . 2 4 ) a r e m o r e c o m m o n l y e n ­

c o u n t e r e d . R e s o r t h a s o f t e n b e e n m a d e t o t h e u s e o f a s s u m e d ^ 

p o l y n o m i n a l e x p r e s s i o n s f o r t h e c o n c e n t r a t i o n s a n d v e l o c i t i e s 

i n t h e h y d r o d y n a m i c a n d c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r s ( 1 0 6 , 1 2 6 , 

1 2 8 ) , s u c h a s w a s d o n e i n t h e e x a m p l e o f l a m i n a r f l o w . o v e r a 
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f l a t p l a t e c o n s i d e r e d i n C h a p t e r I I . S o m e a n a l y s e s , o n t h e 

o t h e r h a n d , a r e c o n c e r n e d w i t h f l o w i n t h e S t o k i a n r a n g e , i n 

w h i c h c a s e t h e N a v i e r - S t o k e s e q u a t i o n s c a n o f t e n h e s o l v e d 

( 6 1 , 1 2 6 ) . 

S t e i n b e r g e r a n d T r e y b a l (235) m a d e a n e x t e n s i v e r e v i e w 

o f t h e l i t e r a t u r e a n d p r o p o s e d t h e f o l l o w i n g : f o r G r a s h o f a n d 

Q 
S c h m i d t n u m b e r s l e s s t h a n 1 0 

S h = 2 + 0 . 5 6 9 ( G r S c ) ° ' 2 5 ° + 0 . 3 4 7 ( R e „ S c 0 , 5 ) 0 d 6 2 ( 3 . 2 8 ) 

Q 
while for G-rashof and Schmidt numbers greater than 10 

S h = 2 + 0 . 0 2 5 4 ( G r S c J l / 5 S c ° ' 2 4 4 + 0 . 3 4 7 ( R e S c ° ' 5 ) 0 e 6 2 

c c c c c c 

(3.29) 

F o r s u m m a r i e s a n d t a b u l a t i o n s o f v a r i o u s e x p o n e n t s a n d c o e f ­

f i c i e n t s d e t e r m i n e d b y m a n y i n v e s t i g a t o r s t h e r e a d e r i s r e ­

f e r r e d t o ( 7 4 , 1 3 1 , a n d 2 0 8 ) . I t i s t o b e n o t e d t h a t m o s t o f 

t h e s e c o r r e l a t i o n s p r e d i c t t h e t r a n s f e r r a t e t o v a r y a s t h e 

1 / 2 t o 2 / 3 p o w e r o f t h e d i f f u s i v i t y (209). 
C i r c u l a t i n g D r o p l e t s . I n t e r n a l c i r c u l a t i o n h a s a c o n ­

s i d e r a b l e i n f l u e n c e o n t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e s u r ­

r o u n d i n g a d r o p l e t ( 1 2 6 , 1 2 8 , 192, 213) a s w e l l a s i n t h e 

d r o p l e t i t s e l f b e c a u s e o f s e v e r a l r e a s o n s . T h e c i r c u l a t o r y 

m i x i n g i n s i d e t h e d r o p l e t t e n d s t o s p e e d t r a n s f e r t h e r e , t h u s 

r e d u c i n g t h e i n t e r n a l t r a n s f e r r e s i s t a n c e a n d a l l o w i n g h i g h e r 
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S h = 1.13 P e (3*30) 

t r a n s f e r r a t e s i n t h e e x t e r i o r p h a s e (212). C i r c u l a t i o n , 

f u r t h e r m o r e , c o n s i d e r a b l y i n f l u e n c e s t h e e x t e r n a l f l o w p a t ­

t e r n , r e s u l t i n g i n a d e c r e a s e d t h i c k n e s s o f t h e s u r r o u n d i n g 

h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r (52) a n d c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y 

l a y e r ( 1 2 6 , 129, 213). I n a d d i t i o n , s i n c e c i r c u l a t i o n s p e e d s 

t h e r a t e a t w h i c h f l u i d f l o w s o v e r t h e d r o p l e t s u r f a c e , t h e c o n ­

t a c t t i m e b e t w e e n p a r t i c u l a r p a r t i c l e s o f t h e s u r r o u n d i n g f l u i d 

a n d t h e d r o p l e t s u r f a c e i s s h o r t e n e d . T r a n s f e r , t h e r e f o r e , 

o c c u r s a t t h e h i g h e r i n i t i a l r a t e s o f e a r l y c o n t a c t t i m e s r a t h e r 

t h a n a t t h e s l o w e r r a t e s r e a c h e d a f t e r l o n g c o n t a c t t i m e s . T h u s 

t h e o v e r a l l t r a n s f e r r a t e i s i n c r e a s e d (192). T h o u g h t h e s e e f ­

f e c t s h a v e b e e n e x p e r i m e n t a l l y v e r i f i e d (74-, 1 2 8 , 192), e x t e r n a l 

e f f e c t s o f c i r c u l a t i o n h a v e r e c e i v e d l e s s a t t e n t i o n t h a n t h e 

i n t e r n a l e f f e c t s o f c i r c u l a t i o n (93) • 

C o r r e l a t i o n s f o r c i r c u l a t i n g d r o p l e t s h a v e q u i t e o f t e n 

t a k e n f o r m s s i m i l a r t o t h o s e f o r r i g i d s p h e r e s , t h e e f f e c t s o f 

c i r c u l a t i o n b e i n g i n t r o d u c e d b y t h e i n c o r p o r a t i o n o f a d d i ­

t i o n a l f a c t o r s o r a b s o r b e d i n e x p o n e n t s a n d c o e f f i c i e n t s (77, 

210). 

B o u s s i n e s q (93) , a n d l a t e r P u c k e n s t e i n (213) , u s e d p o ­

t e n t i a l t h e o r y t o c a l c u l a t e a n a v e r a g e , s t e a d y s t a t e S h e r w o o d 

n u m b e r a s s u m i n g n e g l i g i b l e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r t h i c k ­

n e s s . T h e y o b t a i n e d 
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I t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t t h i s s a m e e q u a t i o n c a n 

h e o b t a i n e d d i r e c t l y f r o m H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n t h e o r y (96, 1 0 1 ) 

i f t h e t i m e o f c o n t a c t b e t w e e n t h e t w o p h a s e s i s a p p r o x i m a t e d 

a s t h e v e l o c i t y o f t h e s p h e r e d i v i d e d b y i t s d i a m e t e r . F o r 

d i l u t e s o l u t i o n s , f r o m e q . ( 2 . 1 0 1 ) , t h e i n s t a n t a n e o u s t r a n s f e r 

c o e f f i c i e n t f o r t h e c o n t i n u o u s p h a s e i s 

k c = V D c A t (3.31) 

T h e a v e r a g e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t t h e r e f o r e b e c o m e s 

i f c t 

V t ^ \ k c d t = 2 k c ^ - 3 2 ) 

w h e r e k A = t h e a v e r a g e v a l u e o f k a n d t . = t h e c o n t a c t t i m e , 
c c c t 

I n t r o d u c t i n g t h e s i m p l i f i c a t i o n f o r t h e c o n t a c t t i m e , e q . 

(3*32) b e c o m e s 

k c = ( 2 D c U A d d ) 1 / 2 ( 3.33) 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s a s u s e d p r e v i o u s l y . U p o n r e a r r a n g e m e n t , 

(3«33) b e c o m e s e q . (3.30). S i d e m a n a n d S h a b t a i ( 2 1 3 ) n o t e 

t h i s i s n o t u n e x p e c t e d s i n c e b o t h B o u s s i n e s q ' s a n d H i g b i e ' s 

d e r i v a t i o n s a r e e s s e n t i a l l y b a s e d o n a d i f f u s i o n m o d e l . 

H a r r i o t t (93) t a k e s e x c e p t i o n t o t h i s , c o n s i d e r i n g t h e a g r e e ­

m e n t t o b e p u r e c o i n c i d e n c e s i n c e B o u s s i n e s q ' s d e v e l o p m e n t 
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t a k e s i n t o c o n s i d e r a t i o n a c c e l e r a t i o n a t t h e d r o p l e t s u r f a c e 

w h i l e H i g b i e ? s d o e s n o t . T h o u g h t h e y u s e d i t i n t h e a n a l y s i s 

o f t h e i r o w n e x p e r i m e n t a l d a t a , G a r n e r a n d S k e l l a n d h a v e a l s o 

q u e s t i o n e d t h e v a l i d i t y o f a p p l y i n g H i g b i e 9 s a n a l y s i s d i r e c t l y 

t o s p h e r i c a l d r o p l e t s (27). 

C o n i c a n d S a y i c (78), c o n s i d e r i n g t h e e n e r g y d i s s i p a t i o n 

b y v i s c o u s f o r c e s a n d the e n e r g y i m p a r t e d t o t h e c o n t i n u o u s 

p h a s e b y d r o p l e t c i r c u l a t i o n , i n t r o d u c e d a f a c t o r k ^ , t h e r a t i o 

o f t h e a c t u a l i n t e r f a c i a l v e l o c i t y t o t h e i n t e r f a c i a l v e l o c i t y 

p r e d i c t e d b y p o t e n t i a l t h e o r y , t o a c c o u n t f o r t h e r e d u c t i o n i n 

t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r t h i c k n e s s w i t h i n c r e a s i n g c i r ­

c u l a t i o n (93) . T h e y f o u n d t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r 

t h i c k n e s s t o v a r y a s ( l - k y ) * , k v t e n d i n g t o z e r o a t l o w 

R e „ a n d o n e a t h i g h R e „ (213). G r i f f i t h (74) e x t e n d e d C o n i c 
c c 

a n d S a v i c ' s c o n c e p t s b y e m p l o y i n g t h e i r f a c t o r i n e q . (3«30) 
a n d e x p e r i m e n t a l l y v e r i f y i n g t h i s n e w f o r m , v i z . , 

S h Q = 2 + 1,13 P e 1 / 2 k v

1 / 2 (3.34) 

w h e r e t h e t e r m f , 2 n i s i n t r o d u c e d f o r t h e s a m e r e a s o n i t w a s 

e m p l o y e d i n e q . (3.27). 
T h e e f f e c t s o f c i r c u l a t i o n h a v e a l s o b e e n c o n s i d e r e d 

b y i n t r o d u c i n g t e r m s i n v o l v i n g t h e r a t i o o f t h e c o n t i n u o u s 

a n d t h e d i s c o n t i n u o u s p h a s e v i s c o s i t i e s . E l z i n g a a n d B a n c h e r o 

(50) f o u n d t h e S h e r w o o d n u m b e r t o v a r y a s 
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w h i l e H e e r t z e s , H o l v e , a n d T a l s m a (98) c o r r e l a t e d t h e i r e x p e r i ­

m e n t a l r e s u l t s w i t h t h e t e r m 

W a k e s l m a (209), o n t h e o t h e r h a n d , m e r e l y u s e d a r a t i o o f t h e 

d i s c o n t i n u o u s a n d t h e c o n t i n u o u s p h a s e v i s c o s i t i e s . I n g e n e r a l , 

h o w e v e r , t h e s e f o r m s c a n b e r e p r e s e n t e d a s (77, 209) 

S h = g 1 R e / S c c

r ' f ( u d / u c ) (3.33) 

w h e r e f ( u - ^ / u - q ) i s s o m e f u n c t i o n o f t h e d i s c o n t i n u o u s a n d t h e 

c o n t i n u o u s p h a s e v i s c o s i t i e s , v a r y i n g w i t h t h e i n v e s t i g a t o r , 

a n d g 1 , p ' , a n d r ' h a v e s i m i l a r r o l e s t o g , p , a n d r i n e q . 

(3.23). F o r t a b u l a t i o n s o f s o m e o f t h e v a r i o u s f o r m s p r o p o s e d 

a n d u s e d b y d i f f e r e n t i n v e s t i g a t o r s , t h e r e a d e r i s r e f e r r e d t o 

(74, 123, 127, 131 a n d 2 0 8 ) . 

T r a n s f e r i n D r o p l e t s 

A s o p p o s e d t o m a s s t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e 

s u r r o u n d i n g a d r o p l e t , a n a l y s i s o f m a s s t r a n s f e r i n s i d e o f a 

d r o p l e t h a s u s u a l l y b e e n b a s e d u p o n s o m e a s s u m e d m a t h e m a t i c a l 
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m o d e l ( 1 1 8 ) , F u r t h e r m o r e , s i n c e d r o p l e t s a r e o . f f i n i t e e x t e n t , 

a s o p p o s e d t o t h e , c o m p a r a t i v e l y s p e a k i n g , u n l i m i t e d e x t e n t o f 

t h e s u r r o u n d i n g c o n t i n u o u s p h a s e , m o s t m o d e l s h a v e n e c e s s a r i l y 

b e e n u n s t e a d y o n e s . 

I n t e r n a l d r o p l e t m o t i o n h a s r e c e i v e d c o n s i d e r a b l e a t t e n ­

t i o n i n c o n n e c t i o n w i t h t r a n s f e r i n s i d e a d r o p l e t . I n t e r n a l c i r ­

c u l a t i o n h a s a l r e a d y b e e n d i s c u s s e d . T h e e f f e c t s o f t h i s m o t i o n 

o n m a s s t r a n s f e r h a s s t i m u l a t e d m a n y i n v e s t i g a t i o n s , a g r e a t 

m a n y o f w h o m h a v e u s e d t h e c i r c u l a t o r y m o t i o n o f a d r o p l e t i n 

c r e e p i n g f l o w , , e q . ($.1). I t h a s b e e n p o i n t e d o u t t h a t m a n y o f 

t h e i n v e s t i g a t i o n s u s i n g H a d a m a r d ' s s t r e a m f u n c t i o n h a v e b e e n o f 

s y s t e m s w i t h R e y n o l d s n u m b e r s , R e * a p p r o a c h i n g 2000, t h e i m p l i -
c 

c a t i o n b e i n g t h a t m o d e l s b a s e d o n t h i s s t r e a m f u n c t i o n m a y h a v e 

w i d e r a p p l i c a b i l i t y t h a n m i g h t b e a n t i c i p a t e d (20, 213). I n d e e d , 

H a m i e l e c a n d J o h n s o n (123), u s i n g p o l y n o m i n a l e x p a n s i o n s f o r 

s t r e a m f u n c t i o n s , h a v e s h o w n t h a t t h e s t r e a m l i n e p a t t e r n i n 

s p h e r i c a l d r o p l e t s i n v i s c o u s f l o w h a v i n g R e y n o l d s n u m b e r s a s 

h i g h a s a p p r o x i m a t e l y 8 0 i s v e r y s i m i l a r t o t h a t p r e d i c t e d b y 

e q . (3«1) f o r a d r o p l e t i n t h e S t o k i a n r e g i m e . 

T h e e f f e c t o f s u r f a c t a n t s o n d r o p l e t c i r c u l a t i o n h a s ^ 

b e e n d i s c u s s e d b r i e f l y e a r l i e r i n t h i s c h a p t e r . S i n c e i n t e r n a l 

c i r c u l a t o r y m o t i o n c a n c o n s i d e r a b l y e n h a n c e m a s s t r a n s f e r , a n y 

e f f e c t w h i c h t e n d s t o r e d u c e t h i s c i r c u l a t i o n w i l l l i k e w i s e 

r e d u c e t h e m a s s t r a n s f e r . S i n c e t h e r e i s s o m e p o i n t a t w h i c h 

a c c u m u l a t i o n s o f a s u r f a c t a n t b e c o m e g r e a t e n o u g h t o e f f e c t ­

i v e l y s t o p c i r c u l a t i o n , a p o i n t w h i c h i s p e c u l i a r t o t h e d r o p -
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l e t , ( 1 2 6 ) d r o p l e t s w i t h o u t s u r f a c t a n t s a n d s i m i l a r d r o p l e t s 

w i t h s u r f a c t a n t s c a n b e e x p e c t e d t o e x h i b i t d i f f e r e n t t r a n s ­

f e r c h a r a c t e r i s t i c s , t h o s e w i t h s u f f i c i e n t c o n c e n t r a t i o n s o f 

s u r f a c t a n t h a v i n g t r a n s f e r r a t e s s i m i l a r t o r i g i d s p h e r e s ( 2 1 6 ) , 

I t h a s b e e n n o t e d , h o w e v e r , t h a t d r o p l e t s o n t h e o r d e r o f l e s s 

t h a n t w o m m , s m a l l d r o p l e t s a s t h e y a r e t e r m e d , a r e n o t 

g r e a t l y a f f e c t e d b y s u r f a c t a n t s s i n c e t h e y t e n d n o t t o e x h i b i t 

c i r c u l a t i o n a n y w a y ( 2 1 6 ) . 

W h i l e d r o p l e t o s c i l l a t i o n a n d d i s t o r t i o n h a v e f r e q u e n t l y 

b e e n o b s e r v e d (19, 50, 135, 1 4 4 , 150, 1 8 0 , 1 8 8 ) , r e l a t i v e l y 

l i t t l e w o r k h a s b e e n d o n e o n t h e e f f e c t s o f o s c i l l a t i o n a n d 

d i s t o r t i o n o n m a s s t r a n s f e r i n t h e d i s p e r s e d p h a s e , a l t h o u g h i t 

i s k n o w n t h a t t h e y g e n e r a l l y p r o d u c e h i g h e r t r a n s f e r r a t e s (21, 

2 3 6 ) . K i n t e r a n d R o s e ( 1 8 0 ) , h o w e v e r , p r o p o s e d a m o d e l f o r 

l a r g e o s c i l l a t i n g d r o p s . D r o p l e t o s c i l l a t i o n a n d d i s t o r t i o n 

i s n o t p r o n o u n c e d i n s m a l l d r o p l e t s , (232) t h a t i s , d r o p l e t s 

w h i c h a r e o n t h e o r d e r o f l e s s t h a n o n e o r t w o mm i n d i a m e t e r . 

S u c h s i z e d r o p l e t s t e n d t o a c t m o r e a s r i g i d s p h e r e s (215)• 
A s d r o p l e t s i z e i n c r e a s e s , h o w e v e r , t h e d y n a m i c p r e s s u r e f o r c e 

a c t i n g i n t h e r e g i o n o f t h e u p s t r e a m s t a g n a t i o n p o i n t b e c o m e s 

s u f f i c i e n t l y l a r g e t o c a u s e d i s t o r t i o n a n d i n s t a b i l i t y l e a d i n g 

t o o s c i l l a t i o n (232). F u r t h e r m o r e , e x p e r i m e n t i n g w i t h d r o p l e t s 

o f 0.2 t o 0.5 c m d i a m e t e r , C a l d e r b a n k a n d K o r c h i n s k i (19), d i d 

n o t o b s e r v e o s c i l l a t i o n u n t i l R e r e a c h e d a p p r o x i m a t e l y 200. 
c 

D r o p l e t d i s t o r t i o n a n d o s c i l l a t i o n m a y , t h e r e f o r e , b e o f l i t t l e 

c o n s e q u e n c e i n s m a l l d i a m e t e r d r o p l e t s y s t e m s . F o r d e t a i l e d 
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r e v i e w s o f v a r i o u s a s p e c t s o f d r o p a n d s p h e r e m e c h a n i c s , r e f e r ­

e n c e s h o u l d h e m a d e t o ( 6 4 , 6 5 , 6 6 , 6 7 , 6 8 , 110, 1 4 1 , a n d 233) 

S i n c e a d r o p l e t c a n e x h i b i t s u c h a w i d e r a n g e o f c h a r ­

a c t e r i s t i c s w h i c h , i n g e n e r a l , w o u l d b e e x p e c t e d t o r e f l e c t 

c o n s i d e r a b l e i n f l u e n c e o n m a s s t r a n s f e r i n t h e d r o p l e t , i t i s 

o f v a l u e t o e x a m i n e d r o p l e t m o d e l s b o t h w h i c h a r e s t a g n a n t a n d 

w h i c h e x h i b i t s o m e t y p e o f c i r c u l a t o r y o r o s c i l l a t o r y m o t i o n . 

R a t h e r t h a n e x p r e s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s , e s s e n t i a l l y 

e x p l i c i t l y , i n t h e f o r m o f a S h e r w o o d n u m b e r a s i s u s u a l l y 

d o n e f o r m a s s t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e , t r a n s f e r c o e f ­

f i c i e n t s f o r t h e d r o p l e t p h a s e a r e g e n e r a l l y e x p r e s s e d i m p l i c ­

i t l y i n t h e f o r m o f a t r a n s f e r e f f i c i e n c y (122, 209). F o r 

d i s s o l u t i o n o f s o l u t e A i n t o a d r o p l e t , i t c a n b e d e f i n e d a s 

PAD'PAD 
E - ( 3 . 3 6 ) 

p A D ± pAD Q 

w h e r e E = t r a n s f e r e f f i c i e n c y f o r a t i m e p e r i o d e q u a l t o t , 

t b e i n g z e r o a t b e g i n n i n g o f t h e t i m e p e r i o d , p^-p = a v e r a g e 

s o l u t e c o n c e n t r a t i o n i n d r o p l e t a t t i m e t , p ^ - =: i n i t i a l , 
' o 

u n i f o r m s o l u t e c o n c e n t r a t i o n i n d r o p l e t , p j ^ = s o l u t e c o n ­

c e n t r a t i o n a t d r o p l e t i n t e r f a c e . I t i s s e e n t h a t E m e r e l y 

r e p r e s e n t s t h a t f r a c t i o n o f s o l u t e o f t h e m a x i m u m , p o s s i b l e 

w h i c h i s a c t u a l l y a b s o r b e d i n t i m e p e r i o d t i f n o s u p e r s a t u -

r a t i o n i s a s s u m e d t o o c c u r . 
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A l s o t o e x p r e s s t h e e f f i c i e n c y o f a n a b s o r p t i o n m e c h a n ­

i s m , t h e e x p r e s s i o n (50) 

E , PAD.-PAD ^ 
PAD."PAD 

1 0 

c a n b e u s e d , w h i c h r e p r e s e n t s , f o r a b s o r p t i o n o f s o l u t e A i n t o 

a d r o p l e t , t h e f r a c t i o n o f m a s s n o t y e t a b s o r b e d a t t i m e t . 

T h u s h i g h e r t r a n s f e r e f f i c i e n c i e s r e s u l t i n s m a l l v a l u e s o f E 1 . 

T h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n E a n d E 1 i s g i v e n b y 

E = 1 - E 1 (3.38) 

a s c a n b e e a s i l y s h o w n . 

I f a m a s s p a r a m e t e r i s d e f i n e d a s t h e a m o u n t o f s o l u t e 

a t t i m e t i n a d r o p l e t a b o v e i t s i n i t i a l , u n i f o r m v a l u e , t h a t 

i s , 

( PAD-PAD > * d <3.39) 

w h e r e M ( t ) i s t h e m a s s p a r a m e t e r a n d ¥ ^ i s t h e d r o p v o l u m e , 

a n d M(0) i s d e f i n e d a s 

1 1 * O 
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t h e n , f r o m e q . (3*36), 

* E ( 3 . 4 0 ) 

L i k e w i s e , a m a s s d e f i c i e n c y p a r a m e t e r c a n h e d e f i n e d a s 

t h e a m o u n t o f s o l u t e b y w h i c h t h e d r o p l e t c o n c e n t r a t i o n i s l e s s 

t h a n t h e i n t e r f a c i a l c o n c e n t r a t i o n , t h a t i s , 

w h e r e M ( t ) i s t h e m a s s d e f i c i e n c y p a r a m e t e r . F r o m e q . (3.37) 
t h e n 

i l i t l _ M ( t ) _ E i . ( 5 

MCS5T" " m 1 ( 0 ) - * o . ^ ; 

w h e r e M ( 0 ) = M ' ( 0 ) . 

I n t h e s p e c i a l c a s e w h e r e t h e i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n o f 

t h e d r o p l e t i s z e r o , t h e m a s s p a r a m e t e r r e p r e s e n t s t h e t o t a l 

m a s s o f s o l u t e i n t h e d r o p l e t . 

U s i n g t h e d i f f e r e n c e i n c o n c e n t r a t i o n b e t w e e n t h e i n t e r ­

f a c i a l v a l u e a n d a v e r a g e v a l u e i n t h e d r o p l e t a s t h e c h a r ­

a c t e r i s t i c d r i v i n g p o t e n t i a l , t h e n f r o m e q . (2.83) t h e m a s s 

f l u x o f A b e i n g a b s o r b e d i n t o t h e d r o p l e t f r o m t h e s u r r o u n d i n g 

f l u i d i s g i v e n b y 
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; N A , = V P A D . - p A D > ( 3 . 4 3 ) 

w h e r e k ^ i s a n i n s t a n t a n e o u s , i n t e r n a l , d r o p l e t ( i . e . , d i s c o n ­

t i n u o u s p h a s e ) t r a n s f e r c o e f f i c i e n t . S i n c e t h e m a s s f l u x i s 

t h e r a t e o f m a s s t r a n s f e r p e r u n i t a r e a , e q . ( 3 . 4 3 ) c a n ^ e r e " 

w r i t t e n a s 

aPAD 6 7 t d d _ 6 k d _ 

" d t " = i d ^ ^ ^ A D . ' P A D ) == o ^ ^ A D . - P A D ) ( 5 - 4 4 ) 

A t i m e a v e r a g e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t c a n b e d e f i n e d a s 

k a = t £ k a d t ( 3 - 4 5 ) 

T h e r e f o r e , u s i n g e q . ( 3 . 4 4 ) 

T~ i P d d i PAD ( 7 , 
k d = t I 6 ~ " d t " d t ( 3 ' 4 6 ) 

b pAD.-pAD 

T h u s , s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y J o h n s a n d B e c k m a n ( 1 2 0 ) , a n d 

G a r n e r a n d S k e l l a n d ( 2 5 ) , 

- d . PAD."PAD A 
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s i n c e PAD = PAD a ^ * e ( l u a l s z e r o * T h e r e f o r e , u s i n g e q . ( 3 . 4 1 ) , 

J L l 
M 1 

3 k 
= e x p ( - : ! T , t ) ( 3 . 4 8 ) 

A l s o u s e d a t t i m e s t o d e s c r i b e t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s 

i n d r o p l e t s i s a n e f f e c t i v e d i f f u s i v i t y r a t i o , R ' * , p r o p o s e d b y 

C a l d e r b a n k a n d K o r c h i n s k i (19), w h i c h i s t h e r a t i o o f t h e e f f e c ­

t i v e d i f f u s i v i t y w h i c h w o u l d r e s u l t i n t h e t r a n s f e r a c t u a l l y 

m e a s u r e d i n a s y s t e m , i f i t b e a s s u m e d t h e t r a n s f e r m e c h a n i s m 

i s t h a t w h i c h w o u l d o c c u r i n a n o n c i r c u l a t i n g d r o p l e t , t o t h e 

a c t u a l m o l e c u l a r d i f f u s i v i t y (123). S i n c e t h e d e f i n i t i o n o f R * 

d o e s d e p e n d o n a n u n d e r s t a n d i n g o f t h e s t a g n a n t d r o p m o d e l , a s 

w e l l a s t h a t m o d e l ' s r e l a t i o n t o o t h e r t r a n s f e r m o d e l s , m o r e 

d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f R w i l l b e d e f e r r e d u n t i l l a t e r p a r a ­

g r a p h s . 

N o n c i r c u l a t i n g ! : D r o p l e t 

l e t m a y b e h a v e a s i f i t w e r e n o n c i r c u l a t i n g . I n s u c h i n s t a n c e s 

t h e t r a n s f e r m e c h a n i s m i s n e c e s s a r i l y o n e o f d i f f u s i o n . T h e 

e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r a s p h e r i c a l d r o p w i t h c o n s t a n t 

d i f f u s i v i t y i s t h e r e f o r e g i v e n b y e q . (3.15)• A s s u m i n g s y m ­

m e t r y w i t h r e s p e c t t o 0 a n d <|>, i t r e d u c e s t o , f o r t h e d i s s o l u ­

t i o n o f s o l u t e Ai i n t h e d r o p l e t , 

A s h a s b e e n d i s c u s s e d a b o v e , i n m a n y i n s t a n c e s a d r o p -

aPAD n , J PAD a 2 aPADs (3.49) 
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N e w m a n (174) s o l v e d e q . (3.49) f o r t h e c a s e o f n o c o n ­

t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e , t h a t i s , u n i f o r m c o n c e n t r a t i o n i n 

t h e c o n t i n u o u s p h a s e . H i s s o l u t i o n , f o r a b s o r p t i o n i n t o a 

d r o p l e t , i s 

« n V D , t E - 1 - %r L ~ r e x p [ - > d ] (3.30) 
n = l 

w h e r e t h e n o t a t i o n i s t h a t a s u s e d p r e v i o u s l y . I n e m p i r i c a l l y 

d e t e r m i n e d (123) a p p r o x i m a t i o n t o e q . (3*50) i s (20, 211) 

- D - i i - ' t 1/2 

E ^ [ 1 - e x p — 7 T — ] (3.5D 

I f o n l y t h e f i r s t t e r m i n e q . (3.50) b e c o n s i d e r e d , 

t h e n , f r o m e q . (3 .48), 

kd - " ft l n £ + Dd .̂52) 

N e g l e c t i n g t h e f i r s t t e r m , w h i c h b e c o m e s s m a l l a s t i m e p r o c e e d s , 

2u2D, 
k d * - ! d 7 (5.53) 

w h i c h i s s i m i l a r t o t h a t g i v e n b y T r e y b a l ( 2 3 4 ) . 
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I n t h e m o r e g e n e r a l c a s e , r e s i s t a n c e t o t r a n s f e r w i l l 

o c c u r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e . G r o ' b e r ( 1 2 2 ) d e t e r m i n e d t h e 

s o l u t i o n f o r t h e n o n c i r c u l a t i n g d r o p f o r v a r i o u s v a l u e s o f 

t h e p a r a m e t e r S h , d e f i n e d a s 

k d-. 
S H * = - F - ^ ( 3 . 5 4 ) 

(1 

H i s s o l u t i o n , f o r a b s o r p t i o n i n t o t h e d r o p l e t , i s ( 2 1 2 ) 

" h2B,t 
E = 1 - 6 }_ A EXP(- 1 1 J- ) ( 3 . 5 5 ) 

n = l n a 

w h e r e A\. i s a c o n s t a n t a n d A _ i s t h e e i g e n v a l u e ( n = l , 2 , . . . 0 0 ) . n " n 0 ' » 

V a l u e s o f a n d A N f o r v a r i o u s v a l u e s ' o f S h * a r e g i v e n i n 

( 2 1 4 ) . F o r t h e l i m i t i n g c a s e o f S h * a p p r o a c h i n g i n f i n i t y , c o r ­

r e s p o n d i n g t o n o c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e , A ^ a n d A-̂  a r e 

l i s t e d i n T a b l e 2 . 

A p p r o x i m a t i n g t h e d r o p l e t t r a n s f e r c o e f f i c i e n t a s d o n e 

i n O b t a i n i n g e q . ( 3 « 5 3 ) 9 i t i s s e e n t h a t f o r t h e n o n c i r c u l a t i n g 

d r o p l e t w i t h c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e 

k d * T L T < 3 . 5 6 ) 

C i r c u l a t i n g D r o p l e t 

K r o n i g a n d B r i n k ( 1 3 7 ) w e r e a p p a r e n t l y t h e f i r s t t o 

t h e o r e t i c a l l y c o n s i d e r t r a n s f e r i n a d r o p l e t w i t h i n t e r n a l 



133 

c i r c u l a t i o n . I n 1950 t h e y p r e s e n t e d a p a p e r w h i c h c o n s i d e r e d 

m a s s t r a n s f e r i n a d r o p l e t i n S t o k i a n f l o w w i t h , t h e c i r c u l a t i o n 

b e i n g t h a t p r e d i c t e d b y e q . . (3*7)> H a d a m a r d ' s s t r e a m f u n c t i o n . 

I n t h e m o d e l p r o p o s e d b y K r o n i g a n d B r i n k , r e s i s t a n c e t o t r a n s ­

p o r t i n t h e e x t e r n a l p h a s e w a s c o n s i d e r e d t o b e n e g l i g i b l e . 

T h i s r e s t r i c t i o n o f n o c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e w a s r e m o v e d 

i n 1959 b y E l z i n g a a n d B a n c h e r o (50) w h o a n a l y z e d e x a c t l y t h e 

s a m e m o d e l a s t h a t p r o p o s e d b y K r o n i g a n d B r i n k e x c e p t t h a t a 

r a n g e o f c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e s w e r e c o n s i d e r e d . E l z i n g a 

a n d B a n c h e r o 9 s m a t h e m a t i c a l f o r m u l a t i o n s w e r e l i k e w i s e v e r y 

s i m i l a r t o t h o s e o f K r o n i g a n d B r i n k . I n t h e m o d e l p r o p o s e d , 

t r a n s f e r a c r o s s s t r e a m l i n e s w a s , s i n c e t h e c i r c u l a t o r y m o t i o n 

w a s v i s c o u s , b y d i f f u s i o n . C o n v e c t i v e t r a n s p o r t a l o n g s t r e a m ­

l i n e s w a s c o n s i d e r e d t o b e s o r a p i d , w h e n c o m p a r e d t o d i f f u s i v e 

t r a n s p o r t , t h a t t h e c o n c e n t r a t i o n o f s o l u t e a r o u n d a c o m p l e t e 

c i r c u i t o f a n y p a r t i c u l a r s t r e a m l i n e w a s c o n s t a n t . E s t a b l i s h i n g 

a s y s t e m o f o r t h o g o n a l c u r v i l i n e a r c o - o r d i n a t e s , d e s i g n a t e d a s 

s ^ , s ^ , a n d s ^ , w h e r e s^ . i s p a r a l l e l t o t h e s t r e a m l i n e s , s ^ i s 

p a r a l l e l t o t h e e q u i p o t e n t i a l l i n e s , a n d s ^ f o r m s t h e r e m a i n i n g 

o r t h o g o n a l t r a j e c t o r y , a s s h o w n i n F i g . 6 , a n d d e f i n i n g 

d S ( p c - p c ) a z 

= 4R2 ( 1 - R 2 ) s i n 2 6 ( 5 . 5 7 ) 

R ^ c o s ^ e 
2R 4 -1 

( 5 . 5 8 ) 
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* = 4> 

a n d 

w h e r e 

o f t h e 

p e n d e n t 

t h e s 

a n d t 

m e n s i 

f r o m 

l a t i o n 

s i o n s i 

l e 

f o r d| 

s a v i n 

s i n c e 

a n d 

g r a t 

(3.59) 

( 

R = r / a (3.60) 

f c a n h e s h o w n t o r e p r e s e n t t h e o r t h o g o n a l t r a j e c t o r i e s 

s t r e a m l i n e s , t h e c o n c e n t r a t i o n t h e r e f o r e h e c a m e i n d e -

o f f a n d Sj • S i n c e s y m m e t r y w a s a s s u m e d t o e x i s t i n 

. d i r e c t i o n , t h e c o n c e n t r a t i o n h e c a m e a f u n c t i o n o f 
<P 

i m e o n l y . I t i s t o he noted t h a t If and Y are merely d i -

o n l e s s s t r e a m l i n e s a n d e q u i p o t e n t i a l l i n e s , ? r a n g i n g 

0 a t t h e d r o p l e t s u r f a c e t o o n e a t t h e p o i n t o f n o c i r c u -

o n t h e d r o p l e t e q u a t o r ( s e e P i g . 6).„ 

C o n s i d e r i n g a d i f f e r e n t i a l c o n t r o l v o l u m e w i t h d i m e n -

d s ^ , d s ^ , d s ^ , a n d s u m m i n g t h e m a s s f l u x e n t e r i n g a n d . 

g t h i s c o n t r o l v o l u m e , t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y h e c a m e , 

i s s o l u t i o n o f s o l u t e A , 

A f r . ^PAD, A ^ A 

9 S 7 ( D d ~ A S 7 D S R d s ( t ) ) D S 4 
^PAD-, A A 

" T T D S E D S R DS<I> (3.61) 

n o 

t h e t r a n s p o r t i n t h e s ^ d i r e c t i o n i s b y d i f f u s i o n o n l y 

n e t t r a n s p o r t o c c u r s i n t h e o r s ^ d i r e c t i o n s . I n t e -

g i n t h e s ^ a n d s ^ d i r e c t i o n s , e q . (3.61) b e c a m e 
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\ d s ! d s f % • i t J j p A D d V s , d s * (5.62) 
sf s<|> - * s f s<t> 

U s i n g t h e d e f i n i t i o n s o f ds^» , d s ^ , d s ^ i n t e r m s o f 

1 9 a n d <)>, w h i c h t h e y h a d c a l c u l a t e d t o h e 

w h e r e 

a d | 
d s S = S R s i n e J ( 3 ' 6 5 ) 

a s f 4 R 3 c o s 3 e J ^ • w - ; 

d s ^ = a R s i n 6 d<|> (3.65) 

j z = ( l - R z ) z c o s z 6 +' ( 2 R z - l ) s i n z e (3.66) 

a n d p e r f o r m i n g t h e i n d i c a t e d i n t e g r a t i o n , K r o n i g a n d B r i n k o b ­

t a i n e d t h e p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 

t ^ ^ - i f c ^ ^ W (5.67) 

w h e r e p ( ^ ) a n d q ( ^ ) a r e e l l i p t i c i n t e g r a l s . S e p a r a t i n g v a r i ­

a b l e s , e q . (3.67) r e s u l t e d i n t w o o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a ­

t i o n s , o n e o f w h i c h w a s o f t h e S t u r m - L i o u v i l l e t y p e . T h e 
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g e n e r a l s o l u t i o n a s s u m e d t h e f o r m , f o r a b s o r p t i o n i n t o a d r o p ­

l e t , 

: ( t ) / M ( 0 ) = 1 - 1 Z . A * e x p ( n . d ) ( 3 . 6 8 ) 
° n=l n a 

I n K r o n i g a n d B r i n k ' s s o l u t i o n o f e q . ( 3 . 6 7 ) , t h e b o u n d a r y 

c o n d i t i o n s o n e q . ( 3 . 6 7 ) r e s u l t i n g i n e q . ( 3 . 6 8 ) w e r e 

B . C . I : PAD =pAD. a t 5 = 0 ( r = a ) f o r a l l t ( 3 . 6 9 ) 

B . C . 2 ; i s f i n i t e a n d c o n s t a n t a t ^ = 1 

( r = ^ 2 / 2 ) f o r a l l t ( 3 . 7 0 ) 

B . C . 3 S PAD"PAD A T t 3 8 0 F O R A 1 1 \ ( 3 . 7 D 
" o 

T h e e f f e c t s o f c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e w e r e i n c l u d e d b y 

E l z i n g a a n d B a n c h e r o b y i m p o s i n g a n a d d i t i o n a l b o u n d a r y c o n d i ­

t i o n . T h e r a t e o f m a s s t r a n s f e r i n t o t h e d r o p l e t a c r o s s 

s t r e a m l i n e s i s , f r o m P i c k ' s F i r s t L a w , 

N A ? - J A ? " V F E J . ( 3 - 7 2 ) 

w h e r e J A i s t h e d i f f u s i v e f l u x i n t o t h e d r o p l e t n o r m a l t o t h e 

s t r e a m l i n e s a n d t h e n e g a t i v e s i g n i s d r o p p e d f r o m t h e t e r m o n 
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t h e r i g h t s i n c e , f o r a b s o r p t i o n , t h e t r a n s f e r i s i n t h e n e g a ­

t i v e s ^ d i r e c t i o n . F o r t r a n s f e r i n t h e e x t e r n a l p h a s e t o t h e 

d r o p l e t s u r f a c e , f r o m e q . (2.83) 

N a = k c - ( p A O b - f , A 0 1

) (3.73) 

A t t h e d r o p l e t s u r f a c e , r = a a n d $ = 0 , t h e t o t a l r a t e o f t r a n s ­

f e r o v e r t h e d r o p l e t s u r f a c e i s t h e s a m e i n b o t h p h a s e s . T h e r e ­

f o r e 

< L[ D cT^H = 0 = W ^ p A C ^ = 0 ( 3 . 7 4 ) 

w h e r e A ^ i s t h e s u r f a c e a r e a o f t h e d r o p l e t . C a r r y i n g o u t t h e 

i n t e g r a t i o n i n e q . (3.74), t h e a d d i t i o n a l b o u n d a r y c o n d i t i o n 

b e c a m e 

a ( p A C — P A C ^ 3ak 
1 6 D 

1 = 0 
r = a 

(3.75) 
5 = 0 
r = a 

T h e c a s e o f a n i n f i n i t e c o n t i n u o u s p h a s e t r a n s f e r c o e f f i c i e n t 

c o r r e s p o n d e d t o K r o n i g a n d B r i n k ' s s o l u t i o n . 

T h e c o n s t a n t s . a n d e i g e n v a l u e s i n e q . (3.68) w e r e d e t e r ­

m i n e d b y t h e m e t h o d o f R i t z ( 2 1 9 ) . I n t h e i r s o l u t i o n , K r o n i g 

a n d B r i n k d e t e r m i n e d t h e f i r s t t w o v a l u e s f o r A a n d "k . I n 



1 3 8 

1 9 3 4 , H e e r t j e s , . H o . l v e , a n d T a l s m a ( 1 0 0 ) c a l c u l a t e d : f i v e a d d i ­

t i o n a l , v a l u e s o f A a n d A „ , . a s w e l l a s . p r e s e n t i n g s o m e w h a t . 

d i f f e r e n t v a l u e s , f o r . t h e f i r s t t w o v a l u e s c a l c u l a t e d b y , . K r o n i g 

a n d . B r i n k . .... T h e s e v a l u e s a r e t a b u l a t e d i n T a b l e , 2 f o r t h e 

i n f i n i t e v a l u e : . o f t h e . p a r a m e t e r . . . . 

E l z i n g a , a n d - B a n c h e r o , u s i n g ; , g in , e l e c t r o n i c d i f f e r e n t i a l 

a n a l y z e r c a l c u l a t e d . ; ; t h e f i r s t . t h r e e v a l u e s . o f . a n d ^ a s 

s h o w n i n T a b l e . 2 , f p r . s e v e r a l v a l u e s o f S h . . .Qb .mp .a r i , spn - o f 

a n d X f o r a n i n f i n i t e k s h o w s . . t h e i r , v a l u e s t o b e , s o m e w h a t 

d i f f e r e n t f r o m n o t o n l y t h o s e d e t e r m i n e d , b y K r o n i g a n d B r i n k , 

b u t a l s o H e e r t j e s , . H o l v e , a n d T a l s m a . >•.,-, 

C a l d e r b a n k a n d K o r c h i n s k i ( 2 0 ) d e t e r m i n e d a n . a p p r o x i ­

m a t i o n t o e q . ( 3 . 6 8 ) , t o b e A . 

-2.25DX"t 0.5 
: ( t ) / M ( b ) & [ 1 - e x p ( a 2

c L d ) ] ( 3 . 7 6 ) 

E x a m i n a t i o n o f e q s . ( 3 . 6 4 ) a n d ( 3 . 4 8 ) s h o w s t h e i n t e r n a l 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t t o b e a p p r o x i m a t e l y 

^ * f \ Jj ( 3 - 7 7 ) 

i f k ^ b e d e t e r m i n e d a s i n e q . ( 3 « 5 3 ) . F r o m e q . ( 3 . 7 6 ) , k ^ i s 

a l s o a p p r o x i m a t e d b y ( 2 3 4 ) 
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J o h n s a n d B e c k m a n ( 1 1 7 ) e x t e n d e d K r o n i g a n d B r i n k ' s 

a n a l y s i s a n d p r o p o s e d a m o r e g e n e r a l d r o p l e t m o d e l w h i c h h a s 

K r o n i g a n d B r i n k ' s s o l u t i o n a s a l i m i t i n g c a s e . T h e m o d e l 

p r o p o s e d h y J o h n s a n d B e c k m a n i s l i m i t e d , a t l e a s t i n t h e o r y , 

t o d i l u t e s o l u t i o n s a n d n o c o n t i n u o u s p h a s e r e s i s t a n c e . T h e 

m o d e l e x a m i n e d h y K r o n i g a n d B r i n k a s s u m e d , a s d i d t h e m o d e l 

o f E l z i n g a a n d B a n c h e r o , t h a t s o l u t e t r a n s p o r t a l o n g s t r e a m ­

l i n e s d u e t o d i f f u s i o n w a s n e g l i g i b l e i n c o m p a r i s o n t o t h e c o n ­

v e c t i v e t r a n s p o r t . J o h n s a n d B e c k m a n , h o w e v e r , e x a m i n e d t h e 

s i t u a t i o n i n w h i c h t h e c o n v e c t i v e v e l o c i t y m a y a s s u m e a w i d e 

r a n g e o f v a l u e s , f r o m z e r o , c o r r e s p o n d i n g t o t h e n o n - c i r c u l a t i n g 

d r o p l e t , t o , m a t h e m a t i c a l l y s p e a k i n g , i n f i n i t y , c o r r e s p o n d i n g 

t o K r o n i g a n d B r i n k ' s m o d e l . T h u s i n o n e m o d e l i s e n c o m p a s s e d 

a m o d e r a t e l y w i d e r a n g e o f p h y s i c a l c o n d i t i o n s . 

F o r d i l u t e s o l u t i o n s t h e g e n e r a l e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y 

i s g i v e n b y e q . ( 2 . 4 2 ) . T h e i n c l u s i o n o f t h e c o n v e c t i v e f l u x 

i s t h e d i s t i n g u i s h i n g m a t h e m a t i c a l c h a r a c t e r i s t i c o f J o h n s a n d 

B e c k m a n ' s m o d e l f r o m t h a t o f K r o n i g a n d B r i n k ' s . I f t h e s o l u ­

t i o n b e s u f f i c i e n t l y d i l u t e , t h e n t h e v e l o c i t y i n t h e d r o p l e t 

i s g i v e n c l o s e l y b y 

V - vL ( 3 . 7 9 ) 

w h e r e V i s d e f i n e d i n e q . ( 2 . 3 2 ) a n d i s t h e v e c t o r v e l o c i t y 

o f t h e s o l v e n t f l u i d . T h e c o m p o n e n t s o f i n s p h e r i c a l 

c o - o r d i n a t e s , a r e g i v e n b y e q s . ( 3 - 1 0 ) a n d ( 3 . 1 1 ) a s d e r i v e d 
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f r o m H a d a m a r d ' s s t r e a m f u n c t i o n . U s i n g e q s . ( 3 * 1 0 ) , ( 3 . 1 1 ) , 

( 3 * 7 9 ) i n e q « ( 2 . 4 2 ) , e x p r e s s e d i n s p h e r i c a l c o - o r d i n a t e s , 

a s s u m i n g t h e t r a n s f e r t o h e i n d e p e n d e n t o f t h e m e r i d i o n a l a n g l e 

b e c a u s e o f a x i a l s y m m e t r y , t h e e q u a t i o n of c o n t i n u i t y b e c o m e s , 

i n s p h e r i c a l c o - o r d i n a t e s , 

*Pad 06 

) U [ ( 1 
3Pad 

- ( 1 - ^JjiOsine f̂*] ( 3 . 8 0 ) 

I f C * i s d e f i n e d a s 

PaD±~PaD 
( 3 . 8 1 ) 

Pad."Pad^ 
1 o 

t h e n e q . ( 3 . 8 0 ) b e c o m e s 

) + R z s i n e 0 6 
1 

3 g ( s m 6 - 5 5 ) 

[ ( 1 - R 2 ) c o s 6 
9 0 * ^ 2 R 2 - 1 

0 R + R 
s i n 6 ( 3 . 8 2 ) 

w h e r e 
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T ( 3 . 8 3 ) 

P e d . d d ^ ( 3 . 8 4 ) 
d = l + ^ c = 

a n d R i s d e f i n e d a s i n e q . ( 3 * 3 9 ) • 

E q . ( 3 . 8 2 ) w a s s o l v e d f o r v a r i o u s v a l u e s o f P e d b y 

J o h n s a n d B e c k m a n u s i n g f i n i t e d i f f e r e n c e m e t h o d s a f t e r t r a n s ­

f o r m a t i o n t o r e c t a n g u l a r c o - o r d i n a t e s . S o l u t i o n s f o r t h e d i s ­

c o n t i n u o u s p h a s e S h e r w o o d n u m b e r , a v e r a g e m a s s f l u x o v e r t h e 

d r o p l e t s u r f a c e , a n d t h e v o l u m e t r i c a v e r a g e c o n c e n t r a t i o n a r e 

g i v e n g r a p h i c a l l y a s f u n c t i o n s o f t h e d i m e n s i o n l e s s t i m e p a ­

r a m e t e r , T * , f o r f i v e d i f f e r e n t v a l u e s o f P e d a s f o l l o w s : 0 , 

c o r r e s p o n d i n g t o t h e n o n - c i r c u l a t i n g d r o p l e t a n d 4 0 , 8 0 , 1 6 0 , 

a n d 3 2 0 , c o r r e s p o n d i n g t o , e s s e n t i a l l y , i n c r e a s i n g m a g n i t u d e s 

o f t h e c o n v e c t i v e v e l o c i t y i n t h e d r o p l e t . 

S i n c e t h e i n s t a n t a n e o u s d r o p l e t S h e r w o o d n u m b e r i s 

d e f i n e d a s 

a t i m e a v e r a g e d r o p l e t S h e r w o o d n u m b e r c a n b e d e f i n e d a s 

S h d = ( 3 . 8 3 ) 

( 3 . 8 6 ) 
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w h i c h f r o m e q s , (3*4-7) a n d ( 3 * 8 3 ) b e c o m e 

S h d = - I n E 1 ( 3 . 8 7 ) 

A s s h o w n b y J o h n s a n d B e c k m a n , f o r d i s s o l u t i o n i n t o a d r o p l e t 

w i t h i n i t i a l a v e r a g e c o n c e n t r a t i o n o f p ^ b o t h S h ^ a n d S h ^ 
o 

e s s e n t i a l l y r e a c h t h e i r a s y m p t o t e a f t e r a d i m e n s i o n l e s s t i m e 

o f T * = 0 . 1 3 . T h e s e a s y m p t o t i c v a l u e s o f b o t h S h ^ a n d S h ^ 

v a r y f r o m a p p r o x i m a t e l y 7 t o 1 4 f o r P e ^ o f 0 a n d 320 r e s p e c -

t i v e l y . F o r P e ^ g r e a t e r t h a n 2 4 0 , w h i c h a r e c o m m o n , t h e a s y m p ­

t o t i c v a l u e o f S h ^ i s w i t h i n 9 5 p e r c e n t o f t h e K r o n i g a n d 

B r i n k v a l u e o f a p p r o x i m a t e l y 1 7 . 9 ( s e e e q . 3 . 7 7 ) . A t i n i t i a l 

e a r l y t i m e s l e s s t h a n t h e t i m e r e q u i r e d f o r t h e f i r s t c o m p l e t e 

c i r c u i t o f a s t r e a m l i n e , S h ^ , f o r l a r g e P e ^ ( a p p r o x i m a t e l y 

g r e a t e r t h a n 2 4 0 ) , f l u c t u a t e s u p w a r d a s m u c h a s 2 3 p e r c e n t 

o f i t s a s y m p t o t i c v a l u e b e c a u s e o f t h e s h o r t t i m e r e q u i r e d f o r 

t r a n s p o r t o f s o l u t e a r o u n d a s t r e a m l i n e c i r c u i t a s c o m p a r e d 

t o t h e t i m e o f p e n e t r a t i o n o f s o l u t e i n t o t h e d r o p l e t . T h e 

a v e r a g e m a s s f l u x o v e r t h e d r o p l e t s u r f a c e a l s o d i s p l a y s s i m i ­

l a r f l u c t u a t i o n s f o r t h e s a m e r e a s o n . 

F o r a n a v e r a g e i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n o f p^-p , E* d r o p s 

o f f q u i t e r a p i d l y , r e a c h i n g 50 p e r c e n t w i t h i n a d i m e n s i o n l e s s 

t i m e , T , o f o n l y 0 . 0 3 f o r a l l v a l u e s o f P © d , t h e m o r e r a p i d 

d e c r e a s e , a s w o u l d b e e x p e c t e d , o c c u r r i n g a t h i g h e r v a l u e s o f 

P e ^ . O t h e r v a l u e s o f t h e i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n , s t a t e J o h n s 

a n d B e c k m a n , h a s a m a r k e d e f f e c t o n S h ^ a t e a r l y c o n t a c t t i m e s 
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w h i l e a t g r e a t e r t i m e s t h e e f f e c t b e c o m e s l e s s a p p a r e n t , t h e 

t i m e t o r e a c h 9 5 p e r c e n t o f t h e f i n a l e q u i l i b r i u m c o n c e n t r a ­

t i o n d i s t r i b u t i o n b e i n g r e l a t i v e l y i n d e p e n d e n t o f t h e i n i t i a l 

c o n c e n t r a t i o n l e v e l . 

T h e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e s a t t h e e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n , 

t h a t i s , t h e c o n c e n t r a t i o n p r o f i l e a t t i m e e q u a l t o i n f i n i t y , 

f o r s e v e r a l v a l u e s o f P e ^ a r e g i v e n b y J o h n s a n d B e c k m a n . F o r 

t h e d r o p l e t o f K r o n i g a n d B r i n k , t h e c o n c e n t r a t i o n c o n t o u r s 

a r e t h e s a m e a s t h e d i m e n s i o n l e s s s t r e a m l i n e s , \ . 

T u r b u l e n t D r o p l e t 

I n 1 9 5 7 H a n d l o s a n d B a r o n ( 8 3 ) p r o p o s e d a m o d e l w h i c h 

a t t e m p t e d t o c o n s i d e r t h e e f f e c t s o f t u r b u l e n c e o n m a s s t r a n s ­

f e r i n s i d e o f a l i q u i d d r o p l e t . A t h i g h v a l u e s o f R e y n o l d s 

n u m b e r s , R e , a p p r o x i m a t e l y g r e a t e r t h a n 1 0 0 0 , H a n d l o s a n d 
c 

B a r o n c o n s i d e r e d t h e m o t i o n i n s i d e o f a d r o p l e t t o b e h i g h l y 

t u r b u l e n t . H a n d l o s a n d B a r o n a t t r i b u t e d t h e e x t r e m e l a c k o f 

c o r r e l a t i o n b e t w e e n p r e d i c t e d v a l u e s a n d e x p e r i m e n t a l l y d e ­

t e r m i n e d v a l u e s o f m a s s t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s i n d r o p l e t s a t 

h i g h R e y n o l d s n u m b e r s t o t h e e x i s t e n c e o f t h i s t u r b u l e n c e . 

T o a p p r o x i m a t e t h e m e a n t u r b u l e n t m o t i o n o f t h e f l u i d 

s o l u t i o n w i t h i n a d r o p l e t , s u p p o s e d l y a r i s i n g b e c a u s e o f b o t h 

c i r c u l a t i o n w i t h i n t h e d r o p l e t a n d o s c i l l a t i o n s a n d v i b r a t i o n s 

o f t h e d r o p l e t a s a w h o l e , a s y s t e m o f t o r i o f r a d i u s r 1 , a s 

s h o w n i n F i g . 8 w a s a s s u m e d . F l u i d p a r t i c l e s w e r e a s s u m e d 

t o b e s u b j e c t t o t u r b u l e n t f l u c t u a t i o n s o f a r a n d o m n a t u r e ! 
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Firgure 8. Circulation in Turbulent Droplet 
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d e s c r i b e d p r o b a b i l i s t i c a l l y , e a c h f l u c t u a t i o n o c c u r r i n g o v e r 

a t i m e i n t e r v a l e q u a l t o t h a t f o r o n e c o m p l e t e c i r c u i t a l o n g 

a s t r e a m l i n e . U n d e r t h e s e a s s u m p t i o n s , E i n s t e i n ' s e q u a t i o n 

( 8 5 ) w a s t h e n u s e d t o o b t a i n a n e d d y d i f f u s i v i t y , E - p , w h i c h 

w a s c a l c u l a t e d t o b e 

d d U ( 6 r 2 - 8 r + 3 ) 
E D = 2 0 4 8 ( l+u d / u c )

 ( 5 - 8 8 ) 

w h e r e r = 4 r ' / d d . 

T h i s e d d y d i f f u s i v i t y w a s u s e d t o r e p l a c e t h e m o l e c u l a r 

d i f f u s i v i t y i n t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y a s s u m i n g t r a n s p o r t b y 

e d d y d i f f u s i o n o n l y . B o u n d a r y c o n d i t i o n s a n d m e t h o d o f s o l u ­

t i o n w e r e s i m i l a r t o t h o s e e m p l o y e d b y K r o n i g a n d B r i n k i n 

t h e i r s o l u t i o n f o r a d r o p l e t w i t h v i s c o u s c i r c u l a t i o n d i s ­

c u s s e d p r e v i o u s l y . H a n d l o s a n d B a r o n i m p l i c i t l y a s s u m e d n o e x ­

t e r n a l t r a n s f e r r e s i s t a n c e . F o r d i s s o l u t i o n o f a s o l u t e i n t o 

t h e d r o p l e t t h e y f o u n d 

GO - A D t 
E 1 . - 2 £ A ^ e x p f e J ^ r P e ^ ) ( 3 . 8 9 ) 

n = l 

w h e r e P e d i s a m o d i f i e d P e c l e t n u m b e r a s d e f i n e d b y e q . ( 3 . 8 4 ) 

a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s b e f o r e . 

H a n d l o s a n d B a r o n f o u n d t h a t t h e s e c o n d e i g e n v a l u e w a s 

s u f f i c i e n t l y l a r g e t h a t i t c o u l d b e n e g l e c t e d . F o r t h e f i r s t 
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e i g e n v a l u e t h e y c a l c u l a t e d a v a l u e o f 2 . 8 8 . T h e d r o p l e t t r a n s ­

f e r c o e f f i c i e n t t h u s b e c a m e a p p r o x i m a t e l y 

16K D „ P e 
TZ r^s 1 d 0 . 0 0 5 7 5 'IT o n \ 

C o m p a r i n g t r a n s f e r c o e f f i c i e n t s p r e d i c t e d b y e q . ( 3 . 8 7 ) 

t o v a l u e s d e t e r m i n e d e x p e r i m e n t a l l y i n l i q u i d - l i q u i d s y s t e m s 

b y s e v e r a l i n v e s t i g a t o r s , a s w e l l a s t h o s e v a l u e s d e t e r m i n e d 

b y t h e i r o w n e x p e r i m e n t s , t h e y f o u n d t h e i r p r e d i c t e d v a l u e s t o 

a g r e e w i t h i n a p p r o x i m a t e l y 2 0 p e r c e n t ( 2 1 4 ) . 

O s c i l l a t i n g D r o p l e t 

T r a n s f e r i n o s c i l l a t i n g d r o p l e t s g e n e r a l l y s h o w s a f a r 

g r e a t e r r a t e o f t r a n s f e r t h a n n o n o s c i l l a t i n g d r o p l e t s ( 2 1 , 2 3 6 ) . 

T h i s i n c r e a s e d t r a n s f e r r a t e r e s u l t s n o t o n l y f r o m i n c r e a s e d 

m i x i n g i n s i d e t h e d r o p l e t b u t a l s o f r o m r e d u c t i o n i n e f f e c t i v e 

f i l m t h i c k n e s s e s a n d i n c r e a s e o f s u r f a c e a r e a o f t h e d r o p l e t , 

o r i n t e r f a c i a l a r e a s t r e t c h a s i t h a s b e e n t e r m e d ( 1 8 2 ) . 

R o s e a n d K i n t n e r ( 1 8 0 ) a t t e m p t e d t o d e s c r i b e m a s s t r a n s ­

f e r i n o s c i l l a t i n g d r o p s i n l i q u i d - l i q u i d s y s t e m s . T h e m o d e l 

w h i c h t h e y p r o p o s e d i s b a s e d o n a f u l l y o s c i l l a t i n g d r o p l e t , 

t h u s r e s t r i c t i n g i t , t h e o r e t i c a l l y a t l e a s t , t o l a r g e r d r o p ­

l e t s , g r e a t e r t h a n t w o o r t h r e e mm a s n o t e d p r e v i o u s l y . F u r ­

t h e r m o r e , t h e o s c i l l a t i o n s a r e r e s t r i c t e d t o t h o s e w h i c h a r e 

o f e i t h e r a r a n d o m w o b b l e t y p e o r w h i c h a r e a x i a l l y s y m m e t r i c , 

s a i d b y R o s e a n d K i n t n e r t o o c c u r o n l y a b o v e R e y n o l d s n u m b e r s , 
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R e c , g r e a t e r t h a n 2 0 0 . I n t e r n a l c i r c u l a t i o n i s a s s u m e d t o h e 

e s s e n t i a l l y n o n e x i s t e n t , h e i n g d a m p e d o u t h y t h e d r o p l e t o s ­

c i l l a t i o n s . A n y i n t e r n a l m o t i o n w h i c h e x i s t s i s a s s u m e d t o 

h e o f a t u r h u l e n t n a t u r e w i t h p e r h a p s o n l y a s l i g h t t e n d e n c y 

t o w a r d s c i r c u l a t i o n . 

B a s e d o n s t u d i e s b y K i n t n e r a n d o t h e r s i n w h i c h p h o t o ­

g r a p h s o f d r o p l e t o s c i l l a t i o n w e r e m a d e , t h e a s s u m e d o s c i l l a t o r y 

m o t i o n f o r t h e m o d e l w a s t h a t f r o m a n e a r l y s p h e r i c a l s h a p e t o 

o b l a t e e l l i p s o i d a l s h a p e b a c k t o t h e s p h e r i c a l s h a p e . O b s e r ­

v a t i o n s b y S c h r o e d e r a n d K i n t n e r ( 1 8 3 ) i n d i c a t e d t h a t , a t l e a s t 

f o r t h e d r o p l e t s t h e y e x a m i n e d , o s c i l l a t i o n s c a u s e t h e d r o p l e t 

t o v a r y i n s h a p e f r o m a s p h e r i c a l s h a p e t o a n o b l a t e s h a p e o r 

f r o m a n i n i t i a l l y o b l a t e t o a m o r e o b l a t e s h a p e . I t i s t o b e 

n o t e d t h i s o s c i l l a t o r y m o d e i s d i f f e r e n t f r o m t h a t o b s e r v e d b y 

o t h e r s . G a r n e r a n d S k e l l a n d r e p o r t e d o b l a t e t o p r o l a t e o s c i l ­

l a t i o n s i n t h e i r e x p e r i m e n t a t i o n ( 2 6 ) . 

T h e o s c i l l a t i o n f r e q u e n c y w a s d e s c r i b e d b y R o s e a n d 

K i n t n e r b y t h e f u n c t i o n 

W 2 = W f ( a , d d e , pD, pc, n ± , T ) ( 3 - 9 D 

w h e r e W ~ o s c i l l a t i o n f r e q u e n c y , d d @ = e q u i v a l e n t s p h e r i c a l 

d i a m e t e r , pc*pj) - a v e r a g e m a s s d e n s i t y o f c o n t i n u o u s a n d d r o p ­

l e t p h a s e s , r e s p e c t i v e l y , n ^ = o s c i l l a t i o n i n d e x , a n d i s t h e 

f r e q u e n c y f u n c t i o n w h o s e a c t u a l f o r m i s g i v e n b y R o s e a n d 

K i n t n e r , a n d t h e o t h e r n o t a t i o n i s a s b e f o r e . 
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T h e o s c i l l a t i o n a m p l i t u d e , a. w a s d e t e r m i n e d e x p e r i ­

m e n t a l l y t o "be 

A 
m a x ( 3 . 9 2 ) 

w h e r e A 
m a x 

= m a x i m u m a r e a o f d r o p l e t s u r f a c e a n d a = i n i t i a l 

s p h e r i c a l d r o p l e t r a d i u s , d e t e r m i n e d f r o m e x a m i n a t i o n o f m o t i o n 

p i c t u r e s o f f a l l i n g d r o p l e t s . 

z o n e o r f i l m a t t h e d r o p l e t i n t e r f a c e w h i l e t h e i n t e r i o r o f 

t h e d r o p l e t w a s a s s u m e d t o "be w e l l m i x e d . W i t h i n t h i s f i l m t h e 

t r a n s f e r m e c h a n i s m w a s a s s u m e d t o h e t h a t o f a s t a g n a n t f i l m , 

s o t h a t , f r o m e q s . ( 2 . 1 ) a n d ( 2 . 2 ) , t h e a b s o r p t i o n o f s o l u t e A 

i n t o t h e d r o p l e t w a s d e s c r i b e d b y , f o r o n e d i m e n s i o n a l t r a n s -

w h i c h r e d u c e d t o , a s s u m i n g a c o n s t a n t d r o p l e t v o l u m e , a n d 

a l i n e a r d r i v i n g f o r c e i n a n e q u i v a l e n t f i l m t h i c k n e s s o f f , 

T h e t r a n s f e r r e s i s t a n c e w a s a s s u m e d t o l i e i n a t h i n 

f e r 

( 3 . 9 3 ) 

f ( p A D t ~ p A D b ) ( 3 - 9 4 ) 

w h e r e i s t h e c o n c e n t r a t i o n i n t h e w e l l m i x e d i n t e r i o r o f 
d 

t h e d r o p l e t . 
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T h e f i l m t h i c k n e s s , f , v a r i e s w i t h t h e o s c i l l a t i o n s . 

F r o m m o t i o n p i c t u r e s t u d i e s , R o s e a n d K i n t n e r f o u n d t h e m i n i ­

m u m f i l m t h i c k n e s s t o o c c u r i n t h e r e g i o n o f t h e d r o p l e t s t a g ­

n a t i o n p o i n t s w h i l e t h e m a x i m u m t h i c k n e s s o c c u r r e d i n t h e 

e q u a t o r i a l z o n e . W i t h t h e r e s t r i c t i o n t h a t t h e f i l m v o l u m e h e 

c o n s t a n t , t h e f i l m t h i c k n e s s a t a n y t i m e , t , c o u l d h e e x p r e s s e d 

a s a f u n c t i o n o f i n i t i a l f i l m t h i c k n e s s a t t h e d r o p l e t e q u a t o r , 

f Q , t h e m a j o r a n d m i n o r r a d i i o f t h e d r o p l e t , a f f i a n d h m , a n d 

a Q , t h e i n i t i a l s p h e r i c a l r a d i u s . T h u s 

f = f t ( f 0 , a m , b m , a Q ) ( 3 . 9 5 ) 

w h e r e t h e a c t u a l f o r m o f f̂ _ i s g i v e n h y R o s e a n d K i n t n e r . 

W h i t m a n ' s t w o f i l m t h e o r y w a s u s e d t o a c c o u n t f o r t r a n s ­

f e r r e s i s t a n c e i n b o t h p h a s e s a s s u m i n g a b i n a r y s y s t e m . T h e 

e x t e r i o r f i l m c o e f f i c i e n t w a s d e t e r m i n e d f r o m a c o r r e l a t i o n 

s i m i l a r t o e q . ( 3 . 2 4 ) i n w h i c h g , p , a n d r w e r e 0 . 6 0 , 1 / 2 , a n d 

1 / 2 , r e s p e c t i v e l y , w h i l e S h w a s n e g l e c t e d . T h e i n t e r i o r f i l m 
s 

c o e f f i c i e n t w a s b a s e d o n H i g b i e ' s p e n e t r a t i o n t h e o r y w i t h a 

c o n t a c t t i m e e q u a l t o t h e p e r i o d o f o s c i l l a t i o n . 

U s i n g e q s . ( 3 . 9 1 ) t h r o u g h ( 3 . 9 5 ) a n d t h e v a r i o u s 

a s s u m p t i o n s d i s c u s s e d a b o v e , R o s e a n d K i n t n e r d e t e r m i n e d t h e 

s o l u t i o n t o e q . ( 3 » 9 4 ) t o b e 

27CD-TJ, r e t T i 

E 1 = e x p ( - ) f- d t ) ( 3 . 9 6 ) 
d o t 
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w h e r e 

K D m K D 
D E = k f D d + k ~ D c (3.97) 

a c 

t . = t i m e i n w h i c h d r o p l e t i s i n c o n t a c t w i t h c o n t i n u o u s 
C u 

p h a s e , f ^ i s d e f i n e d b y e q . (3*94), 

JL = J L + JL 
K D k c k d 

s i m i l a r t o e q . (2.72), a n d L i s g i v e n b y 

i n w h i c h 

s' = ( a o + a p | s i n ( 2 w t ) I ) 2 (3.99) 

a n d 

b * 2 = 1 - ( 9 V ^ ) ( 1 6 t c * S S ) ( 3 . 1 0 0 ) 

I t i s a p p a r e n t t h a t R o s e a n d K i n t n e r ' s s o l u t i o n i s n o t r e a d i l y 

a m e n a b l e t o s o l u t i o n . F u r t h e r m o r e , t h i s s o l u t i o n n e c e s s i t a t e s 

k n o w l e d g e o f a g r e a t m a n y m o r e d r o p l e t c h a r a c t e r i s t i c s t h a n 
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m o d e l s c o n s i d e r e d p r e v i o u s l y . T h i s f a c t o r r e s t r i c t s i t s u s e ­

f u l n e s s a n d w i d e a p p l i c a b i l i t y . I t s c o m p l e x i t y i s i n d i c a t i v e 

o f t h e c o m p l i c a t i o n s w h i c h e x i s t i n t h e m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s 

o f m a s s t r a n s f e r i n o s c i l l a t i n g d r o p l e t s . 

S o l v i n g e q . ( 3 . 9 6 ) o n a d i g i t a l c o m p u t e r , R o s e a n d 

K i n t n e r c o m p a r e d p r e d i c t e d v a l u e s o f E ' 1 w i t h t h e e x p e r i m e n t a l 

r e s u l t s o f f i v e d i f f e r e n t i n v e s t i g a t o r s . T h e a v e r a g e d e v i ­

a t i o n b e t w e e n e x p e r i m e n t a n d t h e o r y w a s w i t h i n 1 5 p e r c e n t , 

e q . ( 3 . 9 6 ) t e n d i n g t o p r e d i c t h i g h e r v a l u e s t h a n a c t u a l l y 

m e a s u r e d a t h i g h t r a n s f e r e f f i c i e n c i e s w h i l e l o w e r v a l u e s t h a n 

t h o s e m e a s u r e d w e r e p r e d i c t e d a t l o w t r a n s f e r e f f i c i e n c i e s . 

E f f e c t i v e D i f f u s i v i t y 

M e n t i o n w a s m a d e e a r l i e r o f a m e a n s o f d e s c r i b i n g t r a n s ­

f e r c h a r a c t e r i s t i c s i n t h e f o r m o f a n e f f e c t i v e d i f f u s i v i t y 

r a t i o , R * , i n t r o d u c e d o r i g i n a l l y b y C a l d e r b a n k a n d K o r c h i n s k i 

( 1 9 ) . R e v i e w o f t h e v a r i o u s m o d e l s d i s c u s s e d i n t h i s s e c t i o n 

w i l l s h o w t h a t s e v e r a l t a k e t h e f o r m 

00 
E ' = J2 A m e x p ( - C o n s t £ M T A ^ T * ) ( 3 . 1 0 1 ) 

n = l 

w h e r e T i s d e f i n e d a s i n e q . ( 3 . 8 3 ) a n d m m a y b e e i t h e r o n e o r 

t w o . E x a m i n a t i o n o f t h e g e n e r a l n o n c i r c u l a t i n g d r o p l e t m o d e l , 

e q . ( 3 . 5 5 ) 9 w i l l s h o w t h a t t h e c o n s t a n t i n e q . ( 3 . 1 0 1 ) i s o n e 

w h i l e i n o t h e r m o d e l s t h e c o n s t a n t d i f f e r s f r o m o n e . T h i s 

c o n s t a n t i n t h e s e o t h e r m o d e l s c a n t h u s b e v i e w e d a s i n c r e a s i n g 

t h e m o l e c u l a r d i f f u s i v i t y a b o v e t h a t o f t h e n o n c i r c u l a t i n g 
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d r o p l e t , r e s u l t i n g i n a n e f f e c t i v e d i f f u s i v i t y . T h e e f f e c t i v e 

d i f f u s i v i t y r a t i o , , c a n t h e r e f o r e b e d e f i n e d b y t h e e q u a ­

t i o n 

E = 6 E A ] ; e x p ( - R V T * ) ( 5 . 1 0 2 ) 
n = l n n 

w h e r e n o w , i n e q . ( 5 . 1 0 1 ) , A a n d K a r e t h e c o n s t a n t s a n d . ' ' n n 

e i g e n v a l u e s , r e s p e c t i v e l y , c o r r e s p o n d i n g t o t h e n o n - c i r c u l a t i n g 

d r o p l e t g i v e n i n T a b l e 2 , 

C o m p a r i s o n ^ o f e q . ( 3 - 7 6 ) , w h i c h a p p r o x i m a t e s e q . ( 3 * 6 8 ) , 

w i t h t h e v a l u e o f X^ , 3 . 1 4 2 , f o r t h e n o n - c i r c u l a t i n g d r o p l e t 

i n d i c a t e s t h a t K r o n i g a n d B r i n k ' s m o d e l p r e d i c t s a n R* o f 

a p p r o x i m a t e l y 2 , 2 5 , E x p e r i m e n t a l l y , C a l d e r b a n k a n d K o r c h i n s k i , 

f o r c i r c u l a t i n g d r o p l e t s w i t h R e v a r y i n g f r o m 1 0 t o 1 2 0 , 

c 
f o u n d R* t o r a n g e f r o m 1 , 8 t o 3«3> a g r e e i n g m o d e r a t e l y w e l l 

w i t h K r o n i g a n d B r i n k ' s p r e d i c t e d v a l u e o f 2 , 2 5 . F o r d r o p ­

l e t s w i t h R e „ o f 5 1 5 t o 6 2 0 i n w h i c h o s c i l l a t i o n s w e r e o b -

c 

s e r v e d , t h e y f o u n d R * t o v a r y f r o m 5 1 5 t o 6 2 0 ( 2 1 ) . O t h e r 

v a l u e s t a b u l a t e d b y C a l d e r b a n k a n d K o r c h i h s k i d e t e r m i n e d b y 

o t h e r i n v e s t i g a t o r s i n d i c a t e R* o f 6 t o 7 1 f o r o s c i l l a t i n g 

d r o p l e t s w i t h R e v a r y i n g f r o m 270 t o 5 0 0 0 . F o r n o n -
c 

o s c i l l a t i n g d r o p l e t s t h e y g i v e v a l u e s o f R v a r y i n g f r o m 1 . 6 
t o 2 . 4 f o r d r o p l e t s h a v i n g R e g r e a t e r t h a n 7 0 0 . J o h n s o n a n d 

c 
H a m i e l e r ( 1 2 1 ) f o u n d e x p e r i m e n t a l l y R* t o b e a p p r o x i m a t e l y 3 
f o r d r o p l e t s w i t h R e l e s s t h a n 1 6 w h i l e f o r R e r a n g i n g f r o m 

c c 
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4 0 t o 9 0 , R * v a r i e d f r o m a p p r o x i m a t e l y 8 t o 5 5 . F o r R e o n 
c 

t h e o r d e r o f 6 0 0 , t h e y f o u n d a l s o t h a t R * v a r i e d f r o m a p p r o x i ­

m a t e l y 3 0 t o 5 0 . 
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C H A P T E R I V 

E X P E R I M E N T A T I O N , 

I n t r o d u c t i o n 

E x p e r i m e n t a l w o r k w a s c o n d u c t e d i n o r d e r t o m a k e a 

p r e l i m i n a r y e v a l u a t i o n o f t h e p r o p o s e d p r o c e s s d e s i g n e d t o 

o b t a i n t r a n s f e r o f o x y g e n t o l i q u i d d r o p l e t s p r o d u c e d b y a 

s p r a y i n a h i g h p r e s s u r e o x y g e n a t m o s p h e r e . 

T h e a p p a r a t u s a n d m e t h o d s u s e d a r e d e s c r i b e d i n t h e 

f o l l o w i n g p a r a g r a p h s . C o n s i d e r a b l e t i m e w a s d e v o t e d t o t h e 

c a l i b r a t i o n o f t h e i n s t r u m e n t s u s e d t o m e a s u r e d i s s o l v e d 

o x y g e n c o n c e n t r a t i o n s s i n c e t h e s e i n s t r u m e n t s , g a l v a n i c c e l l 

o x y g e n a n a l y z e r s ( 1 5 9 » 1 6 2 ) , w e r e t o b e u s e d u n d e r p r e s s u r e 

r a n g e s f o r w h i c h t h e i r c h a r a c t e r i s t i c s h a d n o t p r e v i o u s l y 

b e e n d e t e r m i n e d , a s f a r a s i s k n o w n t o t h i s w r i t e r . T h e r e ­

s u l t s o f t h e e x p e r i m e n t a t i o n i n v o l v i n g t h e c a l i b r a t i o n o f 

t h e s e i n s t r u m e n t s i s e m p h a s i z e d s i n c e t h e y m a y b e s i g n i f i c a n t 

b e y o n d t h e s c o p e o f t h i s s t u d y d u e t o t h e e x p a n d i n g u s e o f 

t h e s e i n s t r u m e n t s i n a v a r i e t y o f a p p l i c a t i o n s . 

T h e b a s i c t h e o r y u n d e r l y i n g t h e t r a n s f e r p r o c e s s t o 

b e e v a l u a t e d h a s b e e n p r e s e n t e d w i t h i n t h e d i s c u s s i o n s i n 

C h a p t e r s I I a n d I I I . T h e p e r t i n e n t t h e o r y d i r e c t l y a p p l i c a b l e 

t o t h i s s t u d y w i l l b e p r e s e n t e d a n d a p p l i e d i n t h e a n a l y s i s 

o f t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . B e c a u s e , h o w e v e r , t h e p r i m a r y 
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p u r p o s e o f t h i s s t u d y i s a n e v a l u a t i o n o f t h e p r o p o s e d p r o ­

c e s s , e m p h a s i s i n a n a l y s i s w i l l h e u p o n t r a n s f e r e f f i c i e n c y 

a n d i t s v a r i a t i o n , r a t h e r t h a n d e t e r m i n a t i o n o f t h e e x a c t 

n a t u r e o f t h e v a r i o u s t r a n s f e r m e c h a n i s m s o c c u r r i n g i n t h e 

a p p a r a t u s . 

T h o u g h t h e e x p e r i m e n t a l w o r k c o n d u c t e d w a s , o f n e ­

c e s s i t y , o f a l i m i t e d e x t e n t , t h e c o n c l u s i o n s d r a w n f r o m i t 

p r o v i d e d t h e p r e l i m i n a r y e v a l u a t i o n d e s i r e d a s w e l l a s e l u c i ­

d a t i n g a r e a s w h i c h r e q u i r e m o r e , d e t a i l e d c o n s i d e r a t i o n . 

A p p a r a t u s 

T h e b a s i c e x p e r i m e n t a l a p p a r a t u s i s s h o w n i n F i g . 9 . 

E s s e n t i a l l y i t c o n s i s t s o f a 7 5 g a l l o n , u n l i n e d s t e e l t a n k 

( a r e c o n d i t i o n e d h o t w a t e r t a n k ) , w i t h a n a p p r o x i m a t e h e i g h t 

o f 5 5 i n . a n d a n i n t e r n a l d i a m e t e r o f 19*6 i n . , i n t o w h i c h 

w a t e r i s i n j e c t e d a t t h e t o p a n d f r o m w h i c h w a t e r i s d r a w n 

a t t h e b o t t o m . T h e t a n k i n t e r i o r w a s p a i n t e d . 

P l a s t i c t u b i n g o f o n e - h a l f i n c h d i a m e t e r d e l i v e r e d 

o r d i n a r y c i t y w a t e r f r o m a l a b o r a t o r y f a u c e t t o a s m a l l p o s i ­

t i v e d i s p l a c e m e n t p u m p d r i v e n b y a t h r e e - q u a r t e r h o r s e p o w e r 

m o t o r . F r o m t h e p u m p t h e p l a s t i c t u b i n g l e d t o a f l o a t t y p e 

f l o w m e t e r s h o w n i n F i g . 9 . M a x i m u m , f l o w r a t e s o b t a i n a b l e 

d u r i n g t i m e s w h i c h t h e t a n k p r e s s u r e w a s a b o v e a t m o s p h e r i c 

p r e s s u r e d i d n o t e x c e e d 1 .7 g p m . F l o w w a s r e g u l a t e d b y a 

n e e d l e v a l v e a t t h e e x i t e n d o f t h e f l o w m e t e r . A t h r e e -

q u a r t e r i n c h l i n e b y - p a s s e d t h e f l o w m e t e r , b u t i t w a s n o r m ­

a l l y n o t u s e d . 



Figure 9 . Experimental Apparatus 
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F r o m t h e n e e d l e v a l v e , t h r e e - q u a r t e r i n c h s t e e l p i p e 

l e d t o t h e t a n k . A p r e s s u r e g a g e , w i t h f i v e p s i g r a d u a t i o n s , 

w a s i n s e r t e d i n a l e g o f a s t a n d a r d p i p e t e e n e a r t h e e n d o f 

t h e p i p e a t t h e t o p o f t h e t a n k a n d w a s a s s u m e d t o g i v e 

c l o s e l y t h e g a g e p r e s s u r e o f t h e w a t e r j u s t p r i o r t o i t s 

p a s s a g e t h r o u g h t h e s p r a y n o z z l e s d e s c r i b e d b e l o w . 

A t t h e t o p o f t h e t a n k t h e t h r e e - q u a r t e r i n c h p i p e 

p a s s e d t h r o u g h a f l a t p l a t e t o w h i c h i t w a s w e l d e d t o p r e ­

v e n t g a s l e a k a g e . S o m e l e a k a g e t h r o u g h t h e w e l d , h o w e v e r , 

w a s n o t i c e d d u r i n g s o m e r u n s o f t h e a p p a r a t u s . T h e f l a t 

p l a t e w a s b o l t e d d o w n o v e r a l a r g e h o l e i n t h e t o p o f t h e 

t a n k . T h e g a s k e t u s e d i n e a r l y r u n s p r o v e d t o b e i n s u f f i c i ­

e n t t o s t o p g a s l e a k a g e . U s e o f a g a s k e t c u t f r o m h e a v y , 

f l e x i b l e p l a s t i c s h e e t , h o w e v e r , s e e m e d t o e f f e c t i v e l y r e d u c e 

g a s l e a k a g e . 

I n s i d e t h e t a n k a t t h e e n d o f t h e t h r e e - q u a r t e r i n c h 

p i p e , v e r y n e a r l y a t t h e t o p o f t h e t a n k , o n e o f t w o n o z z l e s 

w a s a t t a c h e d . W a t e r w a s s p r a y e d i n t o t h e t a n k t h r o u g h t h e s e 

n o z z l e s . B o t h n o z z l e s w e r e o f w h i r l c h a m b e r t y p e d e s i g n a n d 

p r o d u c e d a c o n e s h a p e d s p r a y o f e s s e n t i a l l y u n i f o r m s p a t i a l 

d i s t r i b u t i o n o v e r t h e b a s e o f t h e c o n e . O n e n o z z l e , n o z z l e 

M X - O O , h a d a n o r i f i c e d i a m e t e r o f 0 . 1 2 5 i n . w h i l e t h e o t h e r 

n o z z l e , n o z z l e M X - 0 , h a d a n o r i f i c e d i a m e t e r o f 0 . 0 8 2 i n . 

M o r e c o m p l e t e d e s c r i p t i o n s o f t h e n o z z l e s a r e g i v e n i n t h e 

A p p e n d i x . 
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A p h o t o g r a p h i c s t u d y w a s made* o f t h e d r o p l e t s p r o d u c e d 

h y t h e s p r a y n o z z l e s . A p h o t o g r a p h i c t e c h n i q u e w a s c h o s e n 

b e c a u s e i t s e e m e d t o o f f e r a r e l a t i v e l y s i m p l e a n d s t r a i g h t ­

f o r w a r d m e t h o d o f d e t e r m i n i n g t h e m e a n d r o p s i z e p r o d u c e d b y 

t h e s p r a y a s a f u n c t i o n o f f l o w r a t e t h r o u g h t h e n o z z l e . B a s ­

i c a l l y t h e t e c h n i q u e w a s t h a t o f p h o t o g r a p h i n g t h e s p r a y a s i t 

c a m e f r o m t h e n o z z l e a n d e x a m i n i n g t h e p h o t o s u n d e r a m i c r o ­

s c o p e . B y p r o p e r r e s t r i c t i o n o f t h e s p r a y w i t h m e t a l p l a t e s , 

p h o t o g r a p h s w e r e o b t a i n e d f r o m w h i c h d r o p l e t c o u n t s a n d m e a s u r e ­

m e n t s c o u l d b e m a d e w i t h u s e o f t h e m i c r o s c o p e . A f u l l d e ­

s c r i p t i o n o f t h e t e c h n i q u e a n d m e t h o d s u s e d i n t h e e v a l u a t i o n 

o f t h e s p r a y i s g i v e n i n t h e A p p e n d i x . I t w a s f o u n d t h a t t h e 

m e a n d r o p s i z e a s a f u n c t i o n o f f l o w r a t e c o u l d b e a p p r o x i m a t e l y 

r e p r e s e n t e d b y t h e e q u a t i o n s , f o r t h e M X - 0 n o z z l e , 

d d = 0 . 0 0 8 1 - 0 . 0 0 1 1 Q ( 4 . 1 ) 

a n d , f o r t h e M X - 0 0 n o z z l e , 

d d = 0 . 0 1 4 4 - 0 . 0 0 4 4 Q ( 4 . 2 ) 

i n w h i c h d = m e a n d r o p l e t d i a m e t e r , i n c m , a n d Q = f l o w r a t e , 

i n g p m . 

D r o p l e t s p r o d u c e d b y t h e s p r a y n o z z l e f e l l i n t o a p o o l 

o f w a t e r i n t h e b o t t o m o f t h e t a n k . T h e p o o l e l e v a t i o n c o u l d 

b e v a r i e d b y r e g u l a t i o n o f a g a t e v a l v e o n t h e d r a i n p i p e o f 
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t h e t a n k . T h e e l e v a t i o n o f t h e p o o l c o u l d h e d e t e r m i n e d b y 

v i s u a l o b s e r v a t i o n o f t h e w a t e r l e v e l i n a s i g h t t u b e o n t h e 

o u t s i d e o f t h e t a n k . A s c a l e b e s i d e t h e s i g h t t u b e w a s u s e d 

t o m e a s u r e t h e p o o l e l e v a t i o n . T h e r e l a t i o n b e t w e e n p o o l 

e l e v a t i o n a n d v o l u m e o f w a t e r i n t h e t a n k w a s d e t e r m i n e d a t 

t h e s a m e t i m e t h e t a n k v o l u m e w a s d e t e r m i n e d . 

W a t e r w a s d i s c h a r g e d f r o m t h e b o t t o m o f t h e t a n k t h r o u g h 

a t h r e e - q u a r t e r i n . s t e e l p i p e l i n e . T o r e g u l a t e t h e f l o w , a 

g a t e v a l v e w a s p l a c e d o n t h e l i n e . A s a m p l i n g v a l v e w a s a l s o 

i n s e r t e d i n t h e l i n e a s c a n b e s e e n i n F i g . 3, W a t e r d i s ­

c h a r g e d f r o m t h e e n d o f t h i s p i p e . I n t h o s e i n s t a n c e s i n w h i c h 

w a t e r w a s r e c i r c u l a t e d t h r o u g h t h e s y s t e m , f o r t h e p u r p o s e o f 

c a l i b r a t i o n t o b e d e s c r i b e d b e l o w , a h o s e w a s u s e d t o c o n n e c t 

t h e e n d o f t h i s p i p e t o t h e i n t a k e s i d e o f t h e p u m p . 

I n d u s t r i a l g r a d e o x y g e n w a s d e l i v e r e d t o t h e t a n k f r o m 

c y l i n d e r s t h r o u g h a n i n l e t i n t h e t o p o f t h e t a n k . T h e p r e s ­

s u r e i n t h e t a n k w a s r e g u l a t e d b y a g a g e o n t h e c y l i n d e r m a n i ­

f o l d w i t h f i v e - p s i g r a d u a t i o n s . T h e m a x i m u m p r e s s u r e s p r o ­

d u c e d i n t h e t a n k w e r e s l i g h t l y l e s s t h a n 1 1 0 p s i g . 

W h i l e t h e c y l i n d e r m a n i f o l d g a g e w a s u s e d t o r e g u l a t e 

p r e s s u r e s i n t h e t a n k , a c t u a l p r e s s u r e s w e r e m e a s u r e d b y o n e 

o f t w o g a g e s . F o r t a n k p r e s s u r e s g r e a t e r t h a n 1 5 p s i g , a 

g a g e o n t h e t o p o f t h e t a n k , a s s e e n i n F i g . 9 9 w a s u s e d . 

T h i s g a g e w a s s i m i l a r i n c o n s t r u c t i o n t o t h e c y l i n d e r m a n i ­

f o l d g a g e . F o r p r e s s u r e s l e s s t h a n 1 5 p s i g , a g a g e , w i t h 

o n e - q u a r t e r p s i g r a d u a t i o n s , w a s s c r e w e d i n t o t h e e x h a u s t 
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v a l v e a t t h e t o p o f t h e t a n k . T h e s a m e v a l v e w a s a l s o u s e d 

t o e x h a u s t t h e h i g h p r e s s u r e g a s i n t h e t a n k a t t h e e n d o f a 

r u n . A t m o s p h e r i c p r e s s u r e s w e r e m e a s u r e d w i t h a m e r c u r y b a ­

r o m e t e r . 

A t h e r m o m e t e r p r o j e c t i n g i n t o t h e u p p e r p o r t i o n o f t h e 

t a n k , a s s h o w n i n P i g . 9* w a s u s e d t o m e a s u r e t e m p e r a t u r e s 

i n s i d e t h e t a n k . D u r i n g i n i t i a l r u n s , a t h e r m o m e t e r a l s o p r o ­

j e c t e d i n t o t h e d i s c h a r g e l i n e a s s h o w n i n F i g . 9» F o r l a t e r 

r u n s , t h i s t h e r m o m e t e r w a s p l a c e d i n t h e p o s i t i o n o f t h e t a n k 

d i s s o l v e d o x y g e n a n a l y z e r t o h e d i s c u s s e d h e l o w . R o o m t e m p e r a ­

t u r e s w e r e m e a s u r e d w i t h t h e t h e r m o m e t e r s e e n i n F i g . 9« W h e n 

s a m p l e s w e r e b e i n g w i t h d r a w n f r o m t h e s a m p l i n g v a l v e o r t h e 

l a b o r a t o r y f a u c e t t h e t e m p e r a t u r e o f t h e w a t e r w a s m e a s u r e d a s 

i t d i s c h a r g e d f r o m t h e v a l v e o r f a u c e t . 

D i s s o l v e d o x y g e n c o n c e n t r a t i o n s w e r e m e a s u r e d w i t h t h e 

g a l v a n i c c e l l o x y g e n a n a l y z e r w h i c h w a s o r i g i n a l l y d e v e l o p e d 

b y M a n c y a n d h i s c o - w o r k e r s a n d i s d e s c r i b e d i n r e f e r e n c e s 

( 1 5 9 ) a n d ( 1 6 2 ) . B a s i c a l l y t h e a n a l y z e r i s a g a l v a n i c c e l l 

w i t h a s i l v e r c a t h o d e s u r r o u n d e d b y a l e a d a n o d e b o t h o f w h i c h 

a r e e m b e d d e d i n a n o n c o n d u c t i v e p l a s t i c . C o v e r i n g b o t h e l e c ­

t r o d e s i s a o n e m o l a r s o l u t i o n o f K O H h e l d o n t h e e l e c t r o d e s 

b y a s m a l l d i s c o f l e n s p a p e r . C o v e r i n g t h e e l e c t r o d e a n d 

K O H e l e c t r o l y t e i s a p l a s t i c m e m b r a n e p e r m e a b l e t o o x y g e n . 

T h e o x y g e n w h i c h p a s s e s t h r o u g h t h e m e m b r a n e f r o m t h e s o l u t i o n 

b e i n g t e s t e d i n i t i a t e s a n e l e c t r o c h e m i c a l r e a c t i o n w h i c h p r o ­

d u c e s a n e l e c t r i c a l c u r r e n t w h i c h c a n b e m e a s u r e d a n d r e l a t e d 

t o t h e d i s s o l v e d o x y g e n c o n t e n t o f t h e s o l u t i o n b e i n g t e s t e d . 
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O n e o x y g e n a n a l y z e r , h e r e a f t e r r e f e r r e d t o a s t h e i n l e t 

a n a l y z e r , w a s p l a c e d o n t h e p i p e l e a d i n g i n t o t h e t o p o f t h e 

t a n k a s s h o w n i n F i g , 9« A s e c o n d a n a l y z e r , w h i c h w i l l h e 

c a l l e d t h e t a n k a n a l y z e r , w a s p l a c e d i n t h e s i d e o f t h e t a n k 

s e v e r a l i n c h e s a h o v e i t s b o t t o m a s s h o w n i n F i g . 3. I n i t i a l 

a t t e m p t s a t c a l i b r a t i o n o f t h e t a n k a n a l y z e r g a v e s u c h p o o r 

r e s u l t s t h a t t h i s t a n k a n a l y z e r w a s p l a c e d o n t h e d i s c h a r g e 

l i n e w h e r e t h e d i s c h a r g e l i n e t h e r m o m e t e r h a d o r i g i n a l l y b e e n 

p l a c e d . I n t h i s n e w p o s i t i o n , t h e a n a l y z e r w i l l b e r e f e r r e d 

t o a s t h e o u t l e t a n a l y z e r . 

T o m o u n t t h e t a n k a n a l y z e r , a p i e c e o f p l a s t i c t u b i n g 

w a s s l i p p e d a r o u n d t h e c o l l a r o f t h e a n a l y z e r a n d t h e a n a l y z e r 

w a s p l a c e d i n t h e e n d o f a s h o r t p i e c e o f s t e e l p i p e p r o j e c t i n g 

f r o m t h e t a n k . O v e r t h e e n d o f t h e a n a l y z e r a f l a t a l u m i n u m 

p l a t e w a s p o s i t i o n e d . L o n g b o l t s , p r o j e c t i n g f r o m a c o l l a r 

p l a t e s u r r o u n d i n g t h e s t e e l p i p e , p a s s e d t h r o u g h t h e a l u m i n u m 

p l a t e , a s d i d t h e a n a l y z e r l e a d s . W i n g n u t s o n t h e b o l t s w e r e 

u s e d t o p r e s s t h e a l u m i n u m p l a t e a g a i n s t t h e b a s e o f t h e a n a ­

l y z e r a n d k e p t i t t i g h t l y i n i t s p o s i t i o n i n t h e e n d o f t h e 

p i p e . I n i t s t i g h t e n e d p o s i t i o n , t h e t a n k a n a l y z e r w a s s e v e r a l 

i n c h e s f r o m t h e i n s i d e o f t h e t a n k w a l l . 

T h e i n l e t a n d t h e d i s c h a r g e a n a l y z e r s w e r e b o t h m o u n t e d 

i n a s i m i l a r m a n n e r . I n t o t h e o u t s t a n d i n g l e g o f a t h r e e -

q u a r t e r i n . p i p e t e e , a s h o r t p i p e n i p p l e w a s s c r e w e d . On t h e 

e n d o f t h e n i p p l e w a s p l a c e d a f l a n g e . T h e a n a l y z e r w a s p l a c e d 

i n t o t h e e n d o f t h e n i p p l e t h r o u g h t h e f l a n g e o r i f i c e . On t h e 
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b a s e o f t h e a n a l y z e r , a f l a t a l u m i n u m p l a t e w a s p o s i t i o n e d a n d 

h e l d t i g h t l y b y b o l t s p r o j e c t i n g f r o m t h e f l a n g e . T o p r o t e c t 

t h e c o l l a r o f t h e a n a l y z e r , a p i e c e o f p l a s t i c t u b i n g w a s 

s l i p p e d o v e r t h e e n d o f t h e a n a l y z e r a s w a s d o n e w i t h t h e t a n k 

a n a l y z e r . T h e l e a d s o f t h e a n a l y z e r p a s s e d t h r o u g h a h o l e i n 

t h e a l u m i n u m p l a t e . T h e t i p s o f b o t h a n a l y z e r s w e r e a p p r o x i ­

m a t e l y o n e - h a l f i n . f r o m t h e i n s i d e e d g e o f t h e t h r e e - q u a r t e r 

i n . p i p e i n t o w h i c h t h e a n a l y z e r s w e r e i n s e r t e d . T o i n s u r e 

t h a t n o a i r b u b b l e s w e r e t r a p p e d o v e r t h e a n a l y z e r e l e c t r o d e s , 

t h e p i p e t e e s w e r e t w i s t e d d o w n w a r d a t a 4 5 d e g r e e a n g l e w h e n 

i n u s e . 

C u r r e n t s g e n e r a t e d b y t h e a n a l y z e r s w e r e m e a s u r e d o n a 

K e i t h l e y , m o d e l 151? n u l l d e t e c t o r - D C m i c r o v o l t m e t e r . R a t h e r 

t h a n m e a s u r e c u r r e n t d i r e c t l y , i t w a s m o r e c o n v e n i e n t t o m e a ­

s u r e t h e v o l t a g e d r o p a c r o s s a r e s i s t o r . S i n c e a 1 0 0 o h m 

r e s i s t o r w a s u s e d , a o n e m i l l i v o l t r e a d i n g c o r r e s p o n d e d t o a 

c u r r e n t o f t e n m i c r o a m p s . W h e n e v e r t h e m e t e r w a s u s e d , n o 

r e a d i n g s w e r e t a k e n b e f o r e a m i n i m u m w a r m - u p t i m e o f o n e h a l f 

h o u r , a s r e c o m m e n d e d b y t h e m e t e r m a n u f a c t u r e r . f 

T i m e m e a s u r e m e n t s w e r e m a d e w i t h t h e c l o c k s e e n i n 

F i g . 9. 

P r o c e d u r e 

T o b e d e s c r i b e d a r e t h e p r o c e d u r e s a s s o c i a t e d w i t h 

b o t h r e g u l a r t e s t r u n s o f t h e a p p a r a t u s a n d r u n s m a d e f o r t h e 

p u r p o s e o f c a l i b r a t i o n o f t h e o x y g e n a n a l y z e r s . I n m a n y 
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r e s p e c t s , t h e p r o c e d u r e s a r e s i m i l a r a n d h a v e c o m m o n p o i n t s . 

T h e s e w i l l h e d i s c u s s e d f i r s t . 

P r e p a r a t i o n o f t h e o x y g e n a n a l y z e r s w a s a d e l i c a t e 

o p e r a t i o n . T h e a n a l y z e r p r e p a r a t i o n t e c h n i q u e w h i c h f i n a l l y 

d e v e l o p e d , a n d w h i c h w a s u s e d f o r a l l r u n s u p o n w h i c h t h e 

c o n c l u s i o n s o f t h i s s t u d y a r e b a s e d , i s s i m i l a r t o t h a t 

s u g g e s t e d b y M a n c y , e t a l . (159* 1 6 2 ) , T h e a n a l y z e r e l e c ­

t r o d e s w e r e s a n d e d c l e a n w i t h v e r y f i n e s a n d p a p e r a n d t h e n 

w a s h e d i n w a t e r . I t w a s f o u n d t h a t a v e r y s o f t t o o t h b r u s h 

w a s u s e f u l i n r e m o v i n g p a r t i c l e s f r o m s m a l l p i t s i n t h e p l a s ­

t i c s u r r o u n d i n g t h e e l e c t r o d e s . T h e e l e c t r o d e s w e r e t h e n 

w a s h e d i n K O H a n d d r i e d w i t h t i s s u e . T h e l e n s p a p e r d i s c 

w o u l d b e p l a c e d o n t h e d r y e l e c t r o d e s a n d o n e m o l a r K O H w o u l d 

b e d r o p p e d o n t o t h e l e n s p a p e r . A f t e r s m o o t h i n g o f t h e l e n s 

p a p e r , t h e p l a s t i c m e m b r a n e w o u l d b e p u l l e d d o w n a n d p l a s t i c 

t a p e w o u l d b e u s e d t o s e a l t h e a n a l y z e r c o l l a r . C a r e w a s 

t a k e n t o o b t a i n a s m o o t h m e m b r a n e s u r f a c e a n d e l i m i n a t e e n ­

t r a p p e d b u b b l e s b e n e a t h t h e m e m b r a n e . A f t e r a n e w m e m b r a n e 

w a s p l a c e d o n a n a n a l y z e r , t h e a n a l y z e r h e a d w o u l d b e i m m e r s e d 

i n a s a t u r a t e d s o d i u m s u l f i t e s o l u t i o n f o r a t l e a s t t w e l v e 

h o u r s t o s t a b i l i z e . 

B e f o r e i n s e r t i n g a n a n a l y z e r i n t h e a p p a r a t u s i t w o u l d 

b e t e s t e d t o s e e i f i t s e e m e d t o b e i n p r o p e r c o n d i t i o n . A 

c a r e f u l v i s u a l i n s p e c t i o n w o u l d f i r s t b e m a d e . T h e n v o l t a g e 

r e a d i n g s w o u l d b e m a d e w i t h t h e e l e c t r o d e i n a i r a n d w i t h p u r e 

o x y g e n b l o w i n g o n t h e e l e c t r o d e . V o l t a g e r e a d i n g s w i t h p u r e 
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o x y g e n w o u l d b e f o u r t o f i v e t i m e s a s l a r g e a s t h o s e w i t h 

o n l y a i r s u r r o u n d i n g t h e a n a l y z e r . A s s u g g e s t e d b y M a n c y , 

e t a l . ( 1 6 4 ) , a n o h m m e t e r w a s a l s o u s e d t o c h e c k f o r h o l e s 

i n t h e m e m b r a n e . O n e l e a d o f t h e o h m m e t e r w o u l d b e p l a c e d 

i n t a p w a t e r w i t h t h e a n a l y z e r . T h e o t h e r l e a d w o u l d b e 

c o n n e c t e d t o a w i r e f r o m o n e o f t h e e l e c t r o d e s o f t h e a n a ­

l y z e r . H i g h r e s i s t a n c e s i n d i c a t e d a g o o d m e m b r a n e . R e s i s ­

t a n c e s v a r i e d , b u t f o r t h e m e m b r a n e s a c t u a l l y u s e d , r e s i s ­

t a n c e s w e r e g r e a t e r t h a n 6 0 , 0 0 0 o h m s . 

D u r i n g i n i t i a l r u n s , a n a l y z e r s w o u l d r e m a i n i n t h e 

a p p a r a t u s i m m e r s e d i n w a t e r w h e n n o t i n u s e . H o w e v e r , i t w a s 

f o u n d s o o n a f t e r t h e o u t l e t a n a l y z e r b e g a n t o b e u s e d t h a t 

r u s t d i s s o l v e d i n t h e w a t e r a p p a r e n t l y s e t t l e d o u t o n t h e m e m ­

b r a n e . T h e r e f o r e d u r i n g a l m o s t a l l r u n s u s i n g t h e i n l e t a n d 

o u t l e t a n a l y z e r s , t h e a n a l y z e r s w e r e r e m o v e d f r o m t h e a p p a ­

r a t u s a n d i m m e r s e d i n s o d i u m s u l f i t e s o l u t i o n w h e n n o t i n u s e . 

A s , a f u r t h e r p r e c a u t i o n a g a i n s t c o n t a m i n a t i o n o f t h e a n a l y z e r s 

t h e t a n k w a s f l u s h e d a n d d r a i n e d b e f o r e e a c h r u n . 

W h e n o p e r a t i n g u n d e r n o r m a l a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s , 

s a m p l e s o f w a t e r w e r e o f t e n t a k e n . T w o s a m p l i n g l o c a t i o n s 

w e r e u s e d : a l a b o r a t o r y f a u c e t o n t h e s a m e p i p e s u p p l y i n g 

w a t e r t o t h e a p p a r a t u s a n d t h e o u t l e t l i n e s a m p l i n g v a l v e . 

T h e w a t e r f r o m t h e f a u c e t w a s a s s u m e d t o h a v e t h e s a m e d i s ­

s o l v e d o x y g e n c o n c e n t r a t i o n a s t h e w a t e r s u p p l i e d t o t h e a p p a ­

r a t u s . W h e n s a m p l e s w e r e t a k e n , t u b i n g w a s s l i p p e d o v e r t h e 

e n d s o f t h e f a u c e t a n d s a m p l i n g v a l v e s o t h a t w a t e r c o u l d b e 
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i n j e c t e d d i r e c t l y i n t o t h e 250 m l s a m p l i n g b o t t l e s w i t h l i t t l e 

o r n o a e r a t i o n . 

O x y g e n c o n c e n t r a t i o n s o f t h e w a t e r s a m p l e s t a k e n w e r e 

d e t e r m i n e d b y t h e A l s t e r b e r g M o d i f i c a t i o n o f t h e W i n k l e r 

M e t h o d ( 2 1 7 ) . D u r i n g i n i t i a l r u n s , a t i m e p e r i o d o f a p p r o x i ­

m a t e l y f i f t e e n m i n u t e s e l a p s e d b e f o r e t h e m a n g a n o u s s u l f a t e 

r e a g e n t c o u l d b e a d d e d . R e f i n e m e n t o f p r o c e d u r e s d u r i n g r u n s 

w i t h t h e i n l e t a n d o u t l e t a n a l y z e r s , , h o w e v e r , e n a b l e d t h e 

m a n g a n o u s s u l f a t e t o b e a d d e d w i t h i n a v e r y f e w m i n u t e s a f t e r 

t h e s a m p l e w a s o b t a i n e d . A c i d i f i c a t i o n a l s o f o l l o w e d i n a 

v e r y s h o r t t i m e . 

W h e n m a k i n g v o l t a g e m e a s u r e m e n t s w i t h t h e a p p a r a t u s i n 

o p e r a t i o n , a m i n i m u m t i m e p e r i o d e q u i v a l e n t t o t w i c e t h e t h e o ­

r e t i c a l d e t e n t i o n t i m e f o r t h e e x i s t i n g p o o l e l e v a t i o n w a s 

a l w a y s a l l o w e d t o p a s s a f t e r a c h a n g e i n t h e i n f l o w r a t e o r 

t a n k p r e s s u r e b e f o r e f i n a l r e a d i n g s w e r e t a k e n . F u r t h e r m o r e , 

e v e n i f t h i s p e r i o d h a d p a s s e d , f i n a l r e a d i n g s w o u l d n o t b e 

t a k e n u n t i l t h e y a p p a r e n t l y h a d r e a c h e d a s t e a d y , c o n s t a n t 

v a l u e . D u r i n g r u n s w i t h n o r e c i r c u l a t i o n , w h i c h w i l l b e d i s ­

c u s s e d b e l o w , v e r y m i n o r f l u c t u a t i o n s a l w a y s o c c u r r e d e v e n 

a f t e r a c o n s i d e r a b l e l e n g t h o f t i m e , s o a v e r a g e r e a d i n g s w e r e 

t a k e n . W i t h r e c i r c u l a t i o n , r e a d i n g s u s u a l l y a p p r o a c h e d a 

s t e a d y v a l u e w i t h l i t t l e f l u c t u a t i o n a n d r e m a i n e d v e r y s t e a d y 

a t t h e i r f i n a l v a l u e . 

I n f l o w r a t e s w e r e a d j u s t e d w i t h t h e n e e d l e v a l v e s h o w n 

i n F i g . 9« T o d e t e r m i n e t h e o u t f l o w r a t e i n n o n - r e c i r c u l a t i o n 

r u n s , t h e g a t e v a l v e o n t h e d i s c h a r g e l i n e w a s a d j u s t e d s o a s 
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t o m a i n t a i n a c o n s t a n t p o o l e l e v a t i o n , t h e o u t f l o w r a t e t h e n 

e q u a l l i n g i n f l o w r a t e . T h e o u t f l o w r a t e c o u l d b e s e t a n d 

m a i n t a i n e d w i t h i n 0 . 1 g p m o f t h e i n f l o w r a t e . A l l r e a d i n g s 

w e r e t a k e n w h e n i n f l o w a n d o u t f l o w r a t e s w e r e e s s e n t i a l l y 

e q u a l . 

A f t e r a r u n h a d b e e n m a d e i n w h i c h h i g h p r e s s u r e s h a d 

e x i s t e d i n t h e t a n k , t h e p r e s s u r e w o u l d b e r e d u c e d t o n e a r l y 

a t m o s p h e r i c l e v e l s b y e x h a u s t i n g t h e o x y g e n i n s i d e t h e t a n k . 

D u r i n g e a r l y r u n s u s i n g t h e t a n k a n a l y z e r , w a t e r w o u l d 

t h e n b e c o n t i n u e d t o b e p u m p e d t h r o u g h t h e s y s t e m f o r a p e r i o d 

o f a p p r o x i m a t e l y 4 5 o r 6 0 m i n u t e s u n t i l n o b u b b l e s w e r e v i s i b l e 

i n t h e w a t e r a s i t p a s s e d t h r o u g h t h e s i g h t g l a s s o f t h e f l o w 

m e t e r . I f i t w e r e a n t i c i p a t e d t h e f o l l o w i n g r u n w e r e t o b e 

c o n d u c t e d u n d e r a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s , t h e e x h a u s t v a l v e 

w o u l d r e m a i n o p e n u n t i l t h e n e x t r u n , u s u a l l y a t l e a s t 1 2 

h o u r s l a t e r . A f t e r t h e f i r s t f e w r u n s i t w a s d e c i d e d t h a t i f 

t h e n e x t r u n w e r e t o b e c o n d u c t e d u n d e r h i g h p r e s s u r e s , t h e 

e x h a u s t v a l v e w o u l d b e c l o s e d a n d t h e t a n k k e p t u n d e r a p r e s ­

s u r e o f a p p r o x i m a t e l y t h r e e p s i g . 

D u r i n g l a t e r r u n s , u s i n g t h e i n l e t a n d o u t l e t a n a l y z e r s , 

s i n c e i t w a s f o u n d d e s i r a b l e t o f l u s h a n d d r a i n t h e t a n k a f t e r 

e a c h r u n , t h e e x h a u s t v a l v e w o u l d a l s o r e m a i n o p e n e v e n i f t h e 

n e x t r u n w e r e t o b e a h i g h p r e s s u r e r u n . ; 

A s m e n t i o n e d a b o v e , t h e t e m p e r a t u r e o f t h e w a t e r s a m p l e s 

w a s d e t e r m i n e d f r o m t h e w a t e r a s i t d i s c h a r g e d f r o m t h e f a u c e t 

o r t h e s a m p l i n g v a l v e . I n r u n s w i t h r e c i r c u l a t i o n , a n a v e r a g e 
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o f t h e u p p e r a n d t h e l o w e r t a n k t h e r m o m e t e r ( t h e l o w e r t a n k 

t h e r m o m e t e r b e i n g o n t h e o u t l e t l i n e i n e a r l i e r r u n s ) r e a d i n g s 

w e r e u s e d t o d e t e r m i n e t h e w a t e r t e m p e r a t u r e . I n v a r i a b l y , t h e 

t e m p e r a t u r e s w e r e w i t h i n o n e a n d a h a l f d e g r e e s o f e a c h o t h e r . 

T h e r o o m t e m p e r a t u r e w a s g e n e r a l l y s e v e r a l d e g r e e s d i f f e r e n t 

f r o m t h a t o f t h e w a t e r , b e i n g i n a t r a n s i e n t c o n d i t i o n . 

G a l v a n i c C e l l O x y g e n A n a l y z e r C a l i b r a t i o n 

I n o r d e r t o c a l i b r a t e t h e o x y g e n a n a l y z e r s , t w o d i f f e ­

r e n t b a s i c p r o c e d u r e s w e r e f o l l o w e d — o n e b e i n g u s e d t o d e t e r ­

m i n e t h e r e l a t i o n b e t w e e n c u r r e n t g e n e r a t e d b y t h e a n a l y z e r s 

a n d t h e d i s s o l v e d o x y g e n c o n t e n t o f t h e w a t e r i n w h i c h t h e 

a n a l y z e r w a s i m m e r s e d w h e n t h e t e s t s o l u t i o n w a s u n d e r a t m o s ­

p h e r i c p r e s s u r e a n d t h e o t h e r b e i n g u s e d t o e x a m i n e t h e s a m e 

r e l a t i o n w h e n t h e t e s t s o l u t i o n w a s u n d e r p r e s s u r e s c o n s i d e r ­

a b l y h i g h e r t h a n n o r m a l a t m o s p h e r i c p r e s s u r e . 

A t m o s p h e r i c P r e s s u r e C a l i b r a t i o n . F o r c a l i b r a t i o n o f 

t h e i n l e t a n d o u t l e t a n a l y z e r s u n d e r n o r m a l a t m o s p h e r i c p r e s ­

s u r e c o n d i t i o n s , t h e b e s t p r o c e d u r e f o u n d w a s t h a t o f p u m p i n g 

w a t e r t h r o u g h t h e s y s t e m o n c e o n l y a n d d i s c h a r g i n g i t w i t h o u t 

r e c i r c u l a t i n g i t . W i t h t h i s m e t h o d , t h e w a t e r t e m p e r a t u r e r e ­

m a i n e d f a i r l y c o n s t a n t a s i t p a s s e d t h r o u g h t h e s y s t e m . T e m ­

p e r a t u r e f l u c t u a t i o n w a s w i t h i n o n e d e g r e e o f i t s a v e r a g e 

v a l u e . A s t e a d y f l o w r a t e w o u l d b e e s t a b l i s h e d a n d s a m p l e s 

w o u l d b e t a k e n o f b o t h t h e i n f l o w a n d o u t f l o w w a t e r . T h e m e t e r 

r e a d i n g s t a k e n i m m e d i a t e l y p r i o r t o o b t a i n i n g s a m p l e s w e r e 

a s s u m e d t o c o r r e s p o n d t o t h e d i s s o l v e d o x y g e n l e v e l s i n t h e 
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s a m p l e s . B y o b t a i n i n g s a m p l e s u n d e r a w i d e r a n g e o f f l o w r a t e s , 

t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e v o l t a g e d r o p m e a s u r e d a n d t h e d i s s o l v e d 

o x y g e n c o n c e n t r a t i o n w a s d e t e r m i n e d f o r p i p e R e y n o l d s n u m b e r s 

r a n g i n g f r o m a p p r o x i m a t e l y 1 0 0 0 t o 1 0 , 0 0 0 . 

N o a t t e m p t w a s m a d e t o c a l i b r a t e t h e t a n k a n a l y z e r 

u n d e r a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s . I t w a s h o p e d t h a t t h e c a l i b r a ­

t i o n c u r v e s f o r a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s c o u l d b e e x t r a p o l a t e d 

f r o m c a l i b r a t i o n c u r v e s o b t a i n e d w i t h , t h e s y s t e m o p e r a t i n g 

u n d e r h i g h e r p r e s s u r e s . 

H i g h P r e s s u r e C a l i b r a t i o n . T o e x a m i n e t h e c h a r a c t e r ­

i s t i c s o f t h e a n a l y z e r s u n d e r p r e s s u r e s u p t o a p p r o x i m a t e l y 

1 1 0 p s i g , r e c i r c u l a t i o n w a s u s e d . W h e n i n l e t a n d o u t l e t 

a n a l y z e r s w e r e u s e d , t h e s y s t e m w a s d r a i n e d a n d f l u s h e d b e ­

t w e e n e a c h r u n . T h e e l e v a t i o n o f t h e t a n k p o o l w o u l d b e s e t 

a t t h e d e s i r e d l e v e l a n d t h e n t h e w a t e r i n t h e t a n k w o u l d b e 

r e c i r c u l a t e d b y t h e p u m p . 

D u r i n g c a l i b r a t i o n r u n s u s i n g t h e t a n k a n a l y z e r , t h e 

f i r s t m e a s u r e m e n t w o u l d b e m a d e w i t h t a n k p r e s s u r e s l i g h t l y 

a b o v e a t m o s p h e r i c . T h e w a t e r w o u l d b e r e c i r c u l a t e d t h r o u g h 

t h e s y s t e m u n t i l v o l t a g e r e a d i n g s b e c a m e c o n s t a n t , t h i s b e i n g 

a s s u m e d t o i n d i c a t e a n a t t a i n m e n t o f s a t u r a t i o n c o n d i t i o n s . 

M o r e o x y g e n w o u l d t h e n b e a l l o w e d t o f l o w i n t o t h e t a n k a n d 

i n c r e a s e t h e p r e s s u r e a n d a n e w v o l t a g e r e a d i n g w o u l d a g a i n 

b e m a d e a f t e r s t e a d y c o n d i t i o n s w e r e a c h i e v e d . R e p e a t i n g 

t h i s p r o c e s s w i t h p r e s s u r e i n c r e m e n t s v a r y i n g f r o m 1 0 p s i 

t o 25 p s i , r e a d i n g s w e r e o b t a i n e d f o r t a n k p r e s s u r e s t o 
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s l i g h t l y l e s s t h a n 110 p s i g . D u r i n g s u c h a r u n t h e p o o l l e v e l 

w o u l d r e m a i n f a i r l y c o n s t a n t , v a r y i n g o n l y b e c a u s e o f s o m e 

l e a k a g e a n d e x p a n s i o n o f t h e m e a s u r i n g s i g h t t u b e . W i t h i n 

t h e l i m i t a t i o n s o f t h e p u m p , t h e f l o w r a t e w o u l d b e h e l d a t 

o n e v a l u e . 

D u r i n g c a l i b r a t i o n r u n s u s i n g t h e i n l e t a n d t h e o u t l e t 

a n a l y z e r s u n d e r h i g h p r e s s u r e s , r e c i r c u l a t i o n w a s a l s o u s e d a s 

i t w a s f o r t h e t a n k a n a l y z e r . T h e f i r s t v o l t a g e m e a s u r e m e n t , 

h o w e v e r , w a s m a d e a t a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s i n o r d e r t h a t t h e 

i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n o f t h e w a t e r b e i n g r e c i r c u l a t e d c o u l d 

b e m e a s u r e d b y t i t r a t i o n o f t h e s a m p l e s . O n c e t h e i n i t i a l 

r e a d i n g a n d s a m p l e s h a d b e e n t a k e n , t h e e x h a u s t v a l v e w a s 

c l o s e d a n d t h e p r o c e d u r e w a s t h e s a m e a s t h a t u s e d i n t h e c a l i ­

b r a t i o n r u n s w i t h t h e t a n k a n a l y z e r . T h e f l o w r a t e w o u l d b e 

m a i n t a i n e d a t a c o n s t a n t v a l u e f o r t h e e n t i r e r u n a n d , e x c e p t 

f o r t h e i n i t i a l l o s s o f w a t e r d u e t o r e m o v a l o f s a m p l e s , t h e 

p o o l e l e v a t i o n r e m a i n e d e s s e n t i a l l y c o n s t a n t . 

G a s l e a k a g e f r o m t h e t a n k d u r i n g r u n s u s i n g t h e i n l e t 

a n d o u t l e t a n a l y z e r s w a s r e d u c e d t o m i n o r p r o p o r t i o n s . D u r i n g 

r u n s 22-4-1, t o b e d e s c r i b e d b e l o w , g a s l e a k a g e w a s q u i t e 

s m a l l , b u t d u r i n g r u n s 4-2-50, l e a k a g e b e c a m e c o n s i d e r a b l e 

a g a i n . 

T e s t R u n s t o M e a s u r e O x y g e n T r a n s f e r C h a r a c t e r i s t i c s 

F o r t h o s e r u n s w h i c h w e r e m a d e t o s t u d y t h e t r a n s f e r 

c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e p r o p o s e d s y s t e m , t h e i n l e t a n d t h e o u t ­

l e t a n a l y z e r s w e r e u s e d . T h e p r o c e d u r e f o l l o w e d w a s s i m i l a r 
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i n s o m e r e s p e c t s t o t h a t u s e d t o c a l i b r a t e t h e i n l e t a n d t h e 

o u t l e t a n a l y z e r s . A f t e r d r a i n i n g a n d f l u s h i n g t h e t a n k , t h e 

p o o l l e v e l w a s r a i s e d t o t h e d e s i r e d l e v e l . W a t e r w a s p u m p e d 

s t r a i g h t t h r o u g h t h e s y s t e m a n d d i s c h a r g e d w i t h o u t r e c i r c u ­

l a t i o n . F i r s t m e a s u r e m e n t s w e r e m a d e a t a t m o s p h e r i c c o n d i ­

t i o n s i n o r d e r t h a t s a m p l e s c o u l d b e w i t h d r a w n . T h e s e s a m ­

p l e s w e r e u s e d t o e s t a b l i s h t h e i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n l e v e l of 

t h e w a t e r a n d p r o v i d e a c h e c k o n t h e c o n s t a n c y o f t h e s e n s i ­

t i v i t y , t o b e d i s c u s s e d b e l o w , o f t h e a n a l y z e r s o b t a i n e d f r o m 

t h e a n a l y z e r c a l i b r a t i o n d i s c u s s e d a b o v e . T h e e x h a u s t v a l v e 

w a s t h e n c l o s e d a n d t h e p r e s s u r e w a s i n c r e a s e d i n c r e m e n t a l l y , 

r e a d i n g s b e i n g m a d e a t e a c h p r e s s u r e l e v e l . A t e a c h p r e s s u r e 

l e v e l , f u r t h e r m o r e , f l o w r a t e s w e r e v a r i e d a n d r e a d i n g s w e r e 

m a d e f o r e a c h o f t h e f l o w r a t e l e v e l s . F i n a l r e a d i n g s f o r 

e a c h f l o w c o n d i t i o n a n d p r e s s u r e l e v e l w e r e n o t m a d e u n t i l a t . 

l e a s t a t i m e p e r i o d e q u a l t o t w i c e t h e t h e o r e t i c a l d e t e n t i o n 

t i m e h a d p a s s e d a n d r e a d i n g s a p p e a r e d e s s e n t i a l l y c o n s t a n t . 

R e s u l t s 

T h e e q u i p m e n t a n d p r o c e d u r e s d e s c r i b e d w e r e u s e d t o 

c o n d u c t 4-9 b a s i c e x p e r i m e n t a l r u n s . F o r a l l t h e s e r u n s t h e 

i n l e t a n a l y z e r r e m a i n e d a n d w a s u s e d i n t h e s a m e u p s t r e a m 

p o s i t i o n . F o r t h e f i r s t 2 1 r u n s t h e t a n k a n a l y z e r w a s u s e d , 

w h i l e f o r r e m a i n i n g r u n s t h e o u t l e t a n a l y z e r w a s u s e d . T h e 

c h a n g e w a s m a d e b e c a u s e o f t h e v e r y p o o r r e s u l t s o b t a i n e d w i t h 

t h e t a n k a n a l y z e r . S i n c e t h e a n a l y s i s a n d c o n c l u s i o n s o f t h i s 

s t u d y a r e n o t b a s e d o n t h e r u n s u s i n g t h e t a n k a n a l y z e r , t h e 
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* T h e d i s c r e p a n c y i n t h e 4-9 r u n s h a v i n g r u n n u m b e r s t h r o u g h 50 
e x i s t s b e c a u s e o f a m i s n u m b e r i n g o f o n e o f t h e r u n s . 

r e s u l t s i n r e g a r d t o a n a l y z e r c a l i b r a t i o n u s i n g t h e t a n k a n a ­

l y z e r w i l l b e d i s c u s s e d o n l y b r i e f l y i n o r d e r t h a t t h e d e ­

f i c i e n c i e s o f t h e s y s t e m u s i n g t h e t a n k a n a l y z e r c a n b e 

p o i n t e d o u t . 

O f t h e r u n s u s i n g t h e o u t l e t a n a l y z e r , r u n n u m b e r s 22 

t h r o u g h 50* , r e s u l t s f a l l w i t h i n o n e o f t w o c a t e g o r i e s : t h o s e 

d i r e c t l y r e l a t i n g t o o x y g e n a n a l y z e r e v a l u a t i o n a n d c a l i b r a t i o n 

a n d t h o s e r e l a t i n g t o t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e o x y g e n t r a n s f e r 

c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e e x p e r i m e n t a l s y s t e m . I n s o m e i n s t a n c e s , 

a r u n w a s u s e d t o o b t a i n d a t a r e l a t i n g t o b o t h c a t e g o r i e s . I n 

a d d i t i o n , a n y p a r t i c u l a r r u n , a s d i s c u s s e d i n t h e p r o c e d u r e , 

c o u l d b e o n e i n w h i c h t h e w a t e r w a s r e c i r c u l a t e d o r w a s p u m p e d 

s t r a i g h t t h r o u g h t h e s y s t e m . T h e r u n m a y o r m a y n o t h a v e b e e n 

c o n d u c t e d u n d e r h i g h e r t h a n a t m o s p h e r i c p r e s s u r e s . T a b l e 3 

c l a s s i f i e s e a c h r u n : r e c i r c u l a t i o n i n d i c a t e s t h e w a t e r i n t h e 

s y s t e m w a s r e c i r c u l a t e d , n o r e c i r c u l a t i o n b e i n g o t h e r w i s e 

a s s u m e d ^ p r e s s u r e i n d i c a t e s d u r i n g s o m e p o r t i o n o f t h e r u n t h e 

s y s t e m w a s o p e r a t e d u n d e r g r e a t e r t h a n a t m o s p h e r i c p r e s s u r e , 

o t h e r w i s e n o r m a l a t m o s p h e r i c p r e s s u r e p r e v a i l e d a t a l l t i m e s \ 

c a l i b r a t i o n i n d i c a t e s a t l e a s t o n e w a t e r s a m p l e w a s t a k e n 

u n d e r n o r m a l a t m o s p h e r i c c o n d i t i o n s a n d u s e d i n t h e d e v e l o p m e n t 

o f c a l i b r a t i o n c u r v e s \ a n d t r a n s f e r i n d i c a t e s t h e o x y g e n t r a n s -
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f e r p r o d u c e d i n t h e o p e r a t i n g s y s t e m w a s m e a s u r e d w i t h t h e i n ­

l e t a n d o u t l e t a n a l y z e r s . T h e s e r i e s l e t t e r s i n T a b l e 3 g r o u p 

t h o s e r u n s w h i c h w e r e m a d e d u r i n g c o n t i n u o u s o p e r a t i n g o f t h e 

a p p a r a t u s , t h e r u n , n u m b e r i n g t h u s b e i n g u s e d t o d i f f e r e n t i a t e 

b e t w e e n e i t h e r a c h a n g e i n b a s i c o p e r a t i n g c o n d i t i o n s a n d / b r 

a c h a n g e i n t h e b a s i c p u r p o s e o f a r u n , s u c h a s a c h a n g e f r o m 

a c a l i b r a t i o n r u n u n d e r n o r m a l a t m o s p h e r i c p r e s s u r e s t o a t r a n s ­

f e r r u n u n d e r g r e a t e r t h a n a t m o s p h e r i c p r e s s u r e s ' . 

T a b l e 4 c l a s s i f i e s r u n s 2 2 - 5 0 a c c o r d i n g t o w h a t s p r a y 

n o z z l e w a s u s e d . I t i s t o b e n o t i c e d t h a t r e l a t i v e l y f e w 

r u n s w e r e m a d e u s i n g t h e MX4-0 n o z z l e , t h i s b e c a u s e o f t h e 

g r e a t e r p r e s s u r e l o s s a c r o s s t h i s s m a l l e r d i a m e t e r n o z z l e . 

T h e r e a s o n f o r t h i s r e s t r i c t i o n w i l l b e d i s c u s s e d b e l o w w h e n 

t h e e f f e c t s o f h i g h p r e s s u r e o n t h e a n a l y z e r o p e r a t i o n a r e d i s ­

c u s s e d . I n T a b l e 5 i s a l i s t i n g o f v a r i o u s a n a l y z e r m e m b r a n e s 

u s e d i n t h e d i f f e r e n t r u n s , e a c h c o d e n u m b e r r e p r e s e n t i n g a 

d i f f e r e n t m e m b r a n e . T h e l e t t e r s 1 1 1 1 1 a n d , f 0 t r m e r e l y i n d i c a t e 

w h e t h e r t h e m e m b r a n e w a s u s e d o n t h e i n l e t o r t h e o u t l e t a n a ­

l y z e r , r e s p e c t i v e l y . 

T a b l e s 6 a n d 7 a r e sl c o m p i l a t i o n o f t h e b a s i c e x p e r i ­

m e n t a l d a t a o b t a i n e d f r o m r u n s 2 2 - 5 0 . T o d i s t i n g u i s h b e t w e e n 

d i f f e r e n t o p e r a t i n g c o n d i t i o n s d u r i n g a r u n , e a c h r u n n u m b e r 

i s f o l l o w e d b y a l o w e r c a s e l e t t e r a n d a c a p i t a l n I ' M o r " 0 " , 

t h e l e t t e r b e i n g u s e d m e r e l y t o d i s t i n g u i s h b e t w e e n d i f f e r e n t 

o p e r a t i n g p o i n t s w h i l e " I " a n d r s 0 H i n d i c a t e w h e t h e r t h e d a t a 

a p p l y t o t h e i n l e t o r o u t l e t a n a l y z e r , r e s p e c t i v e l y . T h e 
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c u r r e n t g e n e r a t e d b y e a c h a n a l y z e r a s d e t e r m i n e d f r o m v o l t a g e 

m e a s u r e m e n t s i s l i s t e d i n T a b l e 6 . T h e t e m p e r a t u r e l i s t e d 

f o r e a c h r u n i s a n a v e r a g e o f t h e w a t e r t e m p e r a t u r e i n d i c a t e d 

b y t h e u p s t r e a m a n d d o w n s t r e a m t h e r m o m e t e r s . A l s o t a b u l a t e d 

i s t h e f l o w r a t e t h r o u g h t h e s y s t e m . I f a w a t e r s a m p l e w a s 

t i t r a t e d t o d e t e r m i n e i t s d i s s o l v e d o x y g e n c o n t e n t , t h e c o n ­

c e n t r a t i o n s o d e t e r m i n e d i s l i s t e d . I n T a b l e 7 a t m o s p h e r i c 

p r e s s u r e , g a g e p r e s s u r e j u s t u p s t r e a m o f t h e n o z z l e , a n d t h e 

t o t a l g a s p r e s s u r e i n s i d e t h e t a n k a r e l i s t e d . , 

S a t u r a t i o n C o n c e n t r a t i o n 

D e t e r m i n a t i o n o f t h e s a t u r a t i o n d i s s o l v e d o x y g e n c o n ­

c e n t r a t i o n o f t h e w a t e r i n t h e e x p e r i m e n t a l s y s t e m f o r e a c h 

o p e r a t i n g p o i n t o f t h e v a r i o u s r u n s w a s n e e d e d f o r t w o p u r ­

p o s e s : t o a i d i n t h e e v a l u a t i o n o f t h e a n a l y z e r c a l i b r a t i o n 

a n d t h e s y s t e m t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s , b o t h t o b e d i s c u s s e d 

b e l o w . 

F o r d i l u t e s o l u t i o n s o f g a s e s i n l i q u i d s s u c h a s o x y ­

g e n i n w a t e r , t h e s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n c a n b e d e t e r m i n e d 

f r o m t h e p a r t i a l p r e s s u r e o f t h e g a s a b o v e t h e l i q u i d s u r f a c e 

b y u s i n g H e n r y ' s L a w , w h i c h f o r t h e p u r p o s e s h e r e , t a k e s t h e 

f o r m 

p = ( H ) ( M f ) ( 4 . 3 ) 

i n w h i c h p = p a r t i a l p r e s s u r e o f s o l u t e g a s a b o v e l i q u i d , 

H = H e n r y ' s c o n s t a n t , a n d M f = m o l e f r a c t i o n o f g a s i n l i q u i d . 
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H i s a f u n c t i o n o f b o t l i t e m p e r a t u r e a n d p a r t i a l p r e s s u r e , 

t h o u g h t h e v a r i a t i o n o f H w i t h p r e s s u r e f o r o x y g e n i n w a t e r 

i s s m a l l . T h e v a l u e s o f H a t o n e a t m o s p h e r e o f p a r t i a l p r e s ­

s u r e o f o x y g e n a t v a r i o u s t e m p e r a t u r e s w h i c h w e r e u s e d i n c a l ­

c u l a t i o n s a r e t h o s e v a l u e s d e t e r m i n e d b y F o x (115)-* T h e s e 

v a l u e s d i f f e r s o m e w h a t f r o m t h o s e d e t e r m i n e d b y W i n k l e r ( 1 1 5 ) , 

a s c a n b e s e e n f r o m F i g . 1 0 w h e r e t h e v a r i a t i o n o f H w i t h 

t e m p e r a t u r e i s s h o w n . 

T h e c h a n g e i n H a t a c o n s t a n t t e m p e r a t u r e w i t h p a r t i a l 

p r e s s u r e i s n o t w e l l k n o w n , b u t s o m e d a t a a r e g i v e n b y P e r r y 

( 1 7 8 ) f o r 2 5 . 9 ° C . T h e r a t i o o f t h e s e v a l u e s o f H t o H a t o n e 

a t m o s p h e r e a t t h e c o r r e s p o n d i n g t e m p e r a t u r e , a s g i v e n b y F o x , 

w a s d e t e r m i n e d . S i n c e H a t o n e a t m o s p h e r e a s d e t e r m i n e d b y 

F o x d i d n o t a g r e e w i t h t h a t g i v e n b y P e r r y ( t h e y d i f f e r b y 

a p p r o x i m a t e l y t e n p e r c e n t ) , t h e r a t i o s w e r e r e d u c e d p r o ­

p o r t i o n a t e l y s u c h t h a t t h e r a t i o a t o n e a t m o s p h e r e w a s e x a c t l y 

o n e . T h e n i n c a l c u l a t i n g s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n s t h e v a l u e 

o f H a t s o m e p a r t i c u l a r t e m p e r a t u r e a n d o n e a t m o s p h e r e w a s 

m u l t i p l i e d b y t h i s a d j u s t e d r a t i o t o o b t a i n H a t t h e a c t u a l 

p a r t i a l p r e s s u r e o f t h e o x y g e n . T h i s a d j u s t e d r a t i o i s 

p l o t t e d i n F i g . 1 1 a s a f u n c t i o n o f p a r t i a l p r e s s u r e o f o x y ­

g e n . I t i s s e e n t h a t t h e p r e s s u r e v a r i a t i o n o f H , f o r t h e 

p r e s s u r e r a n g e s o f t h i s s t u d y , i s a c t u a l l y s m a l l . I t w a s , 

h o w e v e r , i n c l u d e d i n c a l c u l a t i o n s . T h e p o s s i b l e I n a c c u r a c y 

o f t h i s r a t i o , d u e t o i t s a d j u s t m e n t a n d / o r v a r i a t i o n w i t h 

t e m p e r a t u r e , w h i c h c o u l d n o t b e d e t e r m i n e d , w a s a s s u m e d t o 
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b e n e g l i g i b l y s m a l l s i n c e t h e r a t i o i t s e l f i s v e r y n e a r l y 

o n e . 

T h e p a r t i a l p r e s s u r e o f o x y g e n i n t h e t a n k w a s d e t e r ­

m i n e d f r o m t h e r e a d i n g s o f a t m o s p h e r i c p r e s s u r e a n d g a g e 

p r e s s u r e i n t h e t a n k . S i n c e t h e g a s a b o v e t h e t a n k p o o l 

i m m e d i a t e l y p r i o r t o c l o s u r e o f t h e t a n k e x h a u s t v a l v e w a s 

a i r , i t w a s n e c e s s a r y t o s u b t r a c t f r o m t h e m e a s u r e d t o t a l 

p r e s s u r e t h e p a r t i a l p r e s s u r e s o f t h e g a s e s o t h e r t h a n o x y ­

g e n i n t h e a i r . I t w a s a s s u m e d t h a t t h e o n l y o t h e r s i g n i f i ­

c a n t c o n s t i t u e n t s o f t h e a i r w e r e n i t r o g e n a n d w a t e r v a p o r . 

T h e a i r a b o v e t h e p o o l w a s a s s u m e d t o b e s a t u r a t e d w i t h w a t e r 

v a p o r . T h e t o t a l p r e s s u r e i n s i d e t h e t a n k a n d t h e c a l c u l a t e d 

p a r t i a l p r e s s u r e o f o x y g e n f o r e a c h o f t h e v a r i o u s r u n s a r e 

t a b u l a t e d i n T a b l e 7» T h e p a r t i a l p r e s s u r e s o f n i t r o g e n g a s 

a n d w a t e r v a p o r t o t a l e d a p p r o x i m a t e l y 6 0 0 mm o f H g f o r a l l 

r u n s . 

L e a k a g e i n t h e s y s t e m i n t r o d u c e d s o m e e r r o r i n t h e 

c a l c u l a t e d p a r t i a l p r e s s u r e o f o x y g e n s i n c e t h e t r u e a m o u n t 

o f n i t r o g e n g a s i n t h e t a n k w a s u n k n o w n b e c a u s e o f t h e l e a k ­

a g e a n d r e s u l t a n t c o n t i n u a l i n f l u x o f o x y g e n f r o m t h e s u p p l y 

c y l i n d e r . A s s u m i n g a n a p p r o x i m a t e v a l u e o f t h e p a r t i a l p r e s ­

s u r e o f n i t r o g e n a s 570 mm o f H g a n d a r a n g e o f p a r t i a l p r e s ­

s u r e s o f o x y g e n o f 6 0 0 t o 2 2 0 0 mm o f H g , t h e r a n g e o v e r w h i c h 

t h e v a r i o u s t r a n s f e r r u n s t o b e d i s c u s s e d b e l o w w e r e c o n ­

d u c t e d , a m a x i m u m e r r o r o f a p p r o x i m a t e l y 50 p e r c e n t c o u l d 

c o n c e i v a b l y h a v e b e e n i n t r o d u c e d i f a l l t h e n i t r o g e n i n t h e 
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s y s t e m w e r e l o s t t o t h e a t m o s p h e r e . T h i s , i n t u r n , w o u l d i n t r o ­

d u c e r o u g h l y t h e s a m e e r r o r i n t h e c a l c u l a t e d s a t u r a t i o n c o n ­

c e n t r a t i o n . H o w e v e r , i t i s n o t l i k e l y t h a t a l l n i t r o g e n w o u l d 

h e l o s t . A l s o , t h e c o n d i t i o n s a t w h i c h t h e g r e a t e s t p o s s i b l e 

e r r o r w o u l d b e i n t r o d u c e d , t h a t i s , t h e l o w e r t o t a l p r e s s u r e s , 

u s u a l l y e x i s t e d s h o r t l y a f t e r t h e c l o s u r e o f t h e e x h a u s t v a l v e , 

t h u s r e d u c i n g g r e a t l y t h e p r o b a b i l i t y t h a t l a r g e q u a n t i t i e s o f 

n i t r o g e n h a d e s c a p e d . L e a k a g e w a s n o t e x c e s s i v e i n a l l r u n s , 

f u r t h e r m o r e . I t i s t o b e n o t e d , h o w e v e r , t h a t a n y e r r o r s o f 

t h i s n a t u r e w h i c h e x i s t e d w o u l d t e n d t o o v e r e s t i m a t e t h e t r a n s ­

f e r e f f i c i e n c y o f t h e s y s t e m d i s c u s s e d b e l o w . 

T h e s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n s a s d e t e r m i n e d I n t h e a b o v e 

m a n n e r u s i n g t h e a d j u s t e d v a l u e o f H i n e q . ( 4 . 3 ) a r e t a b u ­

l a t e d i n T a b l e 8 . 

G a l v a n i c C e l l O x y g e n A n a l y z e r C a l i b r a t i o n 

T h e b a s i c c o n s i d e r a t i o n i n t h e c a l i b r a t i o n o f t h e o x y ­

g e n a n a l y z e r i s t h a t a t r a n s f e r p r o c e s s i s o c c u r r i n g b e t w e e n 

t h e f l u i d s u r r o u n d i n g t h e e x t e r i o r o f t h e a n a l y z e r t i p a n d 

t h e K O H s o l u t i o n b e n e a t h t h e a n a l y z e r m e m b r a n e . O x y g e n m u s t 

b e t r a n s p o r t e d f r o m t h e b u l k o f f l u i d p h a s e a c r o s s s o m e c o n ­

c e n t r a t i o n a n d h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y l a y e r s t o t h e m e m b r a n e 

s u r f a c e a n d t h e n d i f f u s e t h r o u g h t h e m e m b r a n e t o t h e K O H 

s o l u t i o n . T h u s b o t h t h e m e m b r a n e a n d t h e f l u i d w i l l o f f e r a 

t r a n s f e r r e s i s t a n c e , a s w o u l d b e e x p e c t e d f r o m t h e d i s c u s ­

s i o n s i n C h a p t e r I I . T h e s t e a d y - s t a t e r e s i s t a n c e o f t h e m e m ­

b r a n e w i l l b e e s s e n t i a l l y c o n s t a n t f o r a g i v e n t e m p e r a t u r e 

( 1 6 0 ) , b u t t h e t h i c k n e s s e s , a n d t h e r e f o r e r e s i s t a n c e , o f t h e 
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b o u n d a r y l a y e r s o n t h e e x t e r i o r o f t h e a n a l y z e r s u r f a c e w i l l 

v a r y w i t h t h e f l o w c h a r a c t e r i s t i c s . T h e t o t a l r e s i s t a n c e t o 

t r a n s f e r , a n d t h e r e f o r e , t h e c a l i b r a t i o n o f t h e a n a l y z e r , 

w i l l t h u s b e a f u n c t i o n o f t h e f l o w c h a r a c t e r i s t i c s . A s i n ­

d i c a t e d i n C h a p t e r I I , t h e p a r a m e t e r c h a r a c t e r i z i n g b o u n d a r y 

l a y e r d e v e l o p m e n t i s a R e y n o l d s n u m b e r . S i n c e , f o r a g i v e n 

f l u i d a n d t e m p e r a t u r e , t h e c o n c e n t r a t i o n b o u n d a r y l a y e r d e ­

c r e a s e s i n t h i c k n e s s w i t h i n c r e a s i n g R e y n o l d s n u m b e r ( s e e 

e q . 2 . 1 6 7 ) , i t w o u l d b e e x p e c t e d t h a t t h e r e s i s t a n c e o f t h e 

b o u n d a r y l a y e r t o t h e t r a n s p o r t o f o x y g e n a c r o s s i t w o u l d 

d e c r e a s e w i t h i n c r e a s i n g R e y n o l d s n u m b e r . S t a t i n g i t a n o t h e r 

w a y , a s t h e R e y n o l d s n u m b e r o f t h e f l o w g r o w s , s i n c e t h e y 

b o u n d a r y l a y e r b e c o m e s t h i n n e r , t h e t r a n s f e r r e s i s t a n c e a n d 

t h e a s s o c i a t e d a n a l y z e r c a l i b r a t i o n w o u l d b e c o m e l e s s a n d l e s s 

d e p e n d e n t o n t h e R e y n o l d s n u m b e r o f t h e f l o w . F o r a p r o p e r l y 

c h o s e n R e y n o l d s n u m b e r , t h i s h a s b e e n s h o w n t o b e t h e c a s e 

( 1 5 9 1 1 6 2 ) . A t s u f f i c i e n t l y h i g h R e y n o l d s n u m b e r s , t h e a n a ­

l y z e r s e n s i t i v i t y , t h a t i s , t h e c u r r e n t g e n e r a t i o n p e r u n i t 

c o n c e n t r a t i o n o f o x y g e n , b e c o m e s e s s e n t i a l l y c o n s t a n t w i t h 

R e y n o l d s n u m b e r v a r i a t i o n . A s h a s b e e n s h o w n , h o w e v e r , t h e 

a n a l y z e r s e n s i t i v i t y h a s a s t r o n g d e p e n d e n c e o n t e m p e r a t u r e 

( 1 6 1 , 1 6 3 ) . 

A t m o s p h e r i c P r e s s u r e C a l i b r a t i o n . A t t e m p t s a t c a l i ­

b r a t i o n o f t h e t a n k a n a l y z e r p r o v e d t o b e a l m o s t f u t i l e . T h e 

b a s i c c a u s e o f t h i s w a s d u e t o t h e f a c t t h a t i n s u f f i c i e n t c o n ­

s i d e r a t i o n w a s g i v e n t o t h e f a c t o r s d i s c u s s e d a b o v e . I n s o m e 
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o f t h e f i r s t 2 1 r u n s a s t a g n a n t f l o w c o n d i t i o n w a s m a i n t a i n e d 

w h i l e t h e p r e s s u r e w a s v a r i e d i n o r d e r t h a t e f f e c t s o f h i g h 

p r e s s u r e o n t h e m e m b r a n e s c o u l d b e a s c e r t a i n e d . S u c h o p e r ­

a t i o n , h o w e v e r , p r o d u c e s a c o n d i t i o n i n w h i c h t h e c o n c e n t r a ­

t i o n b o u n d a r y l a y e r o u t s i d e t h e a n a l y z e r b e c o m e s t h e c o n t r o l l i n g 

t r a n s p o r t f a c t o r . S i n c e t h e t r a n s p o r t w o u l d b e d i f f u s i v e i n a 

s t i l l f l u i d , t h e e s t a b l i s h m e n t o f s t e a d y c o n d i t i o n s w o u l d r e ­

q u i r e s o l o n g t h a t a l l m e a s u r e m e n t s m a d e w o u l d b e m a d e i n a 

t r a n s i e n t s t a t e . 

E v e n i n t h e r e m a i n i n g o f t h e s e r u n s i n w h i c h t h e f l u i d 

w a s m o v i n g , h o w e v e r , s e v e r e d e f i c i e n c i e s e x i s t e d . T h e f l o w 

i n t h e t a n k i t s e l f , i f a n a n a l o g y b e m a d e t o a l a r g e c o n d u i t 

f l o w , w a s s u r e l y l a m i n a r . T h u s b o u n d a r y l a y e r s w o u l d b e r e l a ­

t i v e l y l a r g e . I n a d d i t i o n , t h e e x t r e m e r e c e s s i o n o f t h e a n a ­

l y z e r f r o m t h e m a i n f l o w i n i t s p i p e r e c e p t a c l e o n t h e s i d e o f 

t h e t a n k w o u l d r e d u c e a n y f l o w a r o u n d t h e n o z z l e t i p g r e a t l y . 

T h u s t h e d e s i r e d c o n s t a n c y o f t h e s e n s i t i v i t y w i t h R e y n o l d s 

n u m b e r , e v e n i f t h e p r o p e r f o r m c o u l d b e f o u n d , w o u l d n o t b e 

e v i d e n t . 

F i n a l l y , i t w a s n o t u n t i l t h e c o m p l e t i o n o f t h e s e f i r s t 

2 1 r u n s t h a t i t w a s d e t e r m i n e d t h a t t h e s y s t e m r e q u i r e d a 

c o m p l e t e f l u s h i n g t o r e m o v e t h e e x c e s s o x y g e n i n t h e t a n k 

a f t e r a h i g h p r e s s u r e r u n . M e r e l y o p e n i n g o f t h e e x h a u s t 

v a l v e a n d a l l o w i n g t h e s y s t e m t o s t a n d a l o n g p e r i o d o f t i m e 

d i d n o t r e m o v e a l l o f t h e e x c e s s o x y g e n g a s , d u e , i n a l l l i k e ­

l i h o o d , t o t h e h e a v i e r m o l e c u l a r w e i g h t o f o x y g e n t h a n t h a t 
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o f a i r . T h u s h i g h c o n c e n t r a t i o n s o f d i s s o l v e d o x y g e n w o u l d 

h e m a i n t a i n e d i n t h e w a t e r w h e n i t w a s n o t a n t i c i p a t e d . 

T h e e x p e c t e d d e p e n d e n c e a n d v a r i a t i o n o f a n a l y z e r 

s e n s i t i v i t y w i t h R e y n o l d s n u m b e r w a s r e a l i z e d w i t h t h e i n l e t 

a n d o u t l e t a n a l y z e r s . A p l o t e m p l o y i n g t h e p i p e R e y n o l d s 

n u m b e r , R e ^ * t h a t i s , a R e y n o l d s n u m b e r b a s e d o n t h e p i p e d i -

a m e t e r a n d m e a n v e l o c i t y i n t h e p i p e , i n d i c a t e d o n l y m o d e r a t e 

c o n s t a n c y o f t h e e x p e r i m e n t a l l y d e t e r m i n e d a n a l y z e r s e n s i t i v i ­

t i e s t a b u l a t e d i n T a b l e 8 . A l a r g e d e g r e e o f t h i s s c a t t e r w a s 

e l i m i n a t e d b y c o n s i d e r a t i o n o f t h e t e m p e r a t u r e v a r i a t i o n f o r 

t h e v a r i o u s r u n s . I t w a s f o u n d t h a t i f t h e e x p e r i m e n t a l l y d e ­

t e r m i n e d s e n s i t i v i t y w a s m u l t i p l i e d b y t h e r a t i o o f t h e a v e r a g e 

t e m p e r a t u r e , i n d e g r e e s c e n t i g r a d e , o f a l l t h e m e a s u r e m e n t s 

m a d e u s i n g a p a r t i c u l a r m e m b r a n e t o t h e t e m p e r a t u r e , i n d e g r e e s 

c e n t i g r a d e , o f a p a r t i c u l a r m e a s u r e m e n t , a m o d e r a t e l y g o o d c o r ­

r e l a t i o n o f t h i s a d j u s t e d s e n s i t i v i t y w i t h R e y n o l d s n u m b e r r e ­

s u l t e d . T h u s t h e f o l l o w i n g p a r a m e t e r w a s d e f i n e d : 

0 ' = 0 ( T M / T ) ( 4 . 4 ) 

i n w h i c h 0 1 = t h e a d j u s t e d s e n s i t i v i t y , 0 = a c t u a l s e n s i t i v ­

i t y f o r a p a r t i c u l a r R O p * T ^ = m e a n t e m p e r a t u r e , ° C , o f a l l 

m e a s u r e m e n t s u s e d t o d e t e r m i n e j z ( ' , T = a c t u a l t e m p e r a t u r e , ° C 

o f m e a s u r e m e n t . 

T h e e x p e r i m e n t a l l y d e t e r m i n e d v a l u e s o f 0 1 a r e l i s t e d 

i n T a b l e 8 . T h e p l o t s o f v e r s u s R e f o r t h e v a r i o u s m e m -
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b r a n e s , t h a t i s , t h e a n a l y z e r c a l i b r a t i o n c u r v e s u s e d f o r e a c h 

m e m b r a n e i n a l l c a l c u l a t i o n s o f c o n c e n t r a t i o n , a r e p r e s e n t e d 

i n F i g s . 1 2 - 1 7 - I t i s s e e n t h a t s o m e R e y n o l d s n u m b e r d e p e n d ­

e n c e i s a p p a r e n t , b u t t h i s w a s n o t c o m p l e t e l y u n e x p e c t e d s i n c e 

t h e l o w e r R e y n o l d s n u m b e r s e n c o u n t e r e d i n d i c a t e d t h e f l o w w a s 

s t i l l l a m i n a r i n t h e p i p e i n t o w h i c h , t h e a n a l y z e r s p r o j e c t e d . 

F o r t h e r a n g e o f R e o f r o u g h l y 2000 t o 4 0 0 0 , t h e p i p e f l o w 

w a s i n a n u n s t e a d y t r a n s i t o r y s t a t e . T h i s c o u l d p e r h a p s , 

a c c o u n t f o r s o m e o f t h e s c a t t e r r e m a i n i n g i n , a l t h o u g h n o 

e v i d e n c e e x i s t s t o c r i t i c a l l y e x a m i n e s u c h a c o n t e n t i o n . I t 

i s t o b e n o t i c e d t h a t e a c h m e m b r a n e h a d s o m e w h a t d i f f e r e n t 

c h a r a c t e r i s t i c s , b o t h i n t h e e x a c t m a n n e r o f i t s d e p e n d e n c e 

o n R e a n d , e s p e c i a l l y , i n t h e m a g n i t u d e o f , a l t h o u g h a 

r o u g h v a l u e o f ^ w a s o n e u a / m g / 1 f o r a l l t h e m e m b r a n e s . T h i s 

v a l u e c o m p a r e s q u a l i t a t i v e l y w i t h v a l u e s g i v e n b y M a n c y e t a l . 

( 1 5 9 9 1 6 2 ) f o r s i m i l a r f l u i d t e m p e r a t u r e s . 

O n l y F i g . 1 5 f o r m e m b r a n e 6 . 1 d i s p l a y s a n y s i g n i f i ­

c a n t d e p a r t u r e o f t h e i n d i v i d u a l v a l u e s o f 0* f r o m t h e a v e r a g e 

v a l u e . H e r e f o r r u n s 3 1 - 4 0 t h e a p p r o x i m a t e v a l u e o f & l w a s 

1 . 3 u a / m g / 1 w h i l e f o r r u n 30 t h e a p p r o x i m a t e v a l u e w a s 0 . 8 

u a / m g / 1 . T o b e n o t e d i s t h a t r u n 30 w a s t h e f i r s t r u n u s i n g 

m e m b r a n e 6 . 1 . T h u s i t i s p o s s i b l e t h a t s u f f i c i e n t t i m e h a d 

n o t b e e n a l l o w e d f o r t h e s t a b i l i z a t i o n o f t h e m e m b r a n e a f t e r 

i t s p r e p a r a t i o n . T h e u s e o f t h e m e m b r a n e d u r i n g r u n 30 c o u l d 

h a v e p e r h a p s p r o d u c e d t h e f i n a l s t a b i l i z a t i o n r e q u i r e d . I n 

a n y c a s e , s i n c e t h i s p a r t i c u l a r r u n w a s n o t u s e d a s a t r a n s -
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f e r r u n a n d a d d i t i o n a l c a l i b r a t i o n r u n s f o l l o w e d r u n 3 0 , t h i s 

b e h a v i o r d i d n o t i n f l u e n c e t h e m e a s u r e m e n t o f t h e t r a n s f e r 

c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s t e m . 

T h e v a l u e o f 0 p r e d i c t e d f r o m t h e s e c a l i b r a t i o n c u r v e s , 

a d j u s t e d f o r r u n t e m p e r a t u r e , a r e l i s t e d i n T a b l e 7 . T h e s e 

v a l u e s w e r e u s e d i n c a l c u l a t i n g a l l c o n c e n t r a t i o n s u s e d i n 

e x a m i n i n g t h e t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s t e m , e v e n i n 

t h o s e c a s e s i n w h i c h a n e x p e r i m e n t a l l y d e t e r m i n e d w a s k n o w n . 

H i g h P r e s s u r e C a l i b r a t i o n . T o d e t e r m i n e w h a t e f f e c t , , 

i f a n y , h i g h p r e s s u r e s h a d o n a n a l y z e r o p e r a t i o n a n d c u r r e n t 

g e n e r a t i o n , i t w a s n e c e s s a r y t o e x a m i n e t h e c u r r e n t g e n e r a t i o n 

b y t h e a n a l y z e r f o r k n o w n c o n c e n t r a t i o n s f o r e s s e n t i a l l y c o n ­

s t a n t t e m p e r a t u r e a n d f l o w c o n d i t i o n s u n d e r a r a n g e o f p r e s ­

s u r e l e v e l s . T h e c a l c u l a t i o n o f t h i s s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n , 

w h i c h w a s a s s u m e d t o e x i s t a f t e r s u f f i c i e n t r e c i r c u l a t i o n o f 

t h e w a t e r i n t h e s y s t e m a s i n d i c a t e d b y m e a s u r e d v o l t a g e d r o p s 

r e m a i n i n g e s s e n t i a l l y c o n s t a n t , h a s b e e n d i s c u s s e d a b o v e . W i t h 

t h e i n l e t a n d o u t l e t a n a l y z e r s i n t h e s y s t e m , r u n s 2 4 , 2 9 , 4 7 , 

a n d 50 w e r e u s e d t o e x a m i n e t h e e f f e c t s o f h i g h p r e s s u r e o n t h e 

a n a l y z e r s . 

F i g . 1 8 s h o w s a p l o t o f s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n o f t h e 

r e c i r c u l a t e d w a t e r a g a i n s t t h e c u r r e n t g e n e r a t i o n b y t h e a n a ­

l y z e r s . S o m e u n e x p e c t e d r e s u l t s a r e a p p a r e n t . I n t h i s p l o t 

t h e s o l i d p o r t i o n o f a c u r v e c o n n e c t s p o i n t s d e t e r m i n e d a t 

s a t u r a t i o n c o n d i t i o n s w h i l e t h e d a s h e d p o r t i o n c o n n e c t s p o i n t s 

m e a s u r e d d u r i n g a t r a n s i e n t , n o n e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n . R u n s 
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2 9 . 0 , 5 0 . 1 , a n d 5 0 . 0 e x h i b i t e s s e n t i a l l y a l i n e a r r e l a t i o n s h i p 

b e t w e e n c u r r e n t a n d s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n , i n d i c a t i n g e s ­

s e n t i a l l y a c o n s t a n t s e n s i t i v i t y . R u n 2 9 . 1 , o n t h e o t h e r h a n d , 

e x h i b i t s t h i s l i n e a r r e l a t i o n s h i p t o a p p r o x i m a t e l y o n l y a c o n ­

c e n t r a t i o n o f 1 6 0 m g / 1 . R u n s 2 4 . 1 , 2 4 . 0 , 4 7 . 1 , a n d 4 7 . 0 , h o w ­

e v e r , a r e q u i t e d i f f e r e n t i n t h a t t h e y d i s p l a y a s u d d e n d r o p 

i n c u r r e n t g e n e r a t i o n w i t h i n c r e a s i n g c o n c e n t r a t i o n . 

D u r i n g t h e a c t u a l o p e r a t i o n o f t h e a p p a r a t u s t h e s e d r o p s 

w e r e e a s i l y n o t i c e d , o c c u r r i n g o v e r a p e r i o d o f r o u g h l y o n e 

h a l f h o u r . T h i s t y p e o f b e h a v i o r h a s n o t b e e n r e p o r t e d p r e ­

v i o u s l y a n d w a s q u i t e u n e x p e c t e d . V i s u a l e x a m i n a t i o n o f t h e 

a n a l y z e r m e m b r a n e s a f t e r t h e r u n s f a i l e d t o r e v e a l a n y h o l e s 

o r p u n c t u r e s i n t h e m e m b r a n e . F u r t h e r m o r e , f r o m T a b l e 4 , n o 

d i s t i n g u i s h a b l e p a t t e r n o f u s e p a r t i c u l a r t o t h e s e r u n s i s s e e n . 

T h u s t h e c a u s e o f t h i s b e h a v i o r i s u n k n o w n . 

T h e v a r i a t i o n o f c u r r e n t w i t h g a g e p r e s s u r e , a s d e t e r ­

m i n e d b y t h e g a g e u p s t r e a m o f t h e t a n k f o r t h e i n l e t a n a l y z e r 

a n d a s d e t e r m i n e d b y t h e t a n k g a g e f o r t h e o u t l e t a n a l y z e r , 

i s s h o w n i n F i g . 19 - V a r i a t i o n s a r e s i m i l a r t o t h o s e i n F i g . 

1 8 . 

F r o m F i g . 1 8 a n d F i g . 19 i t a p p e a r s t h a t u n l e s s a 

r a d i c a l a n d r e l a t i v e l y s u d d e n c h a n g e i n c u r r e n t g e n e r a t i o n 

o c c u r s , t h e s e n s i t i v i t y o f a n a n a l y z e r , f o r a g i v e n s e t o f 

t e m p e r a t u r e a n d f l o w c o n d i t i o n s , r e m a i n s v e r y n e a r l y c o n ­

s t a n t w i t h i n c r e a s e s i n t o t a l p r e s s u r e s t o r o u g h l y 70 p s i a . 

B a s e d o n t h e a d m i t t e d l y l i m i t e d r e s u l t s o f r u n s 2 4 a n d 2 9 , 



192 



1 9 3 

i t w a s d e c i d e d t o l i m i t t h e m a x i m u m t o t a l p r e s s u r e t o w h i c h 

a n a n a l y z e r w a s s u b j e c t e d d u r i n g t r a n s f e r r u n s t o a p p r o x i ­

m a t e l y 4 0 p s i g . O p e r a t i n g u n d e r t h i s l i m i t a t i o n , i t w a s 

a n t i c i p a t e d t h a t t h e n o n l i n e a r a n a l y z e r b e h a v i o r w o u l d b e 

a v o i d e d , t h u s e n a b l i n g t h e u s e o f a n a l y z e r s e n s i t i v i t i e s d e t e r ­

m i n e d f r o m o p e r a t i o n o f t h e a p p a r a t u s a t n o r m a l a t m o s p h e r i c 

p r e s s u r e i n t h e c a l c u l a t i o n o f c o n c e n t r a t i o n s u n d e r c o n d i t i o n s 

o f h i g h p r e s s u r e . W h e n t h i s l i m i t w a s c h o s e n r u n 4 9 w a s n o t 

a v a i l a b l e . H o w e v e r , n o s u d d e n d e c r e a s e s w e r e n o t e d d u r i n g t h e 

v a r i o u s t r a n s f e r r u n s m a d e a n d s o i t i s b e l i e v e d f o r t h e r e ­

s t r i c t e d r a n g e o f p r e s s u r e s u s e d d u r i n g t r a n s f e r r u n s , t h e 

s e n s i t i v i t y o f a n a n a l y z e r r e m a i n e d c o n s t a n t f o r s i m i l a r t e m ­

p e r a t u r e a n d R © p . I t i s t o b e n o t e d t h a t t h i s r e s t r i c t e d p r e s ­

s u r e r a n g e s e v e r e l y c u r t a i l e d t h e u s e o f t h e M X - 0 n o z z l e b e c a u s e 

o f t h e r e l a t i v e l y l a r g e p r e s s u r e d r o p w h i c h e x i s t e d a c r o s s t h e 

n o z z l e . 

S y s t e m T r a n s f e r C h a r a c t e r i s t i c s 

F r o m t h e p r e d i c t e d v a l u e s o f 0 l i s t e d i n T a b l e 8 , t h e 

i n l e t a n d o u t l e t c o n c e n t r a t i o n s w e r e c a l c u l a t e d f o r t h e v a r i ­

o u s o p e r a t i n g p o i n t s o f t h e s e v e r a l t r a n s f e r r u n s i n w h i c h t h e 

t a n k p r e s s u r e w a s g r e a t e r t h a n a t m o s p h e r i c . U s i n g t h e c a l c u ­

l a t e d s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n a n o v e r a l l t r a n s f e r e f f i c i e n c y 

f o r t h e s y s t e m , E Q , w a s c a l c u l a t e d a c c o r d i n g t o e q . ( 3 « 3 6 ) 

w h e r e t h e i n i t i a l c o n c e n t r a t i o n i s t h a t a t t h e i n l e t a n a l y z e r , < 

t h e i n t e r f a c i a l c o n c e n t r a t i o n i s t h e s a t u r a t i o n c o n c e n t r a t i o n , 

a n d t h e c o n c e n t r a t i o n a t t i m e t i s a s s u m e d t o b e t h e c o n c e n -
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t r a t i o n a t t h e o u t l e t a n a l y z e r . T h e s e v a l u e s a r e l i s t e d i n 

T a h l e 9 . 

F o r e a c h o f t h e s e r u n s , T a h l e 1 0 l i s t s t h e m e a n d r o p ­

l e t d i a m e t e r , d ^ , a s d e t e r m i n e d f r o m e q s . ( 4 . 1 ) a n d ( 4 . 2 ) . 

T h e a v e r a g e f a l l d i s t a n c e f o r t h i s m e a n d r o p l e t , c a l c u l a t e d 

a s t h e d i s t a n c e h e t w e e n t h e t i p o f t h e n o z z l e a n d t h e p o o l s u r ­

f a c e , i s a l s o t a b u l a t e d . T h e a v e r a g e v e l o c i t y , U , o f a l l d r o p ­

l e t s w a s a s s u m e d t o b e c o n s t a n t o v e r t h e e n t i r e l e n g t h o f f a l l 

o f t h e d r o p l e t s a n d t o b e a p p r o x i m a t e d b y t h e v o l u m e r a t e o f 

f l o w d i v i d e d b y t h e n o z z l e o u t l e t a r e a . F r o m t h i s f a l l d i s ­

t a n c e a n d n o z z l e v e l o c i t y , a n a p p r o x i m a t e d r o p l e t c o n t a c t t i m e , 

^ c t ' w a s t e r m i n e d . T h e m o l e c u l a r d i f f u s i v i t i e s o f o x y g e n i n 

w a t e r l i s t e d i n T a b l e 1 0 w e r e d e t e r m i n e d f r o m t h e f o r m u l a t i o n s 

o f W i l k e ( 2 4 4 ) a n d h a v e a n a p p r o x i m a t e v a l u e o f 2 . 5 x 1 0 " ^ 

c m 2 / s e c . I t i s t o b e n o t e d W i l k e ' s f o r m u l a t i o n s p r e d i c t d i f -

f u s i v i t i e s w h i c h a g r e e w e l l w i t h o b s e r v e d v a l u e s ( s e e r e f . 2 4 5 

a n d T a b l e 1 1 ) . 

L i s t e d i n T a b l e 1 1 a r e a d r o p R e y n o l d s n u m b e r , R e ^ * 

c o n t i n u o u s p h a s e R e y n o l d s n u m b e r , R e p , d r o p S c h m i d t n u m b e r , 

S c ^ , a n d d r o p W e b e r n u m b e r , W e ^ , a s g i v e n b y e q s . (3-3)* ( 3 - 4 ) , 

a n d (3»6) r e s p e c t i v e l y , e x c e p t t h a t t h e f l u i d p r o p e r t i e s o f t h e 

d r o p l e t a r e u s e d f o r R e ^ , S c ^ , a n d W e ^ . T h e s u r f a c e t e n s i o n 

u s e d t o c a l c u l a t e W e ^ w a s t h a t o f w a t e r i n c o n t a c t w i t h a i r 

r a t h e r t h a n t h a t o f w a t e r i n c o n t a c t w i t h o x y g e n s i n c e t h e s e 

l a t t e r v a l u e s w e r e u n a v a i l a b l e . A l s o l i s t e d i s t h e m o d i f i e d 

P e c l e t n u m b e r , P e l , a s g i v e n b y e q . ( 3 » 8 4 ) , b a s e d o n t h e v i s -
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c o s i t i e s o f w a t e r a n d o x y g e n g a s . I t i s t o b e s e e n t h a t t h e 

t r a n s f e r r u n s h a d t h e f o l l o w i n g r a n g e s f o r t h e s e d i m e n s i o n ­

l e s s p a r a m e t e r s ? ^ EA» 5 2 6 t o 1 6 9 5 ; R e c > 29 t o 9 7 ; S c ^ , 0 . 3 4 

t o 0 . 3 8 ; a n d P e ^ , 4 . 1 t o 1 3 . 5 -

A n a l y s i s 

T o b e d i s c u s s e d a n d a n a l y z e d h e r e a r e t h e o x y g e n t r a n s ­

f e r c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e d r o p l e t s y s t e m a s e x h i b i t e d b y t h e 

s y s t e m d u r i n g t r a n s f e r r u n s w h e n o p e r a t i n g u n d e r g r e a t e r t h a n 

a t m o s p h e r i c p r e s s u r e s . A s p r e v i o u s d i s c u s s i o n s h a v e i n d i c a t e d , 

t h e a n a l y s i s o f t h e d r o p l e t s y s t e m p r o d u c e d b y e a c h n o z z l e i s 

t o b e b a s e d o n a s i m p l i f i e d m o d e l w h i c h a s s u m e s a s i n g l e s p h e r i ­

c a l d r o p l e t w i t h a d i a m e t e r e q u a l t o t h e m e a n d i a m e t e r o f a l l 

d r o p l e t s t o a d e q u a t e l y t y p i f y t h e s y s t e m . 

E x t e r n a l P h a s e T r a n s f e r 

I t h a s b e e n p o i n t e d o u t i n t h e d i s c u s s i o n o f t h e t w o 

f i l m t h e o r y t h a t f o r t h e d i f f u s i o n o f s l i g h t l y s o l u b l e g a s e s 

i n l i q u i d s , s u c h a s o x y g e n i n w a t e r , t h e g a s f i l m o f f e r s c o m ­

p a r a t i v e l y l i t t l e t r a n s f e r r e s i s t a n c e . A l s o , i n t h i s d r o p ­

l e t s y s t e m t h e g a s s u r r o u n d i n g e a c h d r o p l e t , f o r t h e t r a n s f e r 

r u n s , h a d a v o l u m e c o n c e n t r a t i o n r a n g i n g f r o m 2 0 t o 8 0 p e r 

c e n t o x y g e n . T h u s t h e e f f e c t s o f t h e e x t e r n a l , c o n t i n u o u s 

p h a s e o n t h e t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e d r o p l e t s y s t e m 

w o u l d b e e x p e c t e d t o b e n e g l i g i b l e . 

F u r t h e r m o r e , e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a l s o s u p p o r t t h i s 

a s s u m p t i o n . E q s . ( 3 . 2 4 ) a n d ( 3 . 3 5 ) a r e t h e t w o b a s i c c o r ­

r e l a t i o n s f o r t r a n s f e r i n t h e e x t e r n a l p h a s e s u r r o u n d i n g a 
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s p h e r e a n d a c i r c u l a t i n g d r o p l e t , r e s p e c t i v e l y . E x a m i n a t i o n 

o f T a b l e 1 3 w i l l s h o w t h a t t h e r a t i o o f t h e v i s c o s i t y o f o x y ­

g e n , a s s u m e d t o b e e s s e n t i a l l y t h a t o f t h e g a s a c t u a l l y s u r ­

r o u n d i n g t h e d r o p l e t s , a n d t h e v i s c o s i t y o f w a t e r i s v e r y 

n e a r l y c o n s t a n t f o r t h e t r a n s f e r r u n s . T h e f u n c t i o n o f t h e 

r a t i o o f t h e s e t w o v i s c o s i t i e s i n e q . ( 3 ° 3 5 ) t h u s b e c o m e s 

e s s e n t i a l l y a c o n s t a n t . R e p l a c i n g S h b y S h - S h i n e q . ( 5 * 2 4 ) , 
C C S 

i t i s s e e n t h a t t h e s e t w o f o r m s a r e b a s i c a l l y s i m i l a r f o r t h e 

d r o p l e t s y s t e m b e i n g c o n s i d e r e d h e r e . 

T h e d i f f u s i v i t y o f o x y g e n i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e w o u l d 

b e e x p e c t e d t o b e r o u g h l y p r o p o r t i o n a l t o t h a t o f o x y g e n i n 

w a t e r f o r t h e s m a l l t e m p e r a t u r e r a n g e o f t h e v a r i o u s t r a n s f e r 

r u n s . A l s i m i l a r s t a t e m e n t a p p l i e s t o t h e k i n e m a t i c v i s c o s i t i e s 

o f t h e c o n t i n u o u s a n d d r o p l e t p h a s e s . F u r t h e r m o r e , t h e o v e r a l l 

t r a n s f e r c o e f f i c i e n t o f t h e s y s t e m , K ( s e e e q . 5 . 2 ) , c o u l d b e 

a t l e a s t a p p r o x i m a t e d b y t h a t c a l c u l a t e d f r o m e q . ( 5 « 4 7 ) u s i n g 

t h e t r a n s f e r e f f i c i e n c y b a s e d o n t h e t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s 

o f t h e e n t i r e s y s t e m . T h u s , f r o m e q s . ( 3 . 2 ) , ( 5 * 3 ) , a n d ( 5 . 4 ) , 

b a s e d o n t h e a b o v e r e a s o n i n g , t h e c o n t i n u o u s p h a s e S h e r w o o d , 

R e y n o l d s , a n d S c h m i d t n u m b e r s s h o u l d , f o r t h e v a r i o u s t r a n s f e r 

r u n s , b e a p p r o x i m a t e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e i r d r o p l e t p h a s e 

c o u n t e r p a r t s . T h i s , i n t u r n , i m p l i e s t h a t , a t l e a s t i n a n 

a p p r o x i m a t e s e n s e , f r o m e q s . ( 5 . 2 4 ) a n d ( 5 « 3 5 ) , 

S h = ( c o n s t a n t ) R e ? S c r ( 4 . 5 ) o a a 
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i n w h i c h S h Q i s a n o v e r a l l S h e r w o o d n u m b e r b a s e d o n t h e d i f - J 

f u s i v i t y o f o x y g e n i n w a t e r , l i s t e d i n T a b l e 1 0 , a n d o n t h e 

c a l c u l a t e d o v e r a l l t r a n s f e r e f f i c i e n c y o f t h e s y s t e m t a b u ­

l a t e d i n T a b l e 9 . 

I f t h e t r a n s f e r i n t h e d r o p l e t s y s t e m i s e s s e n t i a l l y 

i n d e p e n d e n t o f t h e e x t e r n a l p h a s e , t h e n S h Q s h o u l d b e i n d e p e n ­

d e n t o f t h e R . H . S . o f e q . ( 4 . 5 ) s i n c e i t i s t h i s p a r a m e t r i c 

f o r m w h i c h , f r o m t h e a b o v e d i s c u s s i o n a n d d i s c u s s i o n s i n 

C h a p t e r I I I , s h o u l d c h a r a c t e r i z e t h e t r a n s f e r i n t h e e x t e r n a l 

p h a s e f o r t h e t r a n s f e r r u n s . 

I n T a b l e 13 i s l i s t e d S h Q f o r t h e v a r i o u s t r a n s f e r r u n s 

i n w h i c h t h e o v e r a l l t r a n s f e r e f f i c i e n c y , E Q , d i d n o t e x c e e d 

u n i t y . S i n c e S h Q w a s c a l c u l a t e d u s i n g e q . (3»4-7) i t w a s n o t 

p o s s i b l e t o d e t e r m i n e S h Q f o r v a l u e s o f E Q g r e a t e r t h a n u n i t y . 

F r o m t h e d i s c u s s i o n o f t r a n s f e r t o a n d f r o m d r o p l e t s i n C h a p ­

t e r I I I , a p p r o x i m a t e v a l u e s o f p a n d r a r e 0 . 5 « I n T a b l e 13 
1 / 2 

a r e l i s t e d t h e c o m p u t e d v a l u e s o f ( R e ^ S c ^ ) / . F i g . 20 p r e -
1 / 2 

s e n t s a p l o t o f S h Q v e r s u s ( R e ^ S c ^ ) . F r o m t h i s p l o t i t 
] / 2 

a p p e a r s t h a t S h Q i s q u i t e i n d e p e n d e n t o f ( R e ^ S c ^ ) . 

T h e a b o v e d i s c u s s i o n a n d e x p e r i m e n t a l r e s u l t s i n d i c a t e 

t h a t a n y o x y g e n t r a n s f e r i n t h e c o n t i n u o u s p h a s e h a s n e g l i g i ­

b l e i n f l u e n c e o n t h e t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e t o t a l 

d r o p l e t s y s t e m . O x y g e n t r a n s f e r i n t h e s y s t e m i s e s s e n t i a l l y 

d e p e n d e n t o n l y o n t h e t r a n s f e r i n t h e d r o p l e t s t h e m s e l v e s . 

T h u s , t r a n s f e r i n t h e d r o p l e t s n e e d b e c o n s i d e r e d o n l y i n 

t h e r e m a i n d e r o f t h e a n a l y s i s . 
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T r a n s f e r i n D r o p l e t s 

I n T a b l e 9 i t i s s e e n t h a t s o m e v a l u e s o f t h e o v e r a l l 

t r a n s f e r e f f i c i e n c y , E Q , a r e g r e a t e r t h a n u n i t y , i n d i c a t i n g 

t h a t i n s o m e c a s e s , t h e w a t e r p a s s i n g t h e o u t l e t a n a l y z e r 

w a s a p p a r e n t l y s i g n i f i c a n t l y s u p e r - s a t u r a t e d w i t h o x y g e n . I n 

o r d e r t o q u a l i t a t i v e l y c o m p a r e t h e m e a s u r e d t r a n s f e r e f f i c i -

e n c i e s , t h e d i m e n s i o n l e s s t i m e p a r a m e t e r T ( s e e e q s . 3»83 a n d 

3 . 1 0 1 ) , w i t h t s e t e q u a l t o t , w a s u s e d . S i n c e t h i s i s t h e 
ct 

p h y s i c a l p a r a m e t e r w h i c h i s u s e d i n m o s t o f t h e d r o p l e t m o d e l s 

d i s c u s s e d i n C h a p t e r I I I , i t w o u l d b e e x p e c t e d t h a t , i f t h e s e 

m o d e l s a r e a t a l l a c c u r a t e , t h i s p a r a m e t e r c o u l d b e u s e d t o 

o b t a i n a s u c c e s s f u l c o r r e l a t i o n o f t h e e x p e r i m e n t a l d a t a . 

T a b l e 13 t a b u l a t e s T * f o r t h e v a r i o u s t r a n s f e r r u n s . I n F i g . 

21 t h e v a r i a t i o n o f E Q w i t h T * i s s h o w n . I t i s i m m e d i a t e l y 

a p p a r e n t t h e t w o n o z z l e s d i s p l a y e n t i r e l y d i f f e r e n t c h a r a c t e r ­

i s t i c s . N o z z l e M X - 0 0 s h o w s a g r a d u a l i n c r e a s e i n E Q w i t h i n ­

c r e a s i n g T * , r e a c h i n g v a l u e s o f E Q o f r o u g h l y u n i t y . N o z z l e 

M X - 0 , o n t h e o t h e r h a n d , s h o w s a g r a d u a l d e c r e a s e i n E Q w i t h 

i n c r e a s i n g T * , f r o m a n i n i t i a l v a l u e o f a p p r o x i m a t e l y 2 t o a 

f i n a l v a l u e o f a p p r o x i m a t e l y u n i t y . 

MX<-"0 N o z z l e . A h a p p r o x i m a t e l i n e a r e q u a t i o n d e s c r i b i n g 

t h e d a t a i n F i g . 2 1 f o r t h e M X - 0 n o z z l e i s 

E = 2 . 3 - 6 . 6 T * 
o 

( 4 . 6 ) 


