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SUMMARY 

The primary purpose of this study is the development of a method 

to solve the general linearly constrained nonlinear program using 

conjugate directions. The theoretical results show that the proposed 

algorithm converges globally and at the same time exhibits a superlinear 

rate of convergence. 

A general outline of the algorithm is as follows. At each 

iteration a projection problem, which is a s tr ic t ly convex quadratic 

program, i s solved. This problem is designed to project an 

unconstrained descent step onto the feasible region in such a way as to 

produce a feasible direction of descent which is conjugate to previously 

constructed conjugate directions. This conjugacy property is aimed at 

producing a fast local rate of convergence of the algorithm. An inexact 

line search based on the properties of the projection problem is 

undertaken. This line search produces a step-size with a f ini te number 

of functional evaluations automatically. In addition, an in i t ia l 

approximation of the step-size is used close to a solution point. This 

in i t ia l step-size is based on the local quadratic approximation of the 

objective function. It also has the property of closely approximating 

the exact step-size along the conjugate directions. This results in the 

in i t i a l approximation being used without further t r i a l s . The method 

wil l either produce a Kuhn-Tucker point of the original problem or 

re in i t ia l i ze s a projection operator containing conjugate directional 

informat ion. 

The theoretical research involves the study of global and local 
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convergence properties of the algorithm. Global convergence is 

established through the use of the inexact line search. Both the 

subsequence of restarting points and the sequence of al l points 

generated by the algorithm are studied. The local converges analysis 

establishes a superlinear rate of convergence of the algorithm by 

showing that eventually the set of binding constraints wil l not change, 

the in i t i a l step-size approximates the exact one, and the directions of 

move constructed satisfy the approximate conjugacy property. 

Furthermore, a comprehensive discussion of the literature is 

provided. 

Finally, a set of 30 problems was used to test an implementation 

of the algorithm on a CDC Cyber 70 Model 74-28 CDC 6400 machine in time­

sharing mode. 
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CHAPTER I 

INTRODUCTION 

1 . I n t r o d u c t i o n 

M a t h e m a t i c a l p r o g r a m m i n g I n g e n e r a l , a n d n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g i n 

p a r t i c u l a r , h a v e a t t r a c t e d t h e a t t e n t i o n o f s c i e n t i s t s f r o m a v a r i e t y o f 

f i e l d s f o r m a n y y e a r s . T h e a d v a n c e s i n c o m p u t i n g c a p a b i l i t i e s h a s m a d e 

i t i n c r e a s i n g l y p o s s i b l e t o s o l v e l a r g e r a n d m o r e c o m p l e x p r o b l e m s . 

T h i s , i n t u r n , s t i m u l a t e d a l o t m o r e r e s e a r c h , n o t o n l y i n d e v e l o p i n g 

n e w a n d m o r e s o p h i s t i c a t e d m e t h o d s , b u t a l s o i n e n l a r g i n g t h e s c o p e o f 

a p p l i c a t i o n s t o s u c h a r e a s a s , o p t i m a l c o n t r o l , n o n l i n e a r n e t w o r k s , 

e c o n o m i c p l a n n i n g , w a t e r r e s o u r c e s , a n d c h e m i c a l p r o c e s s i n g , t o m e n t i o n 

o n l y a f e w . 

A l i n e a r l y c o n s t r a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m i s a m a t h e m a t i c a l m o d e l 

f o r o p t i m i z i n g a n o b j e c t i v e f u n c t i o n i n t h e p r e s e n c e o f i n e q u a l i t y 

a n d / o r e q u a l i t y c o n s t r a i n t s . S i n c e t h e c o n s t r a i n t s a r e l i n e a r , t h e o n l y 

n o n l i n e a r i t i e s a r i s e i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . T h i s m a k e s t h i s c l a s s 

o f p r o b l e m s a s u b s e t o f t h e g e n e r a l n o n l i n e a r p r o g r a m s w h e r e 

n o n l i n e a r i t i e s m a y b e p r e s e n t i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a n d t h e 

c o n s t r a i n t s . 

2 . P r o b l e m S t a t e m e n t 

A g e n e r a l l i n e a r l y c o n s t a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m i s o f t h e f o r m : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o x e S 
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w h e r e f : E n -* E i s a c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e f u n c t i o n , x e E n i s a 

d e c i s i o n v e c t o r , a n d S c E n i s a s e t o f l i n e a r r e s t r i c t i o n s c o m p r i s i n g 

e q u a l i t i e s a n d / o r i n e q u a l i t i e s a n d p o s s i b l y b o u n d r e s t r i c t i o n s . T h i s 

l e a d s t o t h e m o s t g e n e r a l f o r m : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o Bx < b 1 

Dx = d / 

^ „ } < = = > x e S 
x > I 

x < u I 

m l 
w h e r e B i s a n ( m ^ x n ) d i m e n s i o n a l a r r a y , b e E , D i s a n ( n ^ x n ) 

m 2 n n 
d i m e n s i o n a l a r r a y , d e E , I e E , a n d u e E . 

I n t h i s s t u d y w e w i l l w o r k w i t h t h e g e n e r a l i n e q u a l i t y 

c o n s t r a i n e d p r o b l e m o f t h e f o r m : 

P : M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o Ax < b 

w h e r e A i s a n (m x n ) d i m e n s i o n a l a r r a y , , b e E™ a n d x e E n . B o u n d s w i l l 

b e c o n s i d e r e d a s r e g u l a r c o n s t r a i n t s , a n d e q u a l i t y c o n s t r a i n t s w i l l b e 

h a n d l e d t h o u g h s o m e m i n o r c h a n g e s i n i m p l e m e n t a t i o n . T h e f e a s i b l e 

r e g i o n i s r e p r e s e n t e d b y t h e s e t : 

S = f x | A x < b } 
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S i s essential ly defined by the intersection of m half-spaces defined by 

the m hyperplanes: a^x = b^; i= l , . . . , ra . A vector x e E n i s called a 

feasible point i f x £ S. That i s , i f x sat i s f ies a l l the restrictions 

defined by the feasible region. Otherwise, i f x t S i t i s an 

infeasible point* 

A feasible point is called a global solution if the objective 

function value at that point i s lowest among the set of a l l feasible 

points. In other words, x i s a global solution i f : 

f(x) < f (x ) , V x e S 

On the other hand, a feasible point i s called a local solution if i t s 

objective function value is lowest in a neighborhood around i t , that i s 

x i s a local solution i f : 

f(x) < f (x ) , V- x e S n {y | lly-xH < e, e > 0} 

We note that a global solution is a local one. Under certain 

assumptions, a solution to problem (P) sat i s f i es some optimality 

conditions such as discussed by Gill and Murray (1974a) and McGorraick 

(1970b). 

We say that x i s a Kuhn-Tucker Point (KTP) if x sa t i s f i e s the 

well-known Kuhn-Tucker (1951) conditions which are necessary for x to be 

a local minimum to problem (P). These conditions, also known as the 

First Order Necessary Conditions are as follows: There exists a vector 

u £ Em , known as the vector of Kuhn-Tucker Multipliers such that: 
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m t -
V f ( x ) + T, a u = 0 

1 = 1 

x < b ^ , 1 = 1 , . . . , m 

U i ^ a i X ~ ^ i ^ = ^ ' m 

> 0 ; 1 = 1 , . . . , m . 

A p o i n t x s a t i s f y i n g t h e s e c o n d i t i o n s w i l l b e c a l l e d a F i r s t O r d e r K u h n -

T u c k e r p o i n t . 

T h e a b o v e c o n d i t i o n s i n v o l v e o n l y f i r s t d e r i v a t i v e s o f t h e 

o b j e c t i v e f u n c t i o n V f ( x ) . A d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n i s o b t a i n e d w h e n 

s e c o n d d e r i v a t i v e i n f o r m a t i o n i s u s e d . D e t a i l s o f s u c h c o n d i t i o n s f o r 

g e n e r a l p r o b l e m s c a n b e f o u n d i n F i a c c o a n d M c C o r m i c k ( 1 9 6 8 ) . T h e s e 

c o n d i t i o n s a r e s u m m a r i z e d h e r e f o r p r o b l e m ( P ) : 

i ) S e c o n d O r d e r N e c e s s a r y C o n d i t i o n s 

I f f ( x ) i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e , x i s a l o c a l 

m i n i m u m a n d , t h e l i n e a r i n d e p e n d e n c e o f t h e g r a d i e n t s o f t h e b i n d i n g 

c o n s t r a i n t s a t x i s s a t i s f i e d t h e n : 

a ) ( x , u ) s a t i s f i e s t h e f i r s t o r d e r K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s 

b ) y C G ( x ) y > 0 , f o r a l l y c E n s a t i s f y i n g : 

a ^ y = 0 ; i e I ( x ) = ( i | a ^ x == b } 

w h e r e G ( x ) i s t h e m a t r i x o f s e c o n d d e r i v a t i v e s o f f ( x ) e v a l u a t e d a t 

x . 
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i i ) Second-Order Sufficiency Conditions 

If f(x) i s twice continuously differentiable and, associated with 

a point x i s a vector u such that: 

a) (x,u) is a Kuhn-Tucker pair 

b) For that u, y tG(x)y > 0 

For al l y * 0 such that a^y = 0, i e I(x) n I(u) 

where I(u) = U | u > 0} 

Then x is an isolated local minimum for problem (P). 

A linearly constrained algorithm aims at i teratively finding a 

local or global solution to problem (P). This research i s concerned 

with developing such an algorithm. 

3. Importance of the Problem 

In this section we wil l highlight the main reasons for which the 

l inearly constrained nonlinear program has received considerable 

attention over the past decade. 

In recent years several methods have been proposed in which a 

general nonlinear programming problem i s solved as a sequence of 

linearly constrained problems. This wil l be the subject of the f irst 

part of this section. Perhaps also as significant i s the fact that 

l inearly constrained problems form a class of their own in that many 

real world problems are formulated as such; we will discuss this 

application aspect in the second part of the section. 

3.1 The Linearly Constrained Problem as a Subproblem to a More General 
Procedure 

For the general nonlinear programming problem: 
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( N L P ) : M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o g ^ ( x ) < 0 ; i = l , . . . , m 

h i ( x ) = 0 ; i = l , . . . , £ 

S e v e r a l m e t h o d s o f s o l u t i o n h a v e b e e n p r o p o s e d w h i c h a r e b a s e d o n t h e 

l i n e a r i z a t i o n o f t h e c o n s t r a i n t s e t . A r e p r e s e n t a t i v e s e l e c t i o n o f t h e 

I m p o r t a n t w o r k I n t h i s a r e a I s : R o b i n s o n ( 1 9 7 2 ) , R o s e n a n d K r e u s e r 

( 1 9 7 2 ) , G r u v e r a n d E n g e r s b a c k ( 1 9 7 6 ) , R o s e n ( 1 9 7 7 ) , a n d V a n D e r H o e k 

( 1 9 8 0 ) . 

T h e l i n e a r i z e d p r o b l e m I s d e f i n e d I n g e n e r a l f o r m a s : 

( L N L P ) : M i n i m i z e f ( x ) + 4 > ( x k , x ) 

S u b j e c t t o g ^ / 3 ^ ) + v 8 i ( x

k ) t ( x ~ x

k ) < ° » i = l , . . . , m 

h 1 ( x k ) + V h 1 ( x k ) t ( x - x k ) = 0 ; 1 = 1 , . . . , * 

w h e r e , f o l l o w i n g V a n D e r H o e k ( 1 9 8 0 ) , ^ ( x ^ x ) * s a c o r r e c t i o n t e r m 

d e s i g n e d t o o f f s e t , b y m e a n s o f a c o r r e c t e d o b j e c t i v e f u n c t i o n , a n y 

p o s s i b l e p o o r b e h a v i o r o f t h e a l g o r i t h m c a u s e d b y t h e l o c a l 

l i n e a r i z a t i o n . <b(x , x ) w i l l g e n e r a l l y d e p e n d o n g . ( x ) a n d h ( x ) a n d / o r 

t h e i r l i n e a r i z e d f o r m s . D i f f e r e n t v e r s i o n s o f l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

p r o g r a m s a r i s e f r o m d i f f e r e n t c h o i c e s o f ^ ( x ^ x ) . F o r I n s t a n c e , R o s e n 

a n d K r e u s e r ( 1 9 7 2 ) p r o p o s e a c h o i c e l e a d i n g t o t h e f o l l o w i n g l i n e a r l y 

c o n s t r a i n e d p r o b l e m a t x , : 
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m £ 

M i n i m i z e f ( x ) + 7. Z±W + * v i ^ x k ) \W 

S u b j e c t t o S ^ 5 ^ ) +
 v 8 i ( x

k ) t Cx - x k ) < 0 ; i = l , . . . , m 

h i ( x k ) + V h i ( x k ) t ( x - x k ) = 0 ; i = l , . . . , £ 

w h e r e u ^ ( x

k ) a n ^ v i ^ x k ^ a r e t ^ i e c u r r e n t L a g r a n g e M u l t i p l i e r e s t i m a t e s 

f o r i = l , . . . , m . C l e a r l y , t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s t h e L a g r a n g i a n 

f u n c t i o n w i t h f i x e d m u l t i p l i e r s . 

R o b i n s o n ( 1 9 7 2 ) u s e s a n o t h e r f o r m o f ^ ( x ^ x ) , l e a d i n g t o t h e 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m : 

m t 
M i n i m i z e f ( x ) + T. u ^ H g ^ x ) - g±(^) - (x " x

k)1 

Z 
+ * v . ( x k ) [ h 1 ( x ) - h 1 ( x k ) - V h 1 ( x k ) t ( x - x k ) ] 

S u b j e c t t o 8 ± ( \ ) + v 8 i ( x

k ) t ( x " x

k ) < ° J i = l , ' . . , m 

h 1 ( x k ) + V h l ( x k ) t ( x - x k ) = 0 ; 1 = 1 , . . . , * 

I t i s s e e n h e r e t h a t t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n s t o t h e o r i g i n a l 

c o n t r a i n t s a r e s u b t r a c t e d f r o m t h e L a g r a n g i a n f u n c t i o n , a s c o m p a r e d t o 

t h e p r e v i o u s a p p r o a c h . 

I f t h e o r i g i n a l p r o b l e m ( N L P ) i n c l u d e s b o t h l i n e a r a n d n o n l i n e a r 

c o n s t r a i n t s , V a n D e r H o e k ( 1 9 8 0 ) , u s e s y e t a n o t h e r f o r m f o r ( j > ( x k > x ) w h e r e 

o n l y t h e c u r r e n t l y a c t i v e c o n s t r a i n t s a r e l i n e a r i z e d , w h i c h l e a d s t o t h e 
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f o l l o w i n g l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m : 

M i n i m i z e f ( x ) + T. u ( a ^ ) [ g ( x ) - g ± ( \ ) " v g ( x ^ C x - a ^ ) 
i e i r x k ) 

I 
+ T v ± ( x k ) [ h 1 ( x ) - h 1 ( x k ) - V h 1 ( x k ) t ( x - x k ) ] 

S u b j e c t t o : g ± ( \ ) + V g ^ x ^ C x - x f c ) < 0 ; i = l , . . . , , 

h 1 ( x k ) + v h ± ( x k ) t ( x - x k ) = 0 ; i = l , . . . , f c 

a i X < b i ' 1 = 1 ' ' " * » P 

w h e r e l ( x ^ ) i s t h e s e t o f c u r r e n t l y a c t i v e c o n t r a i n t s . 

A f i n a l n o t e a b o u t < } > ( x k , x ) i s t h a t , b y l o o k i n g a t t h e K u h n - T u c k e r 

C o n d i t i o n s f o r o p t i m a l i t y o f x = f o r b o t h p r o b l e m s ( N L P ) a n d ( L N L P ) 

d e f i n e d a b o v e , c e r t a i n p r o p e r t i e s w h i c h 4 > ( x k , x ) n e e d s t o h a v e w i l l 

e m e r g e . And t h e s e a r e e s s e n t i a l l y : 

• ( x k , x k ) = 0 a n d V x ^ ( ^ - x ) ( x f c ) = 0 

O n c e t h e l i n e a r i z e d v e r s i o n h a s b e e n d e t e r m i n e d , a p r o c e d u r e f o r s o l v i n g 

t h e g e n e r a l p r o b l e m w i l l r e d u c e t o s o l v i n g a s e q u e n c e o f l i n e a r l y 

c o n s t r a i n e d s u b p r o b l e m s a s f o l l o w s : 

I n i t i a l i z a t i o n : I n i t i a l i z e v a r i a b l e s , l e t k = 0 . 
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M a i n S t e p : G i v e n x ^ , f i n d a f i r s t o r d e r K u h n - T u c k e r p o i n t o f t h e 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m ( L N L P ) 

S t o p p i n g S t e p : I f c o n v e r g e n c e t e s t s a r e s a t i s f i e d , S t o p ; O t h e r w i s e , 

s e t k = k + 1 , a n d r e t u r n t o t h e m a i n s t e p . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o g r a m a l s o 

a r i s e s i n a n o t h e r a r e a o f o p t i m i z a t i o n : g e o m e t r i c p r o g r a m m i n g . F o r 

i l l u s t r a t i o n p u r p o s e s , w e g i v e h e r e t h e f o r m u l a t i o n o f b o t h t h e p r i m a l 

a n d d u a l " c l a s s i c a l g e o m e t r i c p r o g r a m " ( D u f f i n , P e t e r s o n , a n d Z e n e r 

( 1 9 6 7 ) ) . 

P r i m a l : 

M i n i m i z e 8 f j ^ X ^ 

S u b j e c t t o 8 j ( x ) ^ J = l > • • • > P 

x j > 0 ; j = l , . . . ,m 

1 ^ i 2 ^ i m 
w h e r e : 8 v / x ) = ^ c i K - \ x o x > k = 0 , l , . . . , p 

i e j ( k ) 

J ( k ) = { m k , r a k + 1 , n k > ; k = 0 , 1 , 2 , . . . , p 

m_, = 1 , m, = m_ . , » • « • » m = n , . n = n 
0 * 1 0 + 1 ' ' p p - 1 ' p 

T h e e x p o n e n t s a a r e a r b i t r a r y ; c a r e p o s i t i v e . T h e g , ( x ) 
i j i k 

f u n c t i o n s a r e c a l l e d p o s y n o m i a l s . 

D u a l ( L i n e a r l y C o n s t r a i n e d ) : 
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M a x i m i z e 
k = l 

S u b j e c t t o I 
I e J ( O ) 

1 

n 

1 = 1 
5 . = 0 ; j = l , 2 , . . . , m 

6 ^ > 0 ; 1 = 1 , . . . , n 

w h e r e 

iej (k) 
»P 

a n d J ( k ) , c ^ a r e a s i n t h e p r i m a l p r o b l e m . 

I t e m e r g e s f r o m t h e a b o v e c o n s i d e r a t i o n s t h a t e a c h o f t h e 

s u b p r o b l e m s s h o u l d b e s o l v e d a s e f f i c i e n t l y a s p o s s i b l e . I n a d d i t i o n , 

t h e m e t h o d s h o u l d b e g u a r a n t e e d t o c o n v e r g e , t o i n s u r e t h a t t h e o u t e r 

i t e r a t i o n s o f t h e g e n e r a l p r o c e d u r e w i l l c o n v e r g e . T h e m e t h o d w e 

p r o p o s e I n t h i s s t u d y t o s o l v e t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m w i l l 

h a v e t h e s e p r o p e r t i e s . 

c o n t e x t s a s I l l u s t r a t e d b y t h e w i d e s c o p e o f a p p l i c a t i o n s I n a r e c e n t 

p u b l i c a t i o n e d i t e d b y G e o f f i n a n d R o u s s e a u ( 1 9 8 2 ) . I n e n g i n e e r i n g , 

n o n l i n e a r i t i e s a r i s e i n a n a t u r a l w a y a s s y s t e m s c o n f i g u r a t i o n s a n d c o s t 

f u n c t i o n s d e p e n d n o n l i n e a r l y o n d e s i g n v a r i a b l e s . S e e f o r e x a m p l e 

A v r i e l a n d D e m b o ( 1 9 7 9 ) . B u t i n t h i s s e c t i o n w e w i l l l i m i t o u r s e l v e s t o 

a b r i e f d e s c r i p t i o n o f t h e t y p e s o f a p p l i c a t i o n s t h a t g i v e r i s e t o 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o b l e m s , g r o u p i n g t h e m i n 

d i f f e r e n t c a t e g o r i e s l i k e : n o n l i n e a r n e t w o r k s , p r o d u c t i o n a n d 

3 . 2 A p p l i c a t i o n s 

N o n l i n e a r i t i e s I n m o d e l i n g r e a l w o r l d s i t u a t i o n s a r i s e I n m a n y 
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d i s t r i b u t i o n , e c o n o m i c p l a n n i n g , a n d o i l a n d c h e m i c a l i n d u s t r y . 

Our a i m i s n o t t o b e e x h a u s t i v e , b u t r a t h e r t o i l l u s t r a t e t h e 

k i n d s o f a p p l i c a t i o n s r e l a t i n g t o t h i s r e s e a r c h . A m o r e c o m p r e h e n s i v e 

s u r v e y o f a p p l i c a t i o n i n t h e g e n e r a l a r e a o f n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g c a n 

b e f o u n d i n L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 8 0 ) , i n a d d i t i o n t o t h e p r e v i o u s l y 

c i t e d s t u d i e s . 

N o n l i n e a r N e t w o r k s : I n t h i s a r e a a v a s t a m o u n t o f w o r k h a s b e e n 

d o n e f o r a v a r i e t y o f s p e c i f i c p r o b l e m s . We c h o o s e t o d i s c u s s f o u r 

i m p o r t a n t c l a s s e s o f a p p l i c a t i o n s : w a t e r d i s t r i b u t i o n s y s t e m s , 

e l e c t r i c a l n e t w o r k s , l o n g t e r m p o w e r g e n e r a t i o n a n d e x p a n s i o n , a n d 

m u l t i c o m m o d i t y n e t w o r k f l o w p r o b l e m s . 

W a t e r d i s t r i b u t i o n s y s t e m s a r e d e s i g n e d t o d e l i v e r w a t e r f r o m 

s o u r c e s t o c o n s u m e r s t h r o u g h p i p e l i n e n e t w o r k s e q u i p p e d w i t h v a l v e s , 

p u m p s , r e s e r v o i r s a n d o t h e r c o m p o n e n t s . T h e u n d e r l y i n g m a t h e m a t i c a l 

s t r u c t u r e i s r e p r e s e n t e d b y a n e t w o r k . C o n s t r u c t i o n o f o p t i m i z a t i o n 

m o d e l s c a n b e q u i t e c o m p l e x i f t h e m a j o r a s p e c t s o f p l a n n i n g , d e s i g n a n d 

o p e r a t i o n o f t h e s y s t e m a r e c o n s i d e r e d t o g e t h e r . T h e n , d e c i s i o n s h a v e 

t o b e m a d e a b o u t s u c h t h i n g s a s , p i p e l a y o u t a n d d i a m e t e r , pump 

l o c a t i o n s a n d c h a r a c t e r i s t i c s , v a l v e l o c a t i o n s , r e s e r v o i r l o c a t i o n s a n d 

s i z e s , p u m p s a n d v a l v e s t o b e o p e r a t e d u n d e r d i f f e r e n t l o a d i n g 

c o n d i t i o n s ; f o r o p e r a t i o n s o v e r t i m e : t i m e s a t w h i c h t h e c o n t r o l l e d 

c o m p o n e n t s a r e s w i t c h e d o n a n d o f f , c o n t r o l o f r e s e r v o i r l e v e l s , e t c . 

T h e s y s t e m ' s c o n s t r a i n t s i n c l u d e s u c h a s p e c t s a s , s a t i s f a c t i o n o f 

p h y s i c a l l a w s o f f l o w i n t h e n e t w o r k , s a t i s f a c t i o n o f d e m a n d f r o m 

d i f f e r e n t t y p e s o f c o n s u m e r s ( d o m e s t i c , i r r i g a t i o n , i n d u s t r y ) , b o u n d s o n 

p r e s s u r e i n t h e p i p e s . 



12 

A s u b c l a s s o f t h e s e p r o b l e m s , r e d u c i n g t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s t o 

o p t i m a l p i p e d i a m e t e r s o n l y , h a v e b e e n f o r m u l a t e d a s l i n e a r l y 

c o n s t r a i n e d p r o b l e m s w h e r e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s s e p a r a b l e . T h e y 

h a v e b e e n a p p l i e d t o r e a l w o r l d s y s t e m s , s u c h a s New Y o r k ' s p r i m a r y 

d i s t r i b u t i o n s y s t e m ( D e N e u f v i l l e ( 1 9 7 1 ) ) . T h e r e a d e r c a n f i n d m o r e 

d e t a i l s a b o u t t h i s c l a s s o f p r o b l e m s i n A v r i e l a n d Dembo ( 1 9 7 9 ) . 

A n o t h e r s u b c l a s s , c a l l e d " p i p e n e t w o r k " p r o b l e m s , i s c o n c e r n e d 

w i t h f i n d i n g a s e t o f f l o w s a n d p r e s s u r e s i n a w a t e r d i s t r i b u t i o n 

n e t w o r k w h e n s u p p l y a n d d e m a n d i n t h e s y s t e m a r e k n o w n . T h e 

n o n l i n e a r i t i e s a r i s e f r o m a s e t o f s t a t i o n a r y p o i n t c o n d i t i o n s g o v e r n i n g 

t h e f l o w s a n d p r e s s u r e s i n t h e n e t w o r k . T h a t i s , t h e p r e s s u r e d e c r e a s e 

f r o m o n e e n d o f t h e p i p e t o t h e o t h e r i s a n o n l i n e a r f u n c t i o n o f t h e 

f l o w p e r u n i t t i m e . U n t i l r e c e n t l y , t h i s p r o b l e m w a s s o l v e d m a i n l y b y 

s p e c i a l t e c h n i q u e s f o r s o l v i n g s y s t e m s o f e q u a t i o n s r e p r e s e n t i n g t h e 

s t a t i o n a r y p o i n t c o n d i t i o n s . T h e N e w t o n - R a p h s o n m e t h o d o f D o n a c h i e 

( 1 9 7 3 ) i s o n e s u c h a p p r o a c h . F o r t h e i n t e r e s t e d r e a d e r s , a 

c o m p r e h e n s i v e s t u d y o f t h e s e m e t h o d s i s t h e o n e b y J e p p s o n ( 1 9 7 5 ) . B u t 

m a t h e m a t i c a l p r o g r a m m e r s h a v e s t a r t e d t o a d d r e s s t h i s p r o b l e m a n d o t h e r 

r e l a t e d o n e s . An i m p o r t a n t s t u d y i n t h i s r e g a r d w a s d o n e b y C o l l i n s , 

H e l g a s o n , K e n n i n g t o n a n d L e b l a n c ( 1 9 7 8 ) , w h o f o r m u l a t e d t h e p i p e n e t w o r k 

p r o b l e m a s a g e n e r a l c o n v e x l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m . We g i v e h e r e 

a s u m m a r i z e d v e r s i o n o f t h i s m o d e l . T h e d i s t r i b u t i o n p r o b l e m i s 

f o r m u l a t e d o v e r a d i r e c t e d n e t w o r k ( N , E ) w h e r e N i s t h e s e t o f n o d e s a n d 

E t h e s e t o f a r c s . L e t t i n g x d e n o t e t h e f l o w f r o m n o d e i t o n o d e j 

f o r a l l ( i , j ) £ E , f o r e a c h n e N , y ^ d e n o t e s t h e p r e s s u r e a s m e a s u r e d 

b y " h y d r a u l i c h e a d " a t n o d e n . I f t h e n o d e i s a r e s e r v o i r , t h e h e a d a t 



t h e n o d e i s f i x e d ( s e e f i g u r e b e l o w ) . F o r a l l n e N , a d e n o t e s t h e 
n 

f l o w r e q u i r e m e n t s a t n o d e n : a ^ > 0 f o r a s u p p l y n o d e a n d a^ < 0 f o r 

d e m a n d n o d e . A t y p i c a l s u c h n e t w o r k i s i l l u s t r a t e d i n F i g u r e 1 - 1 . 

F i g u r e 1 - 1 . E x a m p l e o f a W a t e r D i s t r i b u t i o n N e t w o r k 

S i s a g r o u n d n o d e c o n n e c t e d i n b o t h d i r e c t i o n s t o e a c h r e s e r v o i r t o 

a c c o u n t f o r f l o w i n a n d o u t o f t h e s y s t e m . 

L e t : R c N = { n : n o d e n i s a r e s e r v o i r } 

E 1 c E = ' ( n , s ) , ( s , n ) : n e R} 

T h e s t a t i o n a r y p o i n t c o n d i t i o n s t o b e s a t i s f i e d a r e a s f o l l o w s : 

( i ) F l o w C o n s e r v a t i o n : 

E x . - E x J = a , n e N u ( S > 
n i i n n 

( n , j ) e E u E l ( i , n ) e E u E l 
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( i i ) H e a d D i s c h a r g e B e h a v i o r : 

y . - y . = f ( x . . ) , f o r a l l ( i , j ) e E 
i J i j 

T h e s e c o n d i t i o n s a r e a c t u a l l y a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e f o l l o w i n g 

p h y s i c a l f a c t : t h e p r e s s u r e a t t h e e n d o f t h e p i p e ( i , j ) i s e q u a l t o 

t h e p r e s s u r e a t t h e e n t r a n c e o f t h e p i p e m i n u s a n a m o u n t o f e n e r g y l o s s 

d u e t o f r i c t i o n , a n d w h i c h d e p e n d s n o n l i n e a r l y o n t h e f l o w x ^ j i n t h e 

p i p e . 

I n t h i s m o d e l , f ( x ^ j ) i s a c o n t i n u o u s a n d m o n o t o n e i n c r e a s i n g 

f u n c t i o n o v e r e v e r y p i p e , s o t h a t i t i s d i f f e r e n t i a b l e a n d c o n v e x , 

( i i i ) R e s e r v o i r H e a d C o n d i t i o n s : 

y = y * f o r a l l n e R. 
J n J n ' 

T h e f o l l o w i n g n o n l i n e a r n e t w o r k i s f o r m u a l t e d t o m i n i m i z e w h a t 

t h e a u t h o r s c a l l " s y s t e m c o n t e n t " a n d w h i c h i s i n f a c t t h e t o t a l l o s s o f 

" h e a d " d u e t o f r i c t i o n i n t h e s y s t e m , w h i l e s a t i s f y i n g f l o w c o n s e r v a t i o n 

c o n s t r a i n t s : 

x . . x 
M i n i m i z e E { / 1 J f ( x . . ) ( t ) d t } - E { / S , n y * d t } 

( i , j ) e E 0 1 J ( s , n ) e E 0 n 

x 
^ { / n ' S y * d t } 

( n , s ) e E 1 0 

S u b j e c t t o F l o w C o n s e r v a t i o n E q u a t i o n s 

i j 
a n d x . . > 0 , ( i , j ) e E u 
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T h i s m o d e l h a s r e p o r t e d l y b e e n a p p l i e d t o a t r i m m e d v e r s i o n o f D a l l a s , 

T e x a s n e t w o r k s y s t e m w i t h 4 5 2 n o d e s , 2 1 o f w h i c h a r e r e s e r v o i r , a n d 5 3 0 

e l e m e n t s , 1 4 o f w h i c h a r e p u m p s . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t t h i s p i p e n e t w o r k p r o b l e m h a s a p p l i c a t i o n s 

i n m a n y o t h e r a r e a s s u c h a s f i n d i n g s t e a d y s t a t e c u r r e n t s a n d v o l t a g e s 

i n a n o n l i n e a r r e s i s t i v e e l e c t r i c a l n e t w o r k , t r a n s p o r t a t i o n p r o b l e m w i t h 

r a n d o m d e m a n d t r a f f i c a s s i g n m e n t , a n d d y n a m i c p r o d u c t i o n s c h e d u l i n g w i t h 

n o n l i n e a r c o s t s . T h e i n t e r e s t e d r e a d e r i s r e f e r r e d t o L a s d o n a n d W a r r e n 

( 1 9 8 0 ) f o r m o r e r e f e r e n c e s . 

I n t h e a r e a o f e l e c t r i c a l n e t w o r k s , m o s t m o d e l s g e n e r a l l y I n v o l v e 

n o n l i n e a r c o n s t r a i n t s . A f e w s p e c i f i c m o d e l s , h o w e v e r , t u r n o u t t o b e 

l i n e a r l y c o n t r a i n t e d . T h e o p t i m a l d i s p a t c h p r o b l e m i n w h i c h t h e t o t a l 

c o s t o f a l l o c a t i o n o f p o w e r d e m a n d b e t w e e n t h e g e n e r a t i n g u n i t s i n u s e 

i s m i n i m i z e d u n d e r v a r i o u s r e s t r i c t i o n s ( H a p p ( 1 9 7 7 ) ) . T h e m e d i u m - r a n g e 

p l a n n i n g i n h y d r o e l e c t r i c p o w e r s y s t e m s w h e r e h y d r a u l i c a l l y a n d 

e l e c t r i c a l l y i n t e r c o n n e c t e d r e s e r v o i r s a n d g e n e r a t i n g p l a n t s a r e 

o p e r a t e d . F o r t h e o p e r a t i o n p l a n n i n g o v e r t i m e o f t h e s y s t e m , m o d e l h a v e 

b e e n f o r m u l a t e d a s m i n i m i z a t i o n o f n o n l i n e a r c o s t f u n c t i o n s o f m e e t i n g 

w e e k l y l o a d s ( H a n s c o m ( 1 9 7 6 ) ) , o r a s m a x i m i z a t i o n o f t h e t o t a l e n e r g y 

r e m a i n i n g i n t h e s y s t e m a t t h e e n d o f t h e p l a n n i n g h o r i z o n ( B a x t e r 

( 1 9 7 5 ) ) . I n t h e l a t t e r c a s e , n o n l i n e a r i t i e s a r i s e f r o m r e l a t i o n s 

d e s c r i b i n g p o w e r g e n e r a t i o n a s a f u n c t i o n o f v a r i o u s w a t e r l e v e l s a n d 

f l o w s . T h e l i n e a r c o n s t r a i n t s i n a l l t h e s e m o d e l s r e p r e s e n t 

r e s t r i c t i o n s o n f l o w c o n s e r v a t i o n , a n d b o u n d s o n r e s e r v o i r l e v e l s a n d 

o u t f l o w s , a s w e l l a s i r r i g a t i o n , n a v i g a t i o n a n d c o n s e r v a t i o n 

r e q u i r e m e n t s . 

I n t h e a r e a o f p o w e r e x p a n s i o n , p l a n n i n g t o m e e t l o n g t e r m 
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f o r e c a s t e d d e m a n d s h a s r e c e i v e d c o n s i d e r a b l e a t t e n t i o n f r o m o p e r a t i o n 

r e s e a r c h e r s i n t h e l a s t f e w y e a r s . T h e r e q u i r e m e n t s a r e t h a t t h e t o t a l 

c o s t s o f i n v e s t m e n t a n d o p e r a t i o n must : b e k e p t a s l o w a s p o s s i b l e w h i l e 

t h e r i s k , a s m e a s u r e d b y a n a v e r a g e n u m b e r o f h o u r s o f f a i l u r e d u r i n g a 

y e a r , m u s t n o t e x c e e d a g i v e n l e v e l . 

T h e m a i n f e a t u r e s o f t h e s y s t e m u n i t s a r e t h e i r c a p i t a l a n d 

o p e r a t i o n c o s t s a n d t h e i r " i n e r t i a " : d e l a y s o f s e v e r a l y e a r s b e t w e e n 

o r d e r i n g a n d c o m m i s s i o n i n g ( 2 - 8 y e a r s ) ; a n d l o n g l i f e s p a n ( 2 5 - 5 0 

y e a r s ) . L o n g t e r m p l a n n i n g a l l o w s t h e o r d e r i n g o f a n e w u n i t t o b e m a d e 

i n t i m e , s o t h a t t h i s u n i t i s o p e r a t i o n a l w h e n r e q u i r e d b y t h e l o a d 

g r o w t h . C l e a r l y , l a t e o r e a r l y c o m m i s s i o n i n g c a n c o s t a l o t o f m o n e y . 

J u s e r e t ( 1 9 7 8 ) f o r m u l a t e d t h e p r o b l e m a s a l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

c o n v e x p r o b l e m : 

T N t 
M i n i m i z e T. \ 7 I , x , + G ( T. x , . ) ] 

i t i t t i i 
t = l i = l c j = l 1 

_ , . m i n . ^ m a x 
S u b j e c t t o x . < x . < x. _ . . X 7 i t i t i t i = l , . . . , N 

m i n m a x _ 1 _ 
y , < " x , . < y , t = l . . . . , T 
' i t . . i j ' i t * ' 

1 = 1 

N 

7 p,t yit > iv t = i , . . . , T 

W h e r e : 

- a r e c o n t i n u o u s v a r i a b l e s r e p r e s e n t i n g t h e c a p a c i t y i n u n i t s 

o f t y p e i c o m m i s s i o n e d a t y e a r t . 
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- I I s t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e I n v e s t m e n t c o s t s p e r MW o f t y p e 

1 c o m m i s s i o n e d a t y e a r t . 

t 

- G ( 7 x ) i s t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e o p e r a t i o n c o s t s f o r t h e 
1 j = l 1 1 

w h o l e s y s t e m a t y e a r t . 

t 

- y . = 7 x i s t h e t o t a l c a p a c i t y i n u n i t s o f t y p e i o n l i n e 
" j = l 1 1 

a t y e a r t • 

- p ^ ^ i s t h e g u a r a n t e e d c a p a c i t y o f u n i t i a t t i m e t . 

T h e f u n c t i o n s G a r e s h o w n t o b e c o n v e x a n d a r e d e r i v e d f r o m t h e " l o a d 
t 

f u n c t i o n " w h i c h i s e s s e n t i a l l y a r e l a t i o n s h i p b e t w e e n d e m a n d a n d t i m e . 

T h e s y s t e m c l e a r l y i n v o l v e s T t i m e p e r i o d s a n d N d i f f e r e n t t y p e s o f 

e l e c t r i c a l g e n e r a t i n g u n i t s . P d e n o t e s t h e s u m o f t h e g u a r a n t e e d 

c a p a c i t i e s r e q u i r e d i n o r d e r t h a t t h e r i s k , a s m e a s u r e d b y t h e 

p r o b a b i l i t y t h a t t h e s y s t e m i s u n a b l e t o m e e t t h e l o a d , i s e q u a l t o a n 

a c c e p t a b l e l e v e l . I t i s s e e n t h a t t h e o b j e c t i v e i s t o m i n i m i z e a n I n d e x 

o f t o t a l d i s c o u n t e d i n v e s t m e n t s a n d o p e r a t i n g c o s t s u n d e r c a p a c i t y 

c o n s t r a i n t s o n b o t h t h e w h o l e s y s t e m a n d e a c h u n i t s e p a r a t e l y , a n d 

s e c u r i t y c o n s t r a i n t s f o r e a c h t i m e p e r i o d . 

F i n a l l y , m u l t i c o m m o d i t y n e t w o r k f l o w p r o b l e m s a r i s e i n a v a r i e t y 

o f c o n t e x t s , m o s t p r o m i n e n t l y i n d e l a y o p t i m i z a t i o n i n d a t a 

c o m m u n i c a t i o n n e t w o r k s , a n d e q u i l i b r i u m s t u d i e s o f t r a n s p o r t a t i o n 

n e t w o r k s ( s e e G a l l a g e r ( 1 9 7 4 ) ) . We d i s c u s s b r i e f l y a s i n g l e c o m m o d i t y 

v e r s i o n o f t h i s t y p e o f p r o b l e m s a s f o r m u l a t e d b y B e r t s e k a s ( 1 9 7 8 ) . 

I f we c o n s i d e r a n e t w o r k ( N , E ) w h i c h i s d i r e c t e d a n d c o n n e c t e d , 

a n d l e t x ^ b e t h e f l o w i n a r c ( i , j ) e E , E ^ i ) = ( n o d e 9: ( i , £ ) e E> , 

E ^ ( i ) = ( n o d e 9: ( £ , i ) e E > , w e h a v e t h e f o l l o w i n g f o r m u l a t i o n s : 
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M i n i m i z e £ f . n ( x . n ) 
( i , & ) e E 

S u b j e c t t o Z x . - Z x . = a . , i = l , . . . , n - 1 

UEx(i) m c E 2 ( i ) m l x 

XU ~ 0 > e E ) i = l , . . . , n - l 

a^ i s a k n o w n " t r a f f i c i n p u t " a t n o d e i ; a l l f l o w i s a s s u m e d t o 

h a v e a s d e s t i n a t i o n t h e s i n g l e n o d e n e N . T h e f u n c t i o n s f ^ ( x ^ ) a r e 

d e f i n e d o n ( 0 , c ^ ) a n d a r e c o n v e x f u n c t i o n s ; c ^ r e f e r s t o t h e c a p a c i t y 

o f t h e l i n k ( i , & ) c E . 

We a l s o n o t e t h a t m u l t i c o m m o d i t y n e t w o r k f o r m u l a t i o n s h a v e 

r e c e n t l y b e e n a p p l i e d t o t h e a s s i g n m e n t o f c i r c u i t s i n c a s e o f f a i l u r e 

i n a c o m m u n i c a t i o n n e t w o r k ( I s h i y a m a ( 1 9 7 8 ) ) . I n t h i s c a s e , t h e 

i m p o r t a n t i s s u e s a r e t h e m o s t e c o n o m i c a l a r r a n g e m e n t o f s t a n d b y 

f a c i l i t i e s a n d t h e m o s t e f f e c t i v e u s e o f t h e s e s t a n d b y f a c i l i t i e s w h e n 

t h e y a r e l i m i t e d . 

O i l , N a t u r a l G a s , a n d C h e m i c a l P r o d u c t i o n : I n t h i s a r e a , m o s t l y 

l i n e a r a n d s e p a r a b l e p r o g r a m m i n g m o d e l s h a v e a n e s t a b l i s h e d r e c o r d o f 

s u c c e s s f u l u s e f o r m a n y y e a r s . A p p l i c a t i o n s r a n g e f r o m p r o d u c t b l e n d i n g 

a n d d i s t r i b u t i o n , t o m i n i m u m c o s t d e v e l o p m e n t o f o i l a n d g a s f i e l d s . 

H e r e a g a i n w e s h a l l o n l y g i v e a n o v e r v i e w o f t w o m a j o r a r e a s o f 

a p p l i c a t i o n s : r e s e r v o i r m o d e l i n g , a n d p r o d u c t i o n p l a n n i n g a n d 

o p e r a t i o n s . M a t h e m a t i c a l l y , a n o i l a n d g a s r e s e r v o i r i s d e s c r i b e d b y a 

s e t o f p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s g o v e r n i n g f l o w t h r o u g h p o r o u s 

r o e d i a . I n s i m u l a t i n g d i f f e r e n t f i e l d o p e r a t i n g m o d e s , t h e r e s e r v o i r 

c h a r a c t e r i s t i c s n e e d t o b e k n o w n ; t h e y c a n b e d e t e r m i n e d b y c o m p a r i n g 
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a c t u a l l y o b s e r v e d r e s e r v o i r b e h a v i o r w i t h t h e c o m p u t e d o n e . T h i s 

o p e r a t i o n i s c a l l e d " m a t c h i n g " o r " p a r a m e t e r i d e n t i f i c a t i o n . " A g o o d 

s u r v e y o f o p t i m i z a t i o n t e c h n i q u e s i n t h i s a r e a i s g i v e n b y D u r r e n a n d 

S l a t e r ( 1 9 7 7 ) . B u t m o s t r e c e n t l y , m o d e l s i n v o l v i n g l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

p r o g r a m s f o r s o l v i n g t h i s p r o b l e m h a v e b e e n u s e d , s u c h a s , q u a d r a t i c 

p r o g r a m m i n g m o d e l s b y Y e h ( 1 9 7 4 ) a n d l e a s t - s q u a r e s m o d e l s b y B o b e r g e t 

a l ( 1 9 7 4 ) . I n t h e a r e a o f o i l a n d g a s p r o d u c t i o n p l a n n i n g a n d 

o p e r a t i o n s , t h e p r o b l e m s f o r m u l a t e d a r e m o s t l y n o n l i n e a r p r o b l e m s w i t h a 

m i x o f l i n e a r a n d n o n l i n e a r c o n s t r a i n t s . T h e n o n l i n e a r i t i e s a r i s e f r o m 

m o d e l i n g t h e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n r e s e r v o i r p r o d u c t i v i t y i n a t i m e 

p e r i o d a n d t h e t o t a l p r o d u c t i o n u p t o t h a t p e r i o d , a s w e l l a s t h e t o t a l 

w a t e r a n d g a s i n j e c t i o n i n t h e r e s e r v o i r . T h e l i n e a r c o n s t r a i n t s , i n 

e a c h p e r i o d , r e s t r i c t t h e p r o d u c t i o n f r o m a l l r e s e r v o i r s , i t s q u a l i t y , 

a n d d i f f e r e n t c a p a c i t y l i m i t a t i o n s . C h e i f e t z ( 1 9 7 4 ) r e p o r t s a b o u t s u c h 

r e a l w o r l d a p p l i c a t i o n s a t G u l f O i l . 

I n t h e c h e m i c a l i n d u s t r y , n o n l i n e a r i t i e s a r i s e f r o m p r o d u c t 

b l e n d i n g , a s t h e v a r i o u s o u t p u t s f r o m t h e c h e m i c a l p r o c e s s a r e h i g h l y 

n o n l i n e a r f u n c t i o n s o f t h e p r o c e s s v a r i a b l e s . H e r e a l s o l i n e a r 

r e s t r i c t i o n s a r e i m p o s e d o n m a t e r i a l b a l a n c e , e q u i p m e n t c a p a c i t y b o u n d s , 

e x t e r n a l d e m a n d s , a n d d i s t r i b u t i o n o f p r o d u c t s . A n o t h e r p r o b l e m i n t h e 

c h e m i c a l a n d o i l i n d u s t r i e s i s c a l l e d " p o o l i n g " . I t a r i s e s f r o m t h e 

m i x i n g o f m o r e i n t e r m e d i a t e p r o d u c t s b e f o r e t h e y a r e b l e n d e d . T h i s 

u s u a l l y h a p p e n s b e c a u s e o f s u c h r e a s o n s a s s t o r a g e , t r a n s p o r t a t i o n a n d 

p i p e l i n e a v a i l a b i l i t y . 

E c o n o m i c P r o d u c t i o n a n d P l a n n i n g M o d e l s : I n t h i s a r e a , m o d e l s 

h a v e b e e n b u i l t b o t h a t t h e u n i t o f p r o d u c t i o n l e v e l a n d a t t h e n a t i o n a l 
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l e v e l f o r e c o n o m i c p o l i c y d e c i s i o n s . 

A t t h e u n i t o f p r o d u c t i o n l e v e l , d y n a m i c p r o d u c t i o n s c h e d u l i n g 

m o d e l s a r e m o s t p o p u l a r . A t y p i c a l s u c h m o d e l i s t h e o n e d e v e l o p e d b y 

R a t l i f f ( 1 9 7 8 ) . I t i s r e s t r i c t e d t o c o n v e x c o s t s a n d b a t c h p r o c e s s i n g . 

I t c o n s i d e r s t h e p r o d u c t i o n o f n p r o d u c t s o n m i d e n t i c a l f a c i l i t i e s 

w h e r e e a c h p r o d u c t i i s p r o d u c e d i n b a t c h e s o f s i z e b ^ o v e r a h o r i z o n o f 

T e q u a l t i m e p e r i o d s . F a c i l i t i e s c a n p r o d u c e o n l y o n e b a t c h o f a n y 

p r o d u c t d u r i n g a t i m e p e r i o d . T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n r e p r e s e n t s t o t a l 

c o s t t o b e m i n i m i z e d : 

n T 
f T 

1 = 1 t = l 
a i t ( x i t > + 

1 = 1 t = l 
i t 

t - 1 
( T. x 

i j 

w h e r e a £ t ^ X £ t : ) * s a c o n v e x f u n c t i o n o f x ^ , t h e n u m b e r o f b a t c h e s o f 

p r o d u c t i p r o d u c e d i n p e r i o d t , a n d q . ( ^ ^ x ) i s a c o n v e x f u n c t i o n o f 

t - 1 

T. x , , t h e t o t a l n u m b e r o f b a t c h e s p r o d u c e d b e f o r e p e r i o d t . R a t l i f f 

.1 -1 3 

( 1 9 7 8 ) s h o w s t h a t t h i s p r o b l e m c a n b e m o d e l e d a s a m i n i m u m c o s t n e t w o r k 

f l o w p r o b l e m w i t h c o n v e x a r c c o s t s a n d i n t e g e r c a p a c i t i e s . 

F o r n a t i o n a l e c o n o m i c p l a n n i n g , a t l o t o f m o d e l s h a v e b e e n 

f o r m u l a t e d a s g e n e r a l n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o b l e m s . S o m e o f t h e m h a v e 

b e e n u s e d i n p r a c t i c e w i t h s o m e s u c c e s s ; s e e f o r e x a m p l e PROLOG, YULGOK 

a n d CHENERY m o d e l s d i s c u s s e d b y L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 8 0 ) . An i m p o r t a n t 

c l a s s o f p l a n n i n g m o d e l s , h o w e v e r , h a v e b e e n f o r m u l a t e d a s q u a d r a t i c 

p r o g r a m s . T h e q u a d r a t i c o b j e c t i v e f u n c t i o n s a r i s e f r o m t h e f o l l o w i n g 

c o n s i d e r a t i o n s : 
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As d e m a n d a n d s u p p l y v a r y a c c o r d i n g t o p r i c e s , i n s o m e e c o n o m i c 

m o d e l s s o m e m e a s u r e o f i n c o m e i s m a x i m i z e d w h i c h i s a f u n c t i o n o f t h e 

s u p p l y a n d d e m a n d f u n c t i o n s . N o r m a l l y , t h e s e f u n c t i o n s a r e a s s u m e d t o 

b e l i n e a r a n d i n t e g r a b l e . T h i s m a k e s t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a q u a d r a t i c 

m a x i m i z a t i o n o f t h e s u m o f t h e p r o d u c e r s ' a n d c o n s u m e r s ' s u r p l u s e s . I f 

p i s a v e c t o r o f p r i c e s , d a n d s v e c t o r s o f d e m a n d a n d s u p p l y , t h e n 

s i n c e p = f ( d ) a n d p = g ( s ) , t h e r e t u r n f u n c t i o n i s g i v e n b y : 

r ( d , s ) = j d f ( v ) d v - I 5 g ( t ) d t 
0 0 

= F ( d ) - G ( s ) 

T h e q u a d r a t i c p r o b l e m r e s u l t i n g i s t h e n : 

M a x i m i z e F ( d ) - G ( s ) - c ( d , s ) 

S u b j e c t t o Demand a n d s u p p l y r e s t r i c t i o n s , a n d b o u n d s o f 

v a r i o u s t y p e s . 

w h e r e c ( d , s ) i s a c o s t f u n c t i o n o f t h e q u a n t i t i e s p r o d u c e d w h i c h d e p e n d s 

o n d a n d s . 

T h e i n t r o d u c t i o n o f r i s k c o n s i d e r a t i o n s i n t h e s e m o d e l s a l s o 

g i v e s r i s e t o q u a d r a t i c o b j e c t i v e s . A p p l i c a t i o n s o f t h i s t y p e o f 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d m o d e l i n c l u d e : c o a l p r o d u c t i o n a n d d i s t r i b u t i o n 

( D u x ( 1 9 7 7 ) ) , m o r e g e n e r a l e n e r g y m o d e l s ( G l a s s e y ( 1 9 7 8 ) , M a n n e ( 1 9 7 9 ) , 

a n d a g r i c u l t u r a l p l a n n i n g ( H e a d y 1 9 7 5 ) , B o u z a h e r ( 1 9 7 8 ) ) . 

F i n a l l y , we n o t e t h a t n o n l i n e a r i t i e s i n e c o n o m i c p r o d u c t i o n 

m o d e l s a r i s e i n a n a t u r a l w a y w h e n t h e p r o d u c t i o n f u n c t i o n s i n v o l v e d a r e 



n o n l i n e a r i n t h e i n p u t s u s e d , s u c h a s l a b o r £ , a n d c a p i t a l k , g i v i n g : 

P r o d u c t i o n = f ( £ , k ) . T h i s i s i n c o n t r a s t w i t h t h e e x t e n s i v e l y u s e d 

l i n e a r p r o g r a m m i n g m o d e l s w h i c h a s s u m e c o n s t a n t r e t u r n t o s c a l e s . 

To c l o s e t h i s a p p l i c a t i o n s s e c t i o n , w e b r i e f l y d i s c u s s i n p u t -

o u t p u t m o d e l s w h i c h a r e u s e d a t t h e n a t i o n a l l e v e l f o r e c o n o m i c p o l i c y 

m a k i n g . A t y p i c a l m o d e l w a s s t u d i e d b y G l a s s e y ( 1 9 7 8 ) : T h e p r o b l e m i s 

t o m a x i m i z e a n i n d e x c a l l e d t h e N e t S o c i a l P a y o f f , a w e l f a r e i n d e x , 

s u b j e c t t o e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s b e t w e e n p r o d u c t i o n , c o n s u m p t i o n , 

i m p o r t s , a n d e x p o r t s . M a t h e m a t i c a l l y , w e h a v e : 

n 

M a x i m i z e T c ± | - K ^ ^ l + z ± I « 2 i ~ B 2 i Z i ' 

+ m i | a 3 i ' B 3 i m i ' " V i X i 

S u b j e c t t o ( I - A ) x + ( I - B)m - z - c = g 

x < x Q 

x , m , z , c > 0 . 

T h e r e a r e n s e c t o r s i n t h e e c o n o m y , x ^ i s t h e o u t p u t o f s e c t o r i , 

m^ i s t h e a m o u n t o f p r o d u c t i i m p o r t e d , z ^ i s t h e a m o u n t o f p r o d u c t i 

e x p o r t e d , c ^ i s t h e p e r s o n a l c o n s u m p t i o n o f p r o d u c t i , A a n d B a r e 

m a t r i c e s o f t e c h n o l o g i c a l c o e f f i c i e n t s f o r p r o d u c t i o n a n d i m p o r t s , a n d 

X q i s a v e c t o r o f p r o d u c t i o n c a p a c i t i e s , v ^ r e p r e s e n t s t h e v a l u e a d d e d 

f r o m s e c t o r i w h i c h i n c l u d e s w a g e s , s a l a r i e s a n d o t h e r i t e m s . T h e 

q u a d r a t i c t e r m s i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n r e p r e s e n t p r i c e s t i m e s 

q u a n t i t i e s , s i n c e p r i c e s a r e a s s u m e d t o b e l i n e a r o f t h e f o r m : 
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P i = a u " 8 * i y i 

w i t h t h e s c a l a r a ^ ^ a n d B ^ ^ , £ = 1 , 2 , 3 , i = l , . . . , n b e i n g c o m p u t e d f r o m 

e s t i m a t e s o f q u a n t i t i e s k n o w n a s p r i c e s e l a s t i c i t i e s . 

4 . S c o p e o f R e s e a r c h 

T h i s r e s e a r c h h a s a s a n o b j e c t i v e t h e d e v e l o p m e n t o f a g e n e r a l 

p u r p o s e a l g o r i t h m f o r t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g 

p r o b l e m . T h i s a l g o r i t h m i s b a s e d o n a n e x t e n s i o n o f t h e c l a s s o f 

a l g o r i t h m s k n o w n a s " p r o j e c t e d g r a d i e n t " a l g o r i t h m s . T h i s e x t e n s i o n i s 

i n t w o m a i n a r e a s . F i r s t , d i r e c t i o n f i n d i n g . I n t h i s c a s e l i n e a r i z e d 

c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s a r e a d d e d r e c u r s i v e l y t o t h e d i r e c t i o n f i n d i n g 

s u b p r o b l e r a t o a c c e l e r a t e t h e k n o w n l i n e a r r a t e o f c o n v e r g e n c e o f t h e 

p r o j e c t e d g r a d i e n t m e t h o d s . S e c o n d , l i n e s e a r c h p r o c e d u r e . I n t h i s 

c a s e a n i n e x a c t r u l e i s u s e d w h i c h i s b a s e d o n t h e p r o p e r t i e s o f t h e 

p r o j e c t i o n p r o b l e m a n d w h i c h i n s u r e s a m o n o t o n e d e c r e a s e o f t h e 

o b j e c t i v e f u n c t i o n . T h e t h e o r e t i c a l c o r e o f t h i s r e s e a r c h w i l l b e t h e 

f o r m u l a t i o n o f t h e d i r e c t i o n f i n d i n g p r o b l e m a n d t h e s t u d y o f t h e g l o b a l 

a n d l o c a l c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s o f t h e a l g o r i t h m s . T h e p e r f o r m a n c e o f 

t h e a l g o r i t h m s w i l l b e i l l u s t r a t e d b y t h e n u m e r i c a l s o l u t i o n o f p r o b l e m s 

f r o m t h e n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g l i t e r a t u r e . 
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CHAPTER I I 

LITERATURE REVIEW 

1 . I n t r o d u c t i o n 

A l l t h e e x i s t i n g m e t h o d s t o b e r e v i e w e d i n t h i s c h a p t e r a r e 

d e s c e n t m e t h o d s . T h a t i s , t h e y g e n e r a t e a s e q u e n c e o f p o i n t s ^ x ^ } s u c h 

t h a t : 

xk+i = \ + \ \ a n d f ( J W < f ( x k ) 

w h e r e d i s t h e d i r e c t i o n o f s e a r c h a n d X i s t h e s t e p l e n g t h . 

T h r o u g h o u t t h i s c h a p t e r we w i l l w o r k w i t h t h e l i n e a r l y 

c o n s t r a i n e d p r o b l e m d e f i n e d i n C h a p t e r I , r e f e r r i n g t o i t a s p r o b l e m 

( P ) : 

P : M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o x c S = ( x e E | Ax < b> 

We h a v e c l a s s i f i e d t h e e x i s t i n g m e t h o d s t o s o l v e p r o b l e m ( P ) i n t o t h r e e 

m a i n c a t e g o r i e s b a s e d o n t h e g e n e r a l a p p r o a c h u s e d . A l s o , i n e a c h 

c a t e g o r y a n y m e t h o d c o u l d b e i n t e r p r e t e d a s a s p e c i a l c a s e . H o w e v e r , 

t h e d i f f e r e n t c a t e g o r i e s a r e n o t m u t u a l l y e x c l u s i v e . 

2 . P r o j e c t i o n M e t h o d s 

I n t h i s s e c t i o n w e d i s c u s s a l l t h e m e t h o d s w h i c h s o l v e p r o b l e m 

( P ) b y p r o j e c t i n g a n u n c o n s t r a i n e d d i r e c t i o n o f s e a r c h o n t o t h e f e a s i b l e 
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r e g i o n . T h i s w i l l i n c l u d e a l l N e w t o n - t y p e m e t h o d s a s s p e c i a l p r o j e c t i o n 

p r o c e d u r e s . I n a l l t h e s e m e t h o d s t h e I n e q u a l i t y c o n s t r a i n e d p r o b l e m ( P ) 

i s s o l v e d a s a s e q u e n c e o f e q u a l i t y c o n s t r a i n e d s u b p r o b l e m s . F o r t h i s 

r e a s o n , w e w i l l f i r s t c o n s i d e r t h e e q u a l i t y p r o b l e m a n d i t s p r o p e r t i e s . 

We w i l l t h e n d i s c u s s t h e e x t e n s i o n t o t h e g e n e r a l I n e q u a l i t y 

p r o b l e m . 

2 . 1 D e f i n i t i o n s 

C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g p r o b l e m ( P ) : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o x g S = ( x g E n | A x < b> 

w h e r e A i s ( m x n ) a n d b g E m . I f a t a p o i n t x , a n u m b e r o f c o n t r a i n t s 

a r e s a t i s f i e d a s e q u a l i t i e s , we w r i t e A x = b , w h e r e A i s ( r x n ) , b g E r , 

a n d r < m . We w i l l a s s u m e t h e r a n k o f A t o b e r a n d A w i l l b e r e f e r r e d 

t o a s t h e m a t r i x o f a c t i v e c o n s t r a i n t s . 

2 . 1 . 1 A t a n y p o i n t x , t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n f ( x ) m a y b e a p p r o x i m a t e d 

b y a q u a d r a t i c f u n c t i o n a s f o l l o w s : 

f ( x ) = q ( d ) + o ( f l d H 2 ) , w h e r e ( 2 . 1 ) 

o ( H d H 2 ) / n d i 2 -»• o a s nd»2 -»• o, 

x = x k + d , a n d ( 2 . 2 ) 

q ( d ) = f ( x k ) + f ( x k ) t d + l / 2 d t G k d ( 2 . 3 ) 
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2 . 1 . 2 T h e ( n - r ) d i m e n s i o n a l s u b s p a c e M Q £ E n i s d e f i n e d a s : 

M Q = ( d x £ E n | Ad = 0 } ( 2 . 4 ) 

T h e l i n e a r m a n i f o l d a s s o c i a t e d w i t h M i s d e n o t e d a s : 

o 

M = ( x e E n | A x = b> ( 2 . 5 ) 

_ n 
T h e r - d i r a e n s i o n a l s u b s p a c e M £ E i s d e f i n e d b y : 

t 
F o r a l l d 2 e M, d 2 = H^A X ( 2 . 6 ) 

w h e r e X £ E r a n d H k = G^L 

F r o m t h i s d e f i n i t i o n , we s e e t h a t : 

t 

Vd-L £ M Q a n d d 2 £ M, d 1 G k d 2 = 0 ( 2 . 7 ) 

a n d i f = I , t h e n d ^ d 2 = 0 , t h a t i s d-^ a n d d 2 a r e o r t h o g o n a l . 

A l s o , f o r d £ E n , t h e r e e x i s t s a r e p r e s e n t a t i o n : 

d = dl + d 2 ( 2 . 8 ) 

s i n c e E n = MQ 0 M ( L u e n b e r g e r ( 1 9 7 3 ) , R u s t e m ( 1 9 8 1 ) ) . 

2 . 1 . 3 N e w t o n m e t h o d f o r p r o b l e m ( P ) i s b a s e d o n t h e g e n e r a t i o n o f 

d e s c e n t d i r e c t i o n s w h i c h a r e t h e s o l u t i o n o f t h e f o l l o w i n g 

p r o b l e m : 



2 7 

M i n i m i z e q ( d ) 

S u b j e c t t o d e M ( 2 . 9 ) 

w h i c h l e a d s t o a s o l u t i o n x o f t h e l i n e a r e q u a l i t y c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o x £ M ( 2 . 1 0 ) 

A s s o c i a t e d w i t h ( 2 . 1 0 ) a r e t h e K u h n - T u c k e r n e c e s s a r y c o n d i t i o n s 

f o r x t o b e a s o l u t i o n : 

V f ( x ) - A t X = 0 

A x - b = 0 

( 2 . 1 1 ) 

( 2 . 1 2 ) 

E q u a t i o n ( 2 . 1 1 ) f o r m a s y s t e m o f n e q u a t i o n s i n r u n k n o w n s w h i c h 

h a v e t h e u n i q u e s o l u t i o n ( P o w e l l , 1 9 7 4 - b , t h e o r e m 1 . 5 ) : 

X = ( A A f c ) ~ ^ A V f ( x ) ( 2 . 1 3 ) 

A t p o i n t s o t h e r t h e n x , t h e r e i s n o v e c t o r X w h i c h s a t i s f i e s 

( 2 - 1 1 ) . I n t h i s c a s e e s t i m a t e s o f X m a y b e o b t a i n e d f r o m t h e s o l u t i o n 

o f p r o b l e m ( 2 - 9 ) . 

2 . 2 T h e P r o j e c t i o n P r o b l e m 

T h e f o l l o w i n g r e s u l t i s i m p o r t a n t i n t h a t i t s h o w s t h a t t h e 

s o l u t i o n t o p r o b l e m ( 2 - 9 ) a b o v e i s m e r e l y t h e p r o j e c t i o n o f t h e 

u n c o n s t r a i n e d m i n i m u m o f q ( d ) ( g i v e n b y ( 2 - 3 ) ) o n t o t h e s u b s p a c e M: 
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T h e o r e m 1 . ( R u s t e r a , ( 1 9 8 1 ) ) I f x i s a s o l u t i o n o f t h e m i n i m u m 

n o r m p r o b l e m : 

M i n i m i z e (tlx - x Ii l Ix e S> ( 2 . 1 4 ) 
u G 

2 t 
w h e r e N x - x R_ = ( x - x ) G ( x - x ) , 

u G u u 

t h e n i t i s a l s o a s o l u t i o n o f t h e q u a d r a t i c o p t i m i z a t i o n p r o b l e m : 

M i n i m i z e ( q ( x ) | x e S> ( 2 . 1 5 ) 

w h e r e q ( x ) = a t x + l / 2 x t Gx 

a n d x u = -G l a = - H a ( H = G _ 1 ) 

B a s e d o n t h i s r e s u l t , we s e e t h a t t h e p r o j e c t i o n o f t h e v e c t o r 

d ^ e E n o n t o M , c a l l i t d ^ , i s g i v e n b y t h e s o l u t i o n o f t h e f o l l o w i n g 

p r o b l e m : 

M i n i m i z e ( ™ - H k

 v f ( \ ) ~ | d g m

q > ( 2 . 1 6 ) 
k 

w h i c h i s a l s o a s o l u t i o n t o p r o b l e m ( 2 - 9 ) . 

Now we t u r n t o t h e d i f f e r e n t w a y s o f s o l v i n g p r o b l e m ( 2 - 9 ) . One 

o f t h e f o l l o w i n g t w o a p p r o a c h e s c a n b e t a k e n : 

2 . 2 . 1 S o l v i n g a R e d u c e d P r o b l e m 

I n t h i s m e t h o d a n y v e c t o r d , £ M m a y b e e x p r e s s e d a s a l i n e a r 
1 o 

c o m b i n a t i o n o f t h e ( n - r ) b a s i s v e c t o r s z . ( j = l , 2 , . . . , n - r ) o f t h e 
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s u b s p a c e M . T h e r e f o r e , l e t t i n g t h e n x ( n - r ) m a t r i x Z b e d e f i n e d b y : 
o 

1* ' n - r 

a n y d ^ £ M^ m a y b e e x p r e s s e d a s : 

d x = Zv ( 2 . 1 7 ) 

w h e r e v i s a n ( n - r ) v e c t o r . 

T h i s w i l l l e a d t o e x p r e s s i n g p r o b l e m ( 2 . 1 6 ) a b o v e a s a n ( n - r ) 

d i m e n s i o n a l u n c o n s t r a i n e d m i n i m i z a t i o n p r o b l e m : 

M i n i m i z e " Z v l , n ^ ( 2 . 1 8 ) 
v 1C 

w h o s e s o l u t i o n i s o b t a i n e d f r o m : 

2Zt [ - V f ( x k ) - G k Z v ] = 0 

t h a t i s : 

( Z t G k Z ) v = - Z * V f ( x k ) 

w h i c h i n c o n j u n c t i o n w i t h ( 2 . 1 7 ) g i v e s : 
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DL = - Z C Z ^ Z ) " 1 Z t V f ( x k ) ( 2 . 1 9 ) 

We n o t e t h a t i n t h i s m e t h o d ( Z ^ G ^ Z ) a n d n o t G^ i s r e q u i r e d t o b e 

p o s i t i v e d e f i n i t e t o i n s u r e a d i r e c t i o n o f d e s c e n t . We w i l l s e e l a t e r 

t h e i m p o r t a n c e o f t h i s f a c t f o r c e r t a i n m e t h o d s . A l s o ( Z ^ ^ Z ) i s o f 

d i m e n s i o n ( n - r ) w h i c h m a k e s i t c o m p u t a t i o n a l l y m o r e a t t r a c t i v e ( G i l l a n d 

M u r r a y , 1 9 7 4 - a ) . 

2 . 2 . 2 S o l v i n g f r o m t h e O p t i m a l i t y C o n d i t i o n s 

F r o m ( 2 - 8 ) d e E n , d = d \ + cL, d- e M , d _ e M a n d h e n c e : 
1 2 1 o 2 

d x = d - d 2 ( 2 . 2 0 ) 

H e r e , d*2 i s f i r s t e x p l i c i t l y f o u n d . F r o m ( 2 . 2 0 ) a b o v e , d~2 i s t h e 

— t r — 
p r o j e c t i o n o f d o n t o t h e s u b s p a c e M, w i t h d 2 = H^A X , X e E ; t h u s d 2 i s 

g i v e n b y t h e s o l u t i o n o f : 

M i n i m i z e (lid - dj?; |d e M> ( 2 . 2 1 ) 
2. G, 

k 

o r , e q u i v a l e n t l y , i n t e r r a s o f X w h i c h s o l v e s : 

M i n i m i z e { l t d - H . A t X I I 2 > ( 2 . 2 2 ) 
X k G k 

g i v i n g d 2 = H ^ A ^ 
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I f d i s g i v e n b y : d = - H V f ( x ) , t h e n t h e u n c o n s t r a i n e d m i n i m u m 
K K. 

o f ( 2 . 2 2 ) w i t h r e s p e c t t o X y i e l d s : 

X = - ( A H ^ ) 1 A H k V f ( x k ) ( 2 . 2 3 ) 

w h i c h i n t u r n f r o m ( 2 . 2 0 ) g i v e s : 

d = d - H. A t X 
1 k. 

- H k v f ( x k ) + ( A H ^ ) 1 A H k V f ( x k ) 

[ I - H k A f c ( A B k A t ) 1 A ] VfC^) ( 2 . 2 4 ) 

N o t e t h a t i f ( A ^ A ^ ) a n d ( Z f c G k Z ) a r e p o s i t i v e d e f i n i t e , t h e 

v e c t o r s d^ c o m p u t e d f r o m ( 2 . 1 9 ) a n d ( 2 . 2 4 ) a r e i d e n t i c a l . 

A c o n d i t i o n f o r x t o b e a s o l u t i o n o f t h e m i n i m i z a t i o n p r o b l e m 

w i t h l i n e a r e q u a l i t y c o n s t r a i n t s i s t h a t d ^ i n ( 2 . 2 4 ) b e z e r o a t x . 

A l t e r n a t i v e l y , s i n c e 

V f ( x ) = A f c X 

Ax = b y < = = > Z ^ f ( x ) = 0 ( 2 . 2 5 ) 

zV = 0 

( 2 . 2 5 ) m e a n s t h a t t h e p r o j e c t e d g r a d i e n t i s z e r o ( G i l l a n d M u r r a y , 

1 9 7 4 - a ) . 
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2 . 2 . 3 L a g r a n g l a n M u l t i p l i e r s E s t i m a t e s 

S i n c e a t * x , t h e r e i s n o s u c h t h a t : ^ X ^ = Vf(x^), a 

s i m p l e e s t i m a t e o f t h e L a g r a n g l a n m u l t i p l i e r s a t x ^ i s g i v e n b y t h e 

v e c t o r X, w h i c h s o l v e s : 
k 

M i n i m i z e { f I V f ( x k > - A ^ H 2 } 

t h a t i s : 

X k = (AA*") 1 A v f ( x k ) ( 2 . 2 6 ) 

A l s o , a n e s t i m a t e o f t h e L a g r a n g l a n m u l t i p l i e r s a t ( x k + d ^ ) c a n 

b e o b t a i n e d f r o m t h e s o l u t i o n o f p r o b l e m ( 2 . 9 ) . T h a t i s , a t t h e 

s o l u t i o n o f ( 2 . 9 ) , t h e r e e x i s t s X s u c h t h a t : 
q 

A t X = V q ( d ) 
q 

f r o m w h i c h w e h a v e : 

X^ = (AAt) 1 A [ G k d x + V f ( x k ) ] ( 2 . 2 7 ) 

X k g i v e n b y ( 2 . 2 6 ) i s a " f i r s t o r d e r a p p r o x i m a t i o n " s i n c e i t c a n b e 

s h o w n t h a t : 

nX - X II = O ( i i d H ) ( 2 . 2 8 ) 
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a n d X, g i v e n b y ( 2 . 2 7 ) i s a " s e c o n d o r d e r a p p r o x i m a t i o n " s i n c e I t c a n 

a l s o b e s h o w n t h a t : 

n x - x ii = o ( i i d i ) ( 2 . 2 9 ) 
q 

w h e r e X i s t h e v e c t o r o f L a g r a n g i a n m u l t i p l i e r s a t t h e o p t i m a l s o l u t i o n 

x . 

2 . 3 P r o j e c t i o n M e t h o d s f o r P r o b l e m ( P ) 

P r o j e c t i o n a l g o r i t h m s f o r p r o b l e m ( P ) g e n e r a t e t h e i r d e s c e n t 

d i r e c t i o n s e i t h e r b y s o l v i n g a v a r i a n t o f t h e p r o b l e m ( 2 . 2 2 ) , 

H o w e v e r , m o s t o f t h e m d o n o t u s e t h e a c t u a l c u r r e n t H e s s i a n m a t r i x G^, 

b u t a p o s i t i v e d e f i n i t e a p p r o x i m a t i o n t o i t . T h i s m a k e s t h e m b e l o n g t o 

t h e c l a s s o f Q u a s i - N e w t o n m e t h o d s . 

2 . 3 . 1 M e t h o d s B a s e d o n P r o b l e m ( 2 . 3 0 ) 

M o s t m e t h o d s h e r e , a s we w i l l s e e , u s e a p p r o x i m a t i o n s t o G^, o r 

o p e r a t o r s i n v o l v i n g H , w h e r e H = G. ^. 

M i n i m i z e { l i d - H. A* XH M 
•\ k G, 

( 2 . 3 0 ) 

o r a v a r i a n t o f t h e p r o b l e m ( 2 . 1 8 ) , 

( 2 . 3 1 ) 
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2 . 3 . 1 . 1 . T h e f i r s t a l g o r i t h m t h a t a p p l i e d p r o j e c t i o n s t o 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n w a s R o s e n ' s g r a d i e n t p r o j e c t i o n 

( R o s e n , I 9 6 0 ) . T h e d e s c e n t d i r e c t i o n s a n d t h e L a g r a n g l a n m u l t i p l i e r s 

g e n e r a t e d b y R o s e n ' s a l g o r i t h m m a y b e o b t a i n e d b y s e t t i n g = I i n 

( 2 . 3 0 ) , t h u s y i e l d i n g : 

X = -(AAV* A V f ( x k ) 

( 2 . 3 2 ) 

d L = - [ I - A f c (AAV1
 A ] f ( x k ) 

T h e d i r e c t i o n s g e n e r a t e d b y R o s e n ' s a l g o r i t h m a r e b a s i c a l l y t h e 

s t e e p e s t d e s c e n t d i r e c t i o n s p r o j e c t e d i n t o t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e 

c u r r e n t l y a c t i v e c o n s t r a i n t s . 

2 . 3 . 1 . 2 . A m e t h o d w h i c h u p d a t e s i s d u e t o M u r t a g h a n d S a r g e n t 

( 1 9 6 9 ) . I n t h i s m e t h o d X a n d d ^ a r e g i v e n b y ( 2 . 2 3 ) a n d ( 2 . 2 4 ) 

r e s p e c t i v e l y , w h e r e a r a n k - o n e u p d a t i n g f o r m u l a i s u s e d t o u p d a t e a n 

a p p r o x i m a t i o n t o H ^ , a n d t h e n X a n d d ^ a r e f o r m e d . 

2 . 3 . 1 . 3 . A n o t h e r m e t h o d u s e s t h e D a v i d o n - F l e t c h e r - P o w e l l Q u a s i -

N e w t o n f o r m u l a t o u p d a t e a n a p p r o x i m a t i o n t o t h e o p e r a t o r : 

- ( [ I - H^CAH^V 1!]!^} ( 2 . 3 3 ) 

d i r e c t l y . T h i s i s t h e w e l l k n o w n G o l d f a r b ' s ( 1 9 6 9 ) m e t h o d . 

T h e a b o v e t h r e e m e t h o d s a l l u s e s o m e s o r t o f a c t i v e s e t s t r a t e g y 

t o s o l v e t h e l i n e a r i n e q u a l i t y p r o b l e m s a s a s e q u e n c e o f l i n e a r e q u a l i t y 
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s u b p r o b l e m s . A d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f m o s t u s e d a c t i v e s e t s t r a t e g i e s 

I s l e f t t o a s u b s e q u e n t s e c t i o n . B u t we w i l l b r i e f l y m e n t i o n h e r e t h a t 

t h e b a s i c s t r a t e g y i s t o m i n i m i z e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n o v e r t h e f a c e 

o f t h e c o n s t r a i n t p o l y t y p e f o r m e d b y t h e c u r r e n t l y a c t i v e c o n s t r a i n t s . 

T h i s f a c e I s c h a n g e d o n l y w h e n t h e s e a r c h f o r a m i n i m u m a l o n g t h e 

p r o j e c t e d s e a r c h d i r e c t i o n ( 2 . 2 4 ) e n c o u n t e r s a n o t h e r c o n t r a i n t o r w h e n 

t h e m i n i m u m v a l u e o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n m a y b e d e c r e a s e d f u r t h e r 

o n l y b y m o v i n g o f f t h i s f a c e . 

We n o w d i s c u s s I n m o r e d e t a i l s o m e I m p o r t a n t a s p e c t s o f t h e a b o v e 

m e t h o d s a n d t h e i r r e l a t i o n s h i p s . 

D a v i d o n ( 1 9 5 9 ) e x t e n d e d h i s a l g o r i t h m f o r u n c o n s t r a i n e d 

m i n i m i z a t i o n t o s o l v e t h e l i n e a r e q u a l i t y p r o b l e m b y p o i n t i n g o u t t h a t 

t h e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n o f t h e I n v e r s e h e s s i a n s h o u l d b e c h o s e n t o b e 

i n t h e n u l l s p a c e o f t h e m a t r i x A. One s u c h m a t r i x i s t h e o r t h o g o n a l 

p r o j e c t i o n o p e r a t o r : 

P q = P [ I ] = [ I - A t ( A A t ) ~ 1 A] 

w h i c h p r o j e c t s a l l v e c t o r s I n E n o n t o t h e s u b s p a c e M q w i t h r e s p e c t t o 

t h e e u c l i d e a n n o r m ( i . e . , w i t h = I ) . T h u s c l e a r l y : 

AP = 0 
o 

w h i c h e n s u r e s t h a t t h e d i r e c t i o n o f s e a r c h c o m p u t e d u s i n g t h e 

a p p r o x i m a t i o n P : 



36 

d = - P V f ( x ) 
l o o 

s a t i s f i e s A d , = 0 . H e n c e d , i s f e a s i b l e ( d , e M ) . T h e i n v e r s e H e s s i a n 
1 1 1 o 

a p p r o x i m a t i o n i s u p d a t e d w i t h i n c o m i n g c u r v a t u r e I n f o r m a t i o n o b t a i n e d 

a l o n g d ^ . A s a b o v e , f e a s i b i l i t y o f s u b s e q u e n t s e a r c h d i r e c t i o n s i s 

m a i n t a i n e d b e c a u s e t h e a p p r o x i m a t i o n s a l w a y s r e m a i n i n t h e n u l l s p a c e o f 

t h e m a t r i x A . T h e u p d a t i n g i s d o n e u s i n g t h e D a v i d o n - F l e t c h e r - P o w e l l 

( D F P ) f o r m u l a . H o w e v e r t h e r a n k - o n e o r t h e BFGS m a y a l s o b e u s e d a s w a s 

s h o w n b y P o w e l l ( 1 9 7 4 - a ) a n d F i s c h e r ( 1 9 8 1 ) . 

G o l d f a r b ( 1 9 6 9 ) e x t e n d e d D a v i d o n ' s m e t h o d t o i n e q u a l i t y 

c o n s t r a i n t s u s i n g t h e t e c h n i q u e s d e v e l o p e d b y R o s e n ( I 9 6 0 ) . F o r t h e 

e q u a l i t y c o n s t r a i n t s c a s e w i t h a q u a d r a t i c o b j e c t i v e f u n c t i o n , G o l d f a r b 

p r o v e d c o n v e r g e n c e i n ( n - r ) i t e r a t i o n s a n d t h e a p p r o x i m a t i o n t o P, 

u p d a t e d b y t h e a l g o r i t h m b e c o m e s : 

P n _ r = P [ H ] = ( H - H A t ( A H A t ) ~ 1 AH} 

w h e r e H i s t h e t r u e I n v e r s e H e s s i a n o f t h e q u a d r a t i c o b j e c t i v e f u n c t i o n . 

O n l y t h e f i r s t o r d e r e s t i m a t e s o f t h e L a g r a n g i a n m u l t i p l i e r s a r e 

c o m p u t e d i n G o l d f a r b ' s m e t h o d s i n c e t h e a p p r o x i m a t i o n t o P ^ a l w a y s 

r e m a i n s i n t h e n u l l s p a c e o f A . 

A d i s a d v a n t a g e o f G o l d f a r b ' s m e t h o d , h o w e v e r , i s t h a t I f a 

c o n s t r a i n t i s d r o p p e d f r o m t h e a c t i v e s e t s u c h t h a t t h e r a n k o f t h e 

a p p r o x i m a t i o n t o P, i s i n c r e a s e d b y o n e , , n o I n f o r m a t i o n a b o u t t h e 
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c u r v a t u r e o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s a v a i l a b l e i n t h e d i r e c t i o n o f t h e 

n o r m a l o f t h i s c o n s t r a i n t . M u r t a g h a n d S a r g e n t ( 1 9 6 9 ) h a v e a t t e m p t e d t o 

o v e r c o m e t h i s b y u p d a t i n g d i r e c t l y t h e a p p r o x i m a t i o n t o t h e i n v e r s e 

H e s s i a n r a t h e r t h a n ( 2 . 3 3 ) . T h e p r o j e c t i o n o p e r a t o r * s t n e n 

c o n s t r u c t e d g i v e n H ^ , t h e a p p r o x i m a t i o n t o H . T h e y u s e t h e r a n k - o n e 

f o r m u l a f o r u p d a t i n g H ^ . An i m p o r t a n t f e a t u r e o f t h i s f o r m u l a i s t h a t 

i t d o e s n o t r e q u i r e e x a c t l i n e s e a r c h e s , w h i c h m a k e s i t a t t r a c t i v e 

c o m p a r e d t o o t h e r s . H o w e v e r , w h e n a c o n s t r a i n t b e c o m e s a c t i v e a n d i s 

a d d e d t o t h e a c t i v e s e t , H^ i s u p d a t e d b y t h e r a n k - o n e f o r m u l a G i l l a n d 

M u r r a y ( 1 9 7 4 - b , p p . 7 2 - 7 4 ) a r g u e t h a t u p d a t i n g H^ i n E n d o e s n o t p r o v i d e 

c u r v a t u r e i n f o r m a t i o n i n t h e d i r e c t i o n o f t h e n o r m a l s o f t h e a c t i v e 

c o n s t r a i n t s . S i n c e t h e d e s c e n t d i r e c t i o n s , d ^ , h a v e t o b e o r t h o g o n a l t o 

t h e s e n o r m a l s t o b e f e a s i b l e , t h e u p d a t e s H^ c o n t a i n c u r v a t u r e 

i n f o r m a t i o n i n t h e s e d i r e c t i o n s o n l y . T h e y p o i n t o u t t h a t , o n l y i n t h e 

c a s e w h e r e m o v e m e n t o f f a c o n s t r a i n t o c c u r s n e a r t h e p o i n t o f i t s 

a d d i t i o n t o t h e a c t i v e s e t , t h a t s u c h c u r v a t u r e i n f o r m a t i o n b e c o m e s 

s i g n i f i c a n t . On t h e o t h e r h a n d , i f a c o n s t r a i n t i s d r o p p e d l o n g a f t e r 

i t h a s b e c o m e a c t i v e , t h e c u r v a t u r e i n f o r m a t i o n i n t h e d i r e c t i o n o f i t s 

n o r m a l , o b t a i n e d p r i o r t o i t s b e c o m i n g a c t i v e , h a s n o l o n g e r a n y 

s i g n i f i c a n c e . A l s o , s i n c e Ad^ = 0 , i f t h e BFGS f o r m u l a i s u s e d t o 

u p d a t e H^, f o r d e s c e n t s t e p s t a k e n i n t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e s a m e 

c o n s t r a i n t s , t h e n , b y i n s p e c t i o n o f t h e BFGS f o r m u l a , i t f o l l o w s t h a t : 

( A H ^ A * ) = ( A i y ^ ) 

t h u s , t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r s c o m p u t e d a c c o r d i n g t o : 
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X k = ( A H ^ ) " 1 A H k V f ( x k ) 

m a y n o l o n g e r b e r e g a r d e d a s s e c o n d o r d e r e s t i m a t e s s i n c e i f we s t a r t 

w i t h t h e a p p r o x i m a t i o n H = I , t h e n : 

( A I ^ A * 1 ) » (AH A f c ) = (AA1). 

S i m i l a r l y , t h e d e s c e n t d i r e c t i o n : 

i s n o l o n g e r e q u i v a l e n t t o ( 2 . 2 4 ) . 

P o w e l l ( 1 9 7 4 - a ) e s t a b l i s h e d t h e e q u i v a l e n c e , u n d e r c e r t a i n 

a s s u m p t i o n s , o f u p d a t i n g a p p r o x i m a t i o n s t o P k a n d u p d a t i n g TL̂  t h e n 

c o m p u t i n g P [ H k ] . P o w e l l a l s o p r o v e d t h e c o n v e r g e n c e o f G o l d f a r b ' s 

m e t h o d f o r a w i d e r c l a s s o f q u a s i - N e w t o n u p d a t e s a n d f o r i n e q u a l i t y 

c o n s t r a i n t s . T h e r a t e o f c o n v e r g e n c e f o r q u a d r a t i c f u n c t i o n s a n d u s i n g 

e x a c t l i n e s e a r c h e s i s e s t a b l i s h e d t o b e ( n + £ ) w h e r e 9, i s t h e n u m b e r o f 

f a c e s o f t h e c o n s t r a i n t p o l y t o p e o v e r w h i c h t h e s e a r c h f o r r e s u l t s t o 

I n e x a c t l i n e s e a r c h e s a n d s h o w e d s u p e r l i n e a r c o n v e r g e n c e o f a 

m o d i f i c a t i o n o f G o l d f a r b ' s m e t h o d f o r g e n e r a l o b j e c t i v e f u n c t i o n s . 

3 . 1 . 4 . O t h e r m e t h o d s t h a t c o u l d b e s e e n a s e x t e n s i o n s o f p r o b l e m 

( 2 . 3 0 ) a r e m e t h o d s t h a t s o l v e e f f i c i e n t l y a s e r i e s o f l i n e a r o r 

q u a d r a t i c p r o g r a m m i n g p r o b l e m s w h e r e t h e r e s t r i c t i o n d . £ M i s r e l a x e d 
1 o 

t o d £ S . T h e m e t h o d o f h y p e r c u b e s d u e t o F l e t c h e r ( 1 9 7 2 a ) g e n e r a t e s 
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q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n s t o t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n f a t t h e p o i n t x ^ + ^ 

a s : 

q ( x f c + 1 ) - f(^) + ^ ( x , / ( X k + 1 - x f c) 

+ 1 / 2 ( x k + l " V* G k ( x k + 1 " * k > < 2 - 3 4 > 

T o m a k e t h e a p p r o x i m a t i o n a s c l o s e a s p o s s i b l e , t h e s t e p s i z e i s 

r e s t r i c t e d . T h u s t h e m e t h o d i n v o l v e s s u c c e s s i v e s o l u t i o n s t o t h e 

p r o b l e m : 

M i n i m i z e q ( x ) 

S u b j e c t t o Ax < b 

A s s u m i n g ( 2 . 3 4 ) i s a p o s i t i v e d e f i n i t e a p p r o x i m a t i o n , I t s 

u n c o n s t r a i n e d o p t i m u m i s g i v e n b y : 

V q ( x k ) = V f ( x k ) + G k ( x k - x ) = 0 

g i v i n g x = x k - G k

X V f ( x k ) ( 2 . 3 6 ) 

By t h e o r e m 1 w e c a n s e e t h a t t h e s o l u t i o n o f ( 2 . 3 5 ) m a y b e 

e x p r e s s e d a s t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m : 
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M i n i m i z e ( 1 / 2 fix 

S u b j e c t t o Ax < b 

And fix - x 

T h e m a t r i x G i s u p d a t e d u s i n g a r a n k 2 f o r m u l a . 

An e a r l i e r v a r i a n t o f p r o b l e m ( 2 . 3 5 ) , w i t h o u t t h e c o n s t r a i n t o n 

t h e s t e p s i z e , w a s d e v e l o p e d b y W i l s o n ( 1 9 6 3 ) a n d d e s c r i b e d i n B e a l e 

( 1 9 6 7 ) . I n t h i s a p p r o a c h G^ i s e v a l u a t e d a t e v e r y I t e r a t i o n . 

2 . 3 . 2 M e t h o d s B a s e d o n P r o b l e m ( 2 . 3 1 ) 

T h i s s e c t i o n d e a l s w i t h d e s c e n t m e t h o d s b a s e d o n t h e s o l u t i o n o f 

t h e u n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n p r o b l e m d e f i n e d b y ( 2 . 3 1 ) . A l g o r i t h m s i n 

t h i s c l a s s p e r f o r m a n u n c o n s t r a i n e d m i n i m i z a t i o n o f t h e f u n c t i o n 

p r o j e c t e d o n t o t h e ( n - r ) d i m e n s i o n a l s u b s p a c e d e f i n e d b y t h e a c t i v e 

c o n s t r a i n t s . B e c a u s e o f t h a t t h e d e t e r m i n a t i o n o f a b a s i s o f t h e 

s u b s p a c e M q b e c o m e s i m p o r t a n t . 

G i v e n t h e m a t r i x A o f a c t i v e c o n s t r a i n t s a s s u m e d t o h a v e r a n k r , 

t h e f o l l o w i n g ( n x n ) m a t r i x T i s d e f i n e d a s : 

- x C } 

- H k V f ( v ) L < 6 < 

T = A ; A ( r x n ) ( 2 . 3 7 ) 
V V i s a n ( n - r ) x n m a t r i x s u c h t h a t T i s 

n o n s i n g u l a r 

T h e f o l l o w i n g r e s u l t i s v e r y u s e f u l i n d e t e r m i n i n g a b a s i s f o r M 
o 

( G i l l a n d M u r r a y , 1 9 7 4 - a , t h e o r e m 2 . 5 ) : 

T h e o r e m 2 . T h e l a s t ( n - r ) c o l u m n s o f t h e m a t r i x T * s p a n t h e 

s u b s p a c e M . 
o 
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B a s e d o n t h i s r e s u l t , t h e m a t r i x Z i n t h e d e f i n i t i o n o f d^ ( i . e . , 

d^ = Z v ) m a y b e s e t e q u a l t o t h e v e c t o r s t ^ , j = r + l , r + 2 n , w h e r e t 

i s t h e j t h c o l u m n o f T ^ . 

A l s o , u s i n g T a n d Z , L a g r a n g i a n m u l t i p l i e r e s t i m a t e s c a n b e 

o b t a i n e d u s i n g t h e r e l a t i o n : 

A t X q = 7 q ( d 1 ) 

t h a t i s : 

L J L 

= V q ( d 1 ) = G k d x + V f ( x k ) 

w h i c h i m p l i e s t h a t : 

( 2 . 3 8 ) 

( 2 . 3 8 ) g i v e s s e c o n d o r d e r L a g r a n g e m u l t i p l i e r s e s t i m a t e s . We n o t e t h a t 

f i r s t o r d e r e s t i m a t e s c o u l d b e o b t a i n e d f r o m t h e s a m e e x p r e s s i o n s i m p l y 

b y i g n o r i n g t h e s e c o n d o r d e r t e r m i n ( 2 . 3 8 ) . 

We r e c a l l h e r e t h a t t h e e x p r e s s i o n f o r d ^ i s : 

d 1 = - Z C Z ^ Z ) " 1 Z f c V f ( x k ) ( 2 . 3 9 ) 
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I t i s c l e a r a t t h i s p o i n t t h a t d i f f e r e n t c h o i c e s o f t h e m a t r i x V 

i n t h e f o r m a t i o n o f T w i l l l e a d t o d i f f e r e n t a l g o r i t h m s . 

2 . 3 . 2 . 1 T h e R e d u c e d G r a d i e n t M e t h o d o f W o l f e ( 1 9 6 7 ) 

T h i s m e t h o d g e n e r a t e s Z u s i n g T ^ b y s e l e c t i n g t h e c o l u m n s o f V 

f r o m t h e n o r m a l s o f i n a c t i v e c o n s t r a i n t s . T h i s a p p r o a c h g i v e s t h e 

d e s c e n t d i r e c t i o n : 

dl = - Z Z V f ( x k ) 

G i l l a n d M u r r a y ( 1 9 7 4 - a ) s h o w t h a t e f f e c t i v e l y t h i s d e s c e n t d i r e c t i o n i s 

n o t t h e s a m e a s t h e d i r e c t i o n ( 2 . 3 9 ) a b o v e , e v e n w h e n G^ = I . 

2 . 3 . 2 . 2 . T h e V a r i a b l e R e d u c t i o n M e t h o d o f M c C o r m i c k ( 1 9 7 0 - a ) 

T h i s m e t h o d c h o o s e s t h e c o l u m n s o f V f r o m t h e c o l u m n s o f t h e 

i d e n t i t y m a t r i x I , w h i c h g i v e s T a s : 

T = a h . 

0 i => z = I 
r x r 

( 2 . 4 0 ) 

- 1 - 2 

w h e r e A a n d A a r e r e s p e c t i v e l y ( r x r ) a n d ( n - r ) x r s u b m a t r i c e s o f A 

s u c h t h a t : 

A = [ A 1 | A 2 ] ( 2 . 4 1 ) 

T h e m a t r i x A ^ " c o r r e s p o n d s t o t h e f i r s t r e l e m e n t s o f t h e v e c t o r x e E n 

- 2 
a n d A t o t h e r e m a i n i n g ( n - r ) e l e m e n t s . 
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The DFP u p d a t i n g f o r m u l a w i t h r e s e t t i n g i s u s e d f o r a p p r o x i m a t i n g 

i n M q . A f u r t h e r e x t e n s i o n o f t h i s a l g o r i t h m h a s b e e n m a d e b y 

M c C o r r a i c k ( 1 9 7 0 - b ) b y a l l o w i n g t h e c o m p u t a t i o n o f i n E n a n d t h e n 

c o m p u t i n g (Z*~G^Z) u s e d i n ( 2 . 3 9 ) a b o v e . 

I n t h e v a r i a b l e r e d u c t i o n m e t h o d t h e l i n e a r e q u a l i t y c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m ( 2 . 1 0 ) m a y b e r e d u c e d t o a n u n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n p r o b l e m 

a s f o l l o w s : T h e c o n s t r a i n t s A x = b m a y b e w r i t t e n u s i n g ( 2 . 4 1 ) : 

w i t h 

A ^ x ^ + = k 

= > X ] _ = - [ ( A 1 ) 1 ] A 2 x 2 + ( A 1 ) 1 b 

r 

x ^ e E , t h e v e c t o r o f d e p e n d e n t v a r i a b l e s , 

n—r 

x 2

 c E , t h e v e c t o r o f I n d e p e n d e n t v a r i a b l e s , a n d 

f ( x ) = f ( x l f x 2 ) = fr ( A 1 ) " 1 A 2 x 2 , x 2 ] = f ( Z x 2 ) . 

A n o t h e r m e t h o d w h i c h m i n i m i z e s f ( x

2 ^ * s ^ u e t o G a n z h e l l a ( 1 9 7 0 ) 

w h o u s e s a v a r i a b l e m e t r i c m e t h o d t o m i n i m i z e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i n 

t h e l i n e a r m a n i f o l d M. 

2 . 3 . 2 . 3 . F a c t o r i z a t i o n M e t h o d s 

G i l l a n d M u r r a y ( 1 9 7 4 - a ) p o i n t e d o u t t h a t a p o o r c h o i c e o f V i n 

( 2 . 3 7 ) m a y l e a d t o a n i l l - c o n d i t i o n e d m a t r i x T a n d t h u s t o a n i l l -

c o n d i t i o n e d m a t r i x Z a f f e c t i n g t h e e x p r e s s i o n s : 

[ Z t V f ( x k ) ] a n d [ ( Z ^ Z ) ] 
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T h i s , i n t u r n , c o u l d r e s u l t i n p o o r e s t i m a t e s o f t h e L a g r a n g e 

m u l t i p l i e r s i n ( 2 . 3 8 ) a n d t h e c o m p u t a t i o n o f t h e d i r e c t i o n d ^ i n 

( 2 . 3 9 ) . 

T h e c o n d i t i o n o f a n y m a t r i x A c a n b e m e a s u r e d b y t h e m a g n i t u d e 

k ( A ) , t h e c o n d i t i o n n u m b e r o f A , w h i c h i s d e f i n e d a s 

k ( A ) = BAH »A + H 

w h e r e A + i s t h e p s e u d o - i n v e r s e o f A . 

G i l l a n d M u r r a y ( 1 9 7 4 - a ) r e c o m m e n d a c h o i c e o f Z w h i c h m a k e s t h e 

c o n d i t i o n n u m b e r o f (Z^G^Z), K(Z^G^Z)9 d e p e n d e n t o n l y o n t h e 

c o n d i t i o n i n g o f G^, s i n c e 

K ( Z t G k Z ) < K ( G k ) [ K ( Z ) ] 2 

T h e y p r o p o s e t o t h a t e f f e c t a n LQ f a c t o r i z a t i o n o f A s u c h t h a t L i s a n 

( r x r ) l o w e r t r i a n g u l a r m a t r i x a n d Q i s a n o r t h o g o n a l m a t r i x , t h a t i s 

Q t Q = Q t Q - I , g i v i n g : 

A = [ L | 0 ] Q 

F u r t h e r m o r e , Q i s p a r t i t i o n e d a s f o l l o w s : 

TQ I ( r x n ) _ rq/I 
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N o w , s i n c e : 

[ L | 0 ] , 

t h e n c l e a r l y , AQ^ = 0 . 

T h e r e f o r e , i f i s u s e d a s t h e r e q u i r e d m a t r i x V , w e w i l l h a v e : 

a n d ( / ) 1 

_ _ j 

t h a t i s Z i s c h o s e n t o h e t h e m a t r i x Q 2 > a n d s u c h a c h o i c e r e s u l t s i n a 

m i n i m u m c o n d i t i o n n u m b e r . A l s o , f o r a p o s i t i v e d e f i n i t e G^, 

K ( Z C G k Z ) < K ( G k ) 

w h i c h m e a n s t h a t t h e c o n d i t i o n i n g o f t h e a l g o r i t h m n o w d e p e n d s o n t h a t 

o f t h e p r o b l e m o n l y . 

T h i s c h o i c e o f Z i s u s e d b y G i l l a n d M u r r a y t o c o m p u t e d ^ a s i n 

( 2 . 3 9 ) b o t h i n a N e w t o n a n d a Q u a s i - N e w t o n s e t t i n g . I t i s w i d e l y 

a c k n o w l e d g e d i n t h e l i t e r a t u r e t h a t t h i s i s o n e o f t h e m o s t n u m e r i c a l l y 

s t a b l e p r o c e d u r e i n t h i s c l a s s o f m e t h o d s . 

A v a r i a n t o f G o l d f a r b ' s a l g o r i t h m t h a t u s e s t h e t r a n s f o r m a t i o n T 

w i t h t h e c o l u m n s o f V c h o s e n f r o m t h e n o r m a l s o f t h e i n a c t i v e 

c o n s t r a i n t s h a s b e e n s u g g e s t e d b y B u c k l e y ( 1 9 7 5 ) . F i n a l l y , t h e 

e f f i c i e n t i m p l e m e n t a t i o n o f t h e a b o v e a l g o r i t h m u s i n g t h e C h o l e s k y 

f a c t o r s o f G k , (ZtG^Z) o r IL^, t h e o r t h o g o n a l f a c t o r i z a t i o n s o f A a n d t h e 
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m o d i f i c a t i o n o f t h e s e f a c t o r i z a t i o n s a t e a c h i t e r a t i o n , h a v e b e e n 

e x t e n s i v e l y d i s c u s s e d b y : B a r t e l s , G o l u b a n d S a u n d e r s ( 1 9 7 0 ) ; G i l l , 

G o l u b , M u r r a y a n d S a u n d e r s ( 1 9 7 4 ) ; G o l d f a r b ( 1 9 7 6 ) . 

A c o m b i n a t i o n o f s o m e o f t h e b e s t f e a t u r e s o f t h e a b o v e m e t h o d s 

i s f o u n d i n t h e w o r k o f M u r t a g h a n d S a u n d e r s ( 1 9 7 8 ) , w h o c o m b i n e s t a b l e 

Q u a s i - N e w t o n m e t h o d s w i t h t h e g e n e r a l i z e d r e d u c e d g r a d i e n t w h e r e t h e 

v a r i a b l e s a r e d e c o m p o s e d I n t o n o n b a s i c v a r i a b l e s , w h i c h a r e f i x e d a t 

t h e i r b o u n d s , b a s i c v a r i a b l e s w h i c h a r e u s e d t o m a i n t a i n f e a s i b i l i t y , 

a n d s u p e r b a s i c v a r i a b l e s w h i c h a r e a l l o w e d t o v a r y . We n o t e , h o w e v e r , 

t h a t M u r t a g h a n d S a u n d e r s 1 a l g o r i t h m i s m o s t l y s u i t e d f o r l a r g e s c a l e 

p r o b l e m s w i t h f e w n o n l i n e a r i t i e s , t h e r e f o r e a l l o w i n g e x t e n s i v e u s e o f 

t h e r e v i s e d s i m p l e x a n d s p a r c e m a t r i x t e c h n i q u e s . 

2 . 3 . 3 G e n e r a l i z a t i o n o f t h e G o d s t e i n - L e v i t i n - P o l y a k ( G L P ) P r o j e c t i o n 
A l g o r i t h m 

T h e ( G L P ) a l g o r i t h m , c o n t r a r y t o o t h e r f e a s i b l e d i r e c t i o n 

a l g o r i t h m s , p r o c e e d s a l o n g a r c s o n t h e c o n s t r a i n t s u r f a c e u s i n g t h e 

s t e e p e s t d e s c e n t d i r e c t i o n [ G o l d s t e i n ( 1 9 6 4 ) , L e v i t i n a n d P o l y a k 

( 1 9 6 6 ) ] . A t y p i c a l I t e r a t i o n i s o f t h e f o r m : 

x k + l = P S [ x k " X k V f ( x k ) 1 ; k = ° > l > * ~ > ( 2 . 4 2 ) 

w h e r e P Q ( y ) d e n o t e s t h e u n i q u e p r o j e c t i o n o f a v e c t o r y o n t h e f e a s i b l e 

r e g i o n S ; X^ > 0 , d e n o t e s t h e s t e p s i z e . 

I f S = ( x e E n | A x < b } , t h e f o l l o w i n g q u a d r a t i c p r o g r a m i s 

s o l v e d : 
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M i n i m i z e f l / 2 ! ! [ x k - X

k

7 f ( x

k ) l " x " ^ ( 2 . 4 3 ) 

S u b j e c t t o Ax < b 

We n o t e t h a t t h i s p r o c e d u r e d i f f e r s f r o m R o s e n ' s g r a d i e n t 

p r o j e c t i o n m e t h o d i n t h a t t h e p o i n t s x ^ a n d x ^ ^ n e e d n o t l i e o n o n e 

f a c e o f t h e c o n s t r a i n t p o l y h e d r o n . 

I f S = ( x e E n | A x = b > , t h e n ( 2 . 4 3 ) i s w r i t t e n i n e x p l i c i t f o r m 

a s f o l l o w s : 

M i n i m i z e ( l / 2 H [ x k - X V f ^ ) ] - xfl ^> 

S u b j e c t t o Ax = b 

w h o s e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s a r e : 

x - [ x k - V f ( x k ) ] = ^ 

Ax = b 

f r o m w h i c h : 

t , . . t v - l . . , 
= i i - j 

' k + 1 
x , = [ I - A - ( A O * A ] ( x k - X k V f ( x k ) ) 

= ? S t \ " Vf^:>l 
w h i l e i n R o s e n ' s m e t h o d : 
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An i m p l e r a e n t a b l e v e r s i o n o f ( 2 « 4 3 ) w a s d e v e l o p e d b y B a z a r a a a n d 

G o o d e ( 1 9 8 1 ) f o r p r o b l e m ( P ) w h e r e t h e p r o j e c t i o n o f t h e n e g a t i v e 

g r a d i e n t i s i n t o t h e s e t o f e q u a l i t y a n d t h e b i n d i n g a n d n e a r b i n d i n g 

c o n s t r a i n t s . 

A g e n e r a l i z a t i o n o f t h e GLP a l g o r i t h m a s b r i e f l y d e s c r i b e d b y 

B e r t s e k a s ( 1 9 7 6 ) w a s d e v e l o p e d b y R u s t e m ( 1 9 8 1 ) w h o u s e s m o r e g e n e r a l 

p r o j e c t i o n s a n d N e w t o n o r Q u a s i - N e w t o n d e s c e n t d i r e c t i o n s . T h i s 

a l g o r i t h m u s e s a p p r o x i m a t e l i n e s e a r c h e s a n d i s s h o w n t o b e g l o b a l l y 

c o n v e r g e n t w i t h a s u p e r l i n e a r o r q u a d r a t i c s p e e d . T h e i t e r a t i o n s o f t h e 

a l g o r i t h m a r e d e t e r m i n e d b y s o l u t i o n o f t h e p o s i t i v e d e f i n i t e q u a d r a t i c 

p r o g r a m m i n g p r o b l e m : 

W h e r e G, i s e i t h e r t h e H e s s i a n o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n o r 
k 

d e n o t e s a s y m e t r i c p o s i t i v e d e f i n i t e a p p r o x i m a t i o n t o i t . 

We n o t e t h a t t h e g e n e r a l i z a t i o n h e r e c o m e s f r o m t h e f a c t t h a t t h e 

p r o j e c t i o n o f t h e u n c o n s t r a i n e d N e w t o n o r Q u a s i - N e w t o n s t e p i s s o u g h t , 

a n d a m e t r i c , r a t h e r t h a n a E u c l i d e a n n o r m i s u s e d . 

2 . 4 A c t i v e S e t S t r a t e g i e s 

M i n i m i z e 1 / 2" X- Xk + G k V G , 
k 

S u b j e c t t o x e S 

We h a v e m e n t i o n e d a t t h e o u t s e t t h a t m o s t m e t h o d s w e h a v e 
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d i s c u s s e d s o l v e t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n e d p r o b l e m b y s o l v i n g a s e q u e n c e 

o f e q u a l i t y c o n s t r a i n e d s u b p r o b l e m s . So i n t h i s s e c t i o n w e b r i e f l y 

d i s c u s s m e t h o d s d e s i g n e d t o p e r f o r m t h e e x t e n s i o n f r o m t h e e q u a l i t y 

p r o b l e m t o t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n e d o n e . T h e r e a r e b a s i c a l l y t w o 

a p p r o a c h e s t o h a n d l i n g t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s a t e a c h i t e r a t i o n . 

2 . 4 . 1 . A d d i n g S l a c k V a r i a b l e s 

T h i s s t r a t e g y i s a s i m p l e e x t e n s i o n o f t h e i d e a o f s l a c k 

v a r i a b l e s u s e d i n s t a n d a r d l i n e a r p r o g r a m m i n g . T h i s i s d i s c u s s e d b y 

S a r g e n t a n d M u r t a g h ( 1 9 7 3 ) i n r e l a t i o n t o n o n l i n e a r c o n s t r a i n t s . 

We n o t e t h a t , t o o u r k n o w l e d g e , t h i s s t r a t e g y i s n o t u s e d t o 

s o l v e p r o b l e m ( P ) e x c e p t b y t h o s e m e t h o d s b a s e d o n t h e s i m p l e x 

p r o c e d u r e . C l e a r l y , t h e a d d i n g o f s l a c k v a r i a b l e s i n c r e a s e s t h e 

d i m e n s i o n o f t h e p r o b l e m , a n u n a t t r a c t i v e f e a t u r e . 

2 . 4 . 2 . U s i n g t h e B i n d i n g C o n s t r a i n t s a t E a c h I t e r a t i o n 

T h i s s e c o n d t y p e o f s t r a t e g y a i m s a t i n c l u d i n g o n l y a s u b s e t o f 

t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s i n t h e a c t i v e s e t d u r i n g e a c h i t e r a t i o n . B u t 

t h e r e a r e v a r i a t i o n s i n i n c l u d i n g a n d d r o p p i n g c o n s t r a i n t s f r o m t h e 

a c t i v e s e t . S u c h s t r a t e g i e s a r e m o s t l y s u i t e d f o r p r o b l e m ( P ) . 

At a c u r r e n t p o i n t x , t h e c o n s t r a i n t s s a t i s f i e d a s e q u a l i t i e s 

( t o g e t h e r w i t h a n y e q u a l i t y c o n s t r a i n t s i n t h e p r o b l e m ) a r e i n c l u d e d i n 

t h e a c t i v e s e t . A c o n s t r a i n t i s a d d e d t o t h e s e t w h e n t h e s e a r c h 

d i r e c t i o n f r o m x h i t s o n e w h i c h i s n o t a l r e a d y i n t h e a c t i v e s e t ; t h i s 

i s u s u a l l y a c c o m p l i s h e d t h r o u g h a m i n i m u m r a t i o t e s t t o d e t e r m i n e t h e 

n e a r e s t i n a c t i v e c o n s t r a i n t . D r o p p i n g a c o n s t r a i n t f r o m t h e a c t i v e s e t 

i s a c c o m p l i s h e d i n o n e o f t w o w a y s : 

i ) R e t a i n a l l t h e c u r r e n t l y a c t i v e c o n s t r a i n t s u n t i l a m i n i m u m 
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I s f o u n d i n t h e i r i n t e r s e c t i o n . I n s p e c t i o n o f t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r s 

a t t h a t m i n i m u m p o i n t s h o u l d I n d i c a t e i f w e m i g h t o b t a i n a l o w e r p o i n t 

b y d e l e t i n g t h e c o n s t r a i n t w i t h t h e m o s t n e g a t i v e L a g r a n g e m u l t i p l i e r 

f r o m t h e c u r r e n t a c t i v e s e t . U n d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e n u m b e r o f 

s t a t i o n a r y p o i n t s i s f i n i t e , a n d t h e c o n s t r a i n t s a c t i v e a r e l i n e a r l y 

I n d e p e n d e n t , i t i s s h o w n t h a t t h i s s c h e m e w i l l t e r m i n a t e a t a s t r o n g 

l o c a l m i n i m u m a f t e r o n l y a f i n i t e n u m b e r o f c h a n g e s i n t h e a c t i v e s e t 

( G i l l a n d M u r r a y , 1 9 7 4 - a ) . An o b v i o u s d i s a d v a n t a g e o f t h i s s c h e m e i s 

t h a t w e m a y b e u s i n g a l o t o f c o m p u t a t i o n a l e f f o r t i n o r d e r t o f i n d t h e 

m i n i m u m o n a s u b s p a c e w h i c h i s f a r f r o m t h e s o l u t i o n . 

i i ) C o m p u t e e s t i m a t e s o f t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r s a t e a c h 

I t e r a t i o n a n d m o v e o f f t h e c o n s t r a i n t s f o r w h i c h t h e v a l u e o f t h e 

m u l t i p l i e r s i s n e g a t i v e . S i n c e t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r o f a c o n s t r a i n t 

g i v e s t h e r a t e o f c h a n g e o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i n r e l a t i o n t o t h i s 

c o n s t r a i n t ( s e e f o r e x a m p l e S a r g e n t ( 1 9 7 4 ) ) , a n e g a t i v e m u l t i p l i e r 

I m p l i e s t h a t i f t h e c o r r e s p o n d i n g c o n s t r a i n t i s d r o p p e d t h e n a r e d u c t i o n 

m a y b e o b t a i n e d i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n v a l u e . T h u s i f a s i n g l e 

c o n s t r a i n t i s t o b e d r o p p e d , t h e o n e w i t h t h e m o s t n e g a t i v e m u l t i p l i e r 

i s c h o s e n . H o w e v e r , g i v e n t h a t t h e r e l a t i o n : 

A t u = g ( x ) = V f ( x ) 

i s n o t s a t i s f i e d e x a c t l y b e c a u s e w e a r e n o t a t t h e s o l u t i o n t o ( P ) y e t , 

i n g e n e r a l , t h e e s t i m a t e s o f t h e m u l t i p l i e r s u t e n d t o b e v e r y 

i n a c c u r a t e . T h i s m a y l e a d t o a c o n s t r a i n t b e i n g r e p e a t e d l y d r o p e d a n d 

t h e n I n c l u d e d a g a i n i n t h e a c t i v e s e t a n d t h e r e f o r e p r o g r e s s t o t h e 
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s o l u t i o n c a n b e v e r y s l o w . S o , i n g e n e r a l , i t i s n o t p o s s i b l e t h a t t h i s 

s t r a t e g y w i l l t e r m i n a t e a f t e r a f i n i t e n u m b e r o f c h a n g e s i n t h e a c t i v e 

s e t . T h i s p h e o n o m e o n i s c a l l e d " z i g z a g g i n g " a s i l l u s t r a t e d b y t h e 

e x a m p l e o f W o l f e ( 1 9 7 2 ) w h i c h w i l l b e f o u n d i n s e c t i o n t h r e e t o f o l l o w 

t h i s o n e . 

I n p r a c t i c e , m o s t p e o p l e u s e a c o m b i n a t i o n o f i ) a n d i i ) , s u c h a s 

i l l u s t r a t e d i n t h e c o m p u t a t i o n a l s t u d y o f L e n a r d ( 1 9 7 9 ) . Z o u t e n d i j k 

( 1 9 6 0 ) p r o p o s e d t h e f o l l o w i n g s t r a t e g y : a c o n s t r a i n t t h a t h a s 

p r e v i o u s l y b e e n d r o p p e d a n d r e t u r n e d t o i s k e p t i n t h e a c t i v e s e t u n t i l 

a m i n i m u m s o l u t i o n i s o b t a i n e d o n a s u b s p a c e . T h i s w i l l e n s u r e f i n i t e 

t e r m i n a t i o n . 

M c C o r m i c k ( 1 9 6 9 ) a v o i d s z i g z a g g i n g b y p r o j e c t i n g t h e d i r e c t i o n o f 

s e a r c h o n t o s u c c e s s i v e a c t i v e s e t s f o r m e d b y i n c o r p o r a t i n g e a c h n e w 

c o n s t r a i n t a s i t i s e n c o u n t e r e d . T h i s i s c a l l e d " b e n d i n g " o f t h e 

c u r r e n t d i r e c t i o n o f s e a r c h , w h i c h w i l l c o n t i n u e u n t i l e i t h e r a n 

u n c o n s t r a i n e d m i n i m u m i s f o u n d w i t h r e s p e c t t o t h e s t e p s i z e , o r t h e 

m a t r i x o f c o n s t r a i n t s d e f i n e s a s u b s p a c e c o n t a i n i n g a l o c a l m i n i m u m . 

O n l y a t t h i s p o i n t i s t h e g r a d i e n t i n f o r m a t i o n r e c o m p u t e d a n d a n e w 

d i r e c t i o n o f s e a r c h d e f i n e d . M c C o r m i c k ( 1 9 7 0 ) p r o v i d e s a p r o o f t h a t 

z i g z a g g i n g c a n n o t o c c u r i n t h i s w a y . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t c r i t e r i a b a s e d o n t h e v a l u e o f t h e L a g r a n g e 

m u l t i p l i e r s a n d t h e a m o u n t o f r e d u c t i o n i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n h a v e 

b e e n f o r m u l a t e d i n t e r m s o f t h e s o l u t i o n t o a c o m p l e m e n t a r y p i v o t i n g 

a l g o r i t h m ( L e r a k e , 1 9 6 8 ) . 



5 2 

2 . 5 Q u a s i - N e w t o n U p d a t e s 

T h e r e a r e m a j o r d i f f i c u l t i e s a s s o c i a t e d w i t h u s i n g t h e e x a c t 

H e s s i a n o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i n a n y o p t i m i z a t i o n p r o c e d u r e . 

F i r s t , t h e c o m p u t a t i o n o f s e c o n d d e r i v a t i v e s i s g e n e r a l l y v e r y 

e x p e n s i v e . S e c o n d , w h e n t h e s t a r t i n g p o i n t , x q , i s f a r f r o m t h e 

s o l u t i o n , N e w t o n m e t h o d s , w h i c h u s e e x a c t H e s s i a n i n f o r m a t i o n , m a y f a i l 

t o c o n v e r g e e v e n i n t h e u n c o n s t r a i n e d c a s e . S e c o n d o r d e r r a t e o f 

c o n v e r g e n c e o f N e w t o n m e t h o d s h a s b e e n p r o v e n f o r f u n c t i o n s w i t h 

p o s i t i v e d e f i n i t e H e s s i a n s w h i c h a r e L i p s c h i t z c o n t i n u o u s a t t h e 

o p t i m u m , p r o v i d e d x ^ i s s u f f i c i e n t l y c l o s e t o t h e s o l u t i o n . S u c h r e s u l t s 

a r e f o u n d i n O r e g a a n d R h e i n b o l d t ( 1 9 7 0 ) , a n d D e n n i s a n d M o r e ( 1 9 7 7 ) . 

T h i r d , w h e n x ^ i s f a r f r o m t h e s o l u t i o n , r e s t r i c t i o n s o n t h e s t e p s i z e , 

s u c h a s t h e f o l l o w i n g b y W o l f e ( 1 9 6 9 ) , h a v e b e e n s u g g e s t e d t o h e l p 

c o n v e r g e n c e : 

f K + W - f ( V < c
2V f<V t dk 

w h e r e c ^ a n d c ^ a r e s c a l a r s s u c h t h a t : 0 < c ^ < c 2 < 1 , a n d 

0 < a < a 
k m a x 

B u t e v e n w i t h s u c h p r e c a u t i o n s , a w e l l d e f i n e d d i r e c t i o n m a y 

b e c o m p u t e d w h i c h i s o r t h o g o n a l t o V f ( x ^ ) . T h i s r e s u l t s i n a z e r o 

s t e p l e n g t h , s t o p p i n g f u r t h e r p r o g r e s s t o w a r d t h e s o l u t i o n . T h i s p o i n t 

i s i l l u s t r a t e d b y t h e f o l l o w i n g e x a m p l e d u e t o P o w e l l ( 1 9 6 6 ) . 
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M i n i m i z e f ( x ) = x . + x . x „ + ( 1 + x 0 ) 

I f x 
o 

= ( 0 , 0 ) i s c h o s e n a s t h e s t a r t i n g p o i n t , t h e n 

g, 

S i n c e a l i n e s e a r c h a l o n g ± d Q c h a n g e s o n l y t h e x ^ c o m p o n e n t o f t h e 

v e c t o r x , i t i s c l e a r t h a t x ^ = 0 w i l l m i n i m i z e f ( x ) a n d we f a i l t o m a k e 

a n y p r o g r e s s . T h e p r o b l e m i s d u e t o t h e f a c t t h a t g ^ d ^ ~ 0> a n d t h e 

d i r e c t i o n s ± d a r e n o t d e s c e n t d i r e c t i o n s . 

T h e s e d i f f i c u l t i e s m a y b e o v e r c o m e b y r e s t r i c t i n g t h e s t e p l e n g t h 

t o t h e r e g i o n i n w h i c h t h e q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n o f t h e o b j e c t i v e 

f u n c t i o n i s v a l i d ( s e e f o r e x a m p l e F l e t c h e r ( 1 9 7 2 ) ) o r b y f o r c i n g t h e 

H e s s i a n m a t r i x t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e w h e n i t i s n o t . I n t h i s c a s e , 

I n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n , f o r c i n g t h e a p p r o x i m a t i o n G , , t o t h e 

h e s s i a n m a t r i x G^, t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e m a y b e a s e r i o u s p r o b l e m . An 

o b j e c t i v e f u n c t i o n w i t h a s i n g u l a r H e s s i a n m a t r i x n e e d n o t h a v e a n 

u n c o n s t r a i n e d m i n i m u m . I t s m i n i m u m m a y , h o w e v e r , e x i s t o n s o m e 

c o n s t r a i n t s i f t h e H e s s i a n o f t h e L a g r a n g i a n h a s a p o s i t i v e d e f i n i t e 

p r o j e c t i o n o n t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e s e c o n s t r a i n t s . We n o t e t h a t f o r 

p r o b l e m ( P ) t h e L a g r a n g i a n i s d e f i n e d a s : 

o 

s a d e s c e n t d i r e c t i o n . 

L ( x , u ) = f ( x ) - u ^ A x - b ) w i t h vX = V f 
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I n t h e u n c o n s t r a i n e d c a s e , t h e H e s s i a n m a t r i x i s p o s i t i v e d e f i n i t e i n 

t h e n e i g h b o r h o o d o f a s t r o n g l o c a l m i n i m u m . T h e s a m e n e e d n o t b e t r u e 

a t t h e c o n s t r a i n e d m i n i m u m a n d t h e c o n v e r g e n c e r a t e m a y b e a f f e c t e d b y 

f o r c i n g G^ t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e w h e n i t i s n o t . 

F o r t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d c a s e , G i l l a n d M u r r a y ( 1 9 7 4 - b ) 

s u g g e s t a m e t h o d r e s t r i c t i n g o n l y t h e p r o j e c t i o n o f t h e H e s s i a n m a t r i x 

o n t o t h e s e t o f a c t i v e c o n s t r a i n t s , ( Z ^ ^ Z ) , t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e 

[ s e e ( 2 . 3 8 ) ] . C o n s e q u e n t l y , I n t h e l i n e a r e q u a l i t y c o n s t r a i n e d 

s u b p r o b l e m ( 2 . 1 6 ) , w h e n ( Z ^ Z ) i s p o s i t i v e d e f i n i t e a n d Z t V f ( x k ) - 0 , 

x ^ i s a s t r o n g l o a l m i n i m u m . 

T h e a l g o r i t h m s d e s c r i b e d i n S e c t i o n 3 . 3 t h a t p r o j e c t t h e 

u n c o n s t r a i n e d s t e p o n t o t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s , r a t h e r t h a n t a k i n g 

s t e p s a l o n g a d e s c e n t d i r e c t i o n p r o j e c t e d o n t o t h e a c t i v e c o n s t r a i n t s , 

m a y g e n e r a t e s u c c e s s i v e p o i n t s o n d i f f e r e n t f a c e s o f t h e c o n s t r a i n t 

p o l y h e d r o n . T h i s m a y i m p l y d i f f e r e n t a c t i v e s e t s f o r s u c c e s s i v e p o i n t s . 

When G^ i s u p d a t e d a t t h e s e p o i n t s i t c o l l e c t s c u r v a t u r e i n f o r m a t i o n i n 

a l l d i r e c t i o n s . S o i t s e e m s t h a t t h e s e m e t h o d s s h o u l d p r o v i d e m o r e 

c u r v a t u r e i n f o r m a t i o n t h a n a c t i v e s e t s t r a t e g y m e t h o d s . 

We n o w b r i e f l y d i s c u s s , a f t e r a m o t i v a t i o n o f t h e n e e d f o r Q u a s i -

N e w t o n a p p r o x i m a t i o n s , t h e i m p o r t a n t Q u a s i - N e w t o n u p d a t e s f o r t h e 

i n v e r s e H e s s i a n a p p r o x i m a t i o n H ^ . T h e s e u p d a t e s a r e b a s e d o n t h e 

g e n e r a l f o r m u l a i n t r o d u c e d b y B r o y d e n ( 1 9 6 7 ) o f w h i c h o n e r e p r e s e n t a t i o n 

I s : 
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H Y Y ^ r r t 

Y H k Y 5 Y 

w h e r e : 

Y - v f ( X k + 1 ) - V f ( X k ) 

6 = 
[ k + l \ 

6 t A 

w = V " —;Y V 
Y * 

a n d t h e s c a l a r # k i s a f r e e p a r a m e t e r w h o s e v a l u e s d e f i n e d i f f e r e n t 

u p d a t i n g p r o c e d u r e s : 

i ) T h e R a n k - O n e f o r m u l a ( B r o y d e n , 1 9 6 7 ) i s o b t a i n e d f o r : 

t 
Y Y 

k ( 6 t Y ) ( Y t H k Y ) - ( Y ^ Y ) 2 

i i ) T h e D a v i d o n - F l e t c h e r - P o w e l l ( D F P ) d u e t o D a v i d o n ( 1 9 5 9 ) , 

F l e t c h e r a n d P o w e l l ( 1 9 6 3 ) i s o b t a i n e d f o r : 

ft, = 0 k 

i i i ) T h e B r o y d e n - F l e t c h e r - G o l d f a r b - S h a n n o ( B F G S ) d u e t o B r o y d e n 

( 1 9 7 0 ) , F l e t c h e r ( 1 9 7 0 ) , G o l d f a r b ( 1 9 7 0 ) , a n d S h a n n o ( 1 9 7 0 ) 

i s o b t a i n e d f o r : 
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6 k = 

Y H k Y 

T h e ( B F G S ) I s g e n e r a l l y a c k n o w l e d g e d t o b e t h e b e s t c h o i c e a m o n g 

t h e m e m b e r s o f t h e f a m i l y ( 2 . 4 4 ) . A d e s i r a b l e p r o p e r t y o f t h e m e m b e r s 

o f t h i s f a m i l y i s t h a t t h e y s a t i s f y t h e , s o - c a l l e d , Q u a s i - N e w t o n 

e q u a t i o n : 

w h i c h I s a n a t t r a c t i v e f e a t u r e b e c a u s e i f f ( x ) w e r e q u a d r a t i c w i t h t h e 

i n v e r s e o f i t s H e s s i a n g i v e n b y H, t h e n H<5 = 5 . F o r t h e q u a d r a t i c c a s e , 

H u a n g ( 1 9 7 0 ) s h o w e d t h a t f o r a n u n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n p r o c e d u r e 

t a k i n g s t e p s a l o n g d ^ = - H ^ V ^ x ^ ) , s t a r t i n g w i t h x q , a n d c h o o s i n g oc^ t o 

m i n i m i z e : 

t h e s e q u e n c e o f p o i n t s g e n e r a t e d , x ^ ( k = 0 , 1 , . . . , ) i s i n d e p e n d e n t o f 

t h e s c a l a r B ^ . An e v e n m o r e i m p o r t a n t r e s u l t d u e t o D i x o n ( 1 9 7 2 ) i s 

t h a t H u a n g ' s c o n c l u s i o n h o l d s w h e n f ( x ) i s a g e n e r a l f u n c t i o n . 

3 . M e t h o d s o f F e a s i b l e D i r e c t i o n s 

M e t h o d s o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s , c a l l e d M F D ' s i n t h e s e q u e l , a r e 

c r e d i t e d t o Z o u t e n d i j k ( 1 9 6 0 , 1 9 7 0 , 1 9 7 4 , a n d 1 9 7 6 ) w h o d e v e l o p e d m u c h 

o f t h e i r e a r l y t h e o r y . 



57 

3 . 1 D e f i n i t i o n s 

3 . 1 . 1 . F o r p r o b l e m ( P ) : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o x e S =-- ( x e E n | Ax < b } 

f o r a l l x g S , a c o n e o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s , D ( x ) , i s d e f i n e d 

b y : 

d g D ( x ) < = > X > 0 , y : 0 < y < X , ( x + y d ) g S 

3 . 1 . 2 . A d i r e c t i o n d g D ( x ) w i l l b e u s a b l e i f a X e x i s t s s u c h t h a t , f o r 

a l l y w i t h 0 < y < X , f ( x + y d ) < f ( x ) w i l l h o l d . As f i s 

a s s u m e d d i f f e r e n t i a b l e , t h i s i s s a t i s f i e d i f V f ( x ) t d < 0 . 

3 . 1 . 3 . T h e g e n e r a l a p p r o a c h t o s o l v e ( P ) u s i n g M F D ' s i s a s f o l l o w s : 

G i v e n x g S w h i c h i s a f e a s i b l e s t a r t i n g p o i n t , a s e q u e n c e o f 
o 

p o i n t s x g S (k = 0 , 1 , 2 , . . . , ) w i l l b e d e t e r m i n e d b y : 

F i r s t , f i n d i n g a s u i t a b l e f e a s i b l e d i r e c t i o n : 

N e x t , t h e s t e p l e n g t h X w i l l b e d e t e r m i n e d i n s u c h a w a y t h a t : 

(xk + Xkdk) G S and f(xk + W < f ( V 
F i n a l l y , s e t t i n g : x. k+l \ 
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I f x i s a n a c c u m u l a t i o n p o i n t o f t h e s e q u e n c e { x ^ } s o t h a t : 

l i m f ( x k ) = f ( x ) , 

t h e n , u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s , x i s a l o c a l s t a t i o n a r y p o i n t , 

t h a t i s a p o i n t s a t i s f y i g t h e K u h n - T u c k e r f i r s t o r d e r n e c e s s a r y 

c o n d i t i o n s f o r o p t i m a l i t y . 

M e t h o d s o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s d i f f e r l a r g e l y i n t h e w a y t h e 

d i r e c t i o n s a r e c h o s e n . I n a l l m e t h o d s , a d i r e c t i o n f i n d i n g p r o b l e m i s 

e x p l i c i t l y o r i m p l i c i t l y s o l v e d i n w h i c h a d i r e c t i o n v e c t o r i s f o u n d 

s u c h t h a t : 

i ) d k e D ( x k ) 

i i ) V f ( x k ) t d < 0 

i i i ) And s o m e a d d i t i o n a l r e q u i r e m e n t s t o g u a r a n t e e a n d / o r s p e e d ­

u p c o n v e r g e n c e . 

F o r S = f x e E n | Ax < h i 

L e t t i n g l ( x , ) = f i | a ^ x . = b j -
k 1 i k 1 

T h e n D ( x k ) = ( d | a^d < 0 , 1 c I ( x f e ) > ( 3 . 1 ) 

S o t h a t t h e r e q u i r e m e n t t h a t d e D ( x

k ) r e s u l t s i n a s e t o f h o m o g e n e o u s 

l i n e a r r e l a t i o n s . 

T h e s t e p l e n g t h i s f o r m u l a t e d a s a o n e d i m e n s i o n a l m i n i m i z a t i o n 

p r o b l e m : 
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M i n i m i z e + | x = ^ + Xd^ e S> 

w h i c h c a n b e s o l v e d e i t h e r e x a c t l y o r a p p r o x i m a t e d . 

3 . 2 D i r e c t i o n F i n d i n g S u b p r o b l e m 

T h e r e a r e t h r e e c l a s s e s o f d i r e c t i o n - f i n d i n g p r o b l e m s : 

3 . 2 . 1 . D i r e c t M e t h o d s 

H e r e a d i r e c t i o n i s i m p l i c i t l y d e t e r m i n e d t h r o u g h t h e o r i g i n a l 

v a r i a b l e s x . T h i s i s a c c o m p l i s h e d t h r o u g h a l i n e a r a p p r o x i m a t i o n o f 

t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n s u c h a s s u g g e s t e d b y F r a n k a n d W o l f e ( 1 9 5 6 ) . A t 

e a c h s t e p a l i n e a r s u b p r o b l e m i s s o l v e d o f t h e f o r m : 

M i n i m i z e ( V F X X ^ X | Ax < b> ( 3 . 2 ) 

G i v e n t h a t x i s t h e s o l u t i o n t o ( 3 . 2 ) , I f : 

V f ( x ) 1 1 ( x - X F C ) = 0 

t h e m i n i m u m f o r ( P ) h a s b e e n a c h i e v e d . I f V f ( x k ) t ( x - x ^ ) < 0 , t h e n d^ 

= ( x - x ^ ) w i l l b e u s a b l e f e a s i b l e d i r e c t i o n . A s t e p l e n g t h i s 

d e t e r m i n e d a n d a n e w p o i n t i s d e f i n e d . 

A v a r i a n t o f t h i s m e t h o d i n w h i c h , i n s t e a d o f s o l v i n g ( 3 . 2 ) , t h e 

s i m p l e x m e t h o d i s u s e d t o d e t e r m i n e a v e r t e x x s u c h t h a t 

V f ( x k ) t ( x - x ^ ) < 0 , i s t h e c o n v e x s i m p l e x m e t h o d o f Z a n g w i l l ( 1 9 6 9 ) . 

3 . 2 . 2 . O p t i m i z a t i o n M e t h o d s 

H e r e t h e d i r e c t i o n f i n d i n g p r o b l e m i s o f t h e f o r m : 
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M i n i m i z e { V f ^ / d [ d e iKx .̂) , d e T , d e N} ( 3 . 3 ) 

w h e r e ^ ( x ^ ) * s d e f i n e d b y ( 3 . 1 ) a b o v e , T i s a s e t o f l i n e a r r e l a t i o n s t o 

s p e e d - u p o r g u a r a n t e e c o n v e r g e n c e , a n d N i s a s e t o f r e l a t i o n s t o 

p r e v e n t i n f i n i t e s o l u t i o n s . 

N i s u s u a l l y t a k e n t o b e t h e s e t : { d | ftdn < 1 } , g i v i n g t h e 

p r o b l e m i n t h e f o r m : 

M i n i m i z e { V f ( x k ) t d | Ad < 0 , Yd = 0 , ltdit < l\ 

w i t h : 

n 
i ) T h e L I n o r m g i v i n g : X | d | < 1 

1 = 1 

1 1 ) T h e L 2 n o r m g i v i n g : d*"d < 1 

i i i ) T h e L n o r m g i v i n g : - 1 < d < 1 ; j = l , . . . , n 
0 0 J 

i v ) T h e m e t r i c n o r m w i t h P a s y m e t r i c p o s i t i v e d e f i n i t e m a t r i x 

g i v i n g : d f c P d < 1 . 

C l e a r l y , t h i s l e a v e s t h e c h o i c e f o r a v a r i e t y o f d i f f e r e n t 

m e t h o d s , i ) a n d i i i ) w i l l r e s u l t i n l i n e a r p r o g r a m s ; i i ) a n d i v ) w i l l 

r e s u l t i n q u a d r a t i c p r o g r a m s . 

3 . 2 . 3 . F e a s i b i l i t y M e t h o d s 

C o n t r a r y t o t h e m e t h o d s i n S e c t i o n s 3 . 2 . 1 . a n d 3 . 2 . 2 . w h e r e t h e 

d i r e c t i o n s f o u n d h a d t o b e t h e l o c a l l y b e s t o n e s , t h e r e a d i r e c t i o n i s 

f o u n d w h i c h o n l y h a s t o s a t i s f y t h e n e c e s s a r y r e q u i r e m e n t s . T h a t i s d 

i s s u c h t h a t : 

i ) d e D ( x f c ) , d e T 



6 1 

i i ) V f ( x k ) t d < 0 [ f o r e x a m p l e : : V f ^ / d = - 1 ] 

S o t h e d i f f e r e n t m e t h o d s i n t h i s c l a s s r e d u c e t o w a y s o f s o l v i n g s y s t e m s 

o f l i n e a r i n e q u a l i t i e s . T h e m a j o r m e t h o d s s u g g e s t e d f o r t h a t a r e : 

i ) U s i n g t h e s i m p l e x m e t h o d t o d e t e r m i n e t h e e x t r e m e d i r e c t i o n s 

l e a d i n g t o u n b o u n d e d n e s s a n d d e f i n i n g a p p r o p r i a t e l y , 

i i ) U s i n g s u c c e s s i v e p r o j e c t i o n s . T h a t i s , l e t t i n g : 

d k = P A V f<V 
w i t h P A = [ I - A t ( A A t ) " 1 A ] 

T h i s i s d o n e r e c u r s i v e l y a s f o l l o w s : 

% ' 1 

„ „ Q k - i a k a k \ - i . ., 

^A = ^m ( a s s U T n l n 8 A h a s m r o w s ) . 

3 . 3 D i s c u s s i o n o f C o n v e r g e n c e o f M F D ' s 

G l o b a l c o n v e r g e n c e o f m e t h o d s o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s h a s b e e n 

s t u d i e d e x t e n s i v e l y [ s e e f o r e x a m p l e Z o u t e n d i j k ( 1 9 6 0 ) , T o p k i s a n d 

V e i n o t t ( 1 9 6 7 ) , P o l a k ( 1 9 7 1 ) , K l e s s i g ( 1 9 7 4 ) 1 . I t i s s h o w n t h a t M F D ' s 

c o n v e r g e p r o v i d e d s o m e a n t i z i g z a g g i n g p r o v i s i o n i s u s e d t o a v o i d j a m m i n g 

( n o n f i n i t e c o n v e r g e n c e o r c o n v e r g e n c e t o a n o n - s t a t i o n a r y p o i n t ) a s 

i l l u s t r a t e d b y t h e n o w f a m o u s e x a m p l e o f W o l f e ( 1 9 7 2 ) : 
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2 2 
M a x i m i z e ( - 4 / 3 ( x ^ - x ] _ x 2 + x 2 ^ ~ x 3 ^ 

S u b j e c t t o x 1 > 0 , x < ? > 0 , x 3 > 0 

T h e m a x i m u m c l e a r l y o c c u r s a t x = ( 0 , 0 , 0 ) 

B y c h o o s i n g x q = ( a , 0 , c ) w i t h 

a < / 2 / 4 a n d c > ( 1 + / 2 / 2 ) / a 

W o l f e s h o w s t h a t e v e n w i t h t h e p r o j e c t e d g r a d i e n t a s d i r e c t i o n , t h e 

s e q u e n c e o f p o i n t s g e n e r a t e d i s o f t h e f o r m : 

l i r a x ^ 
0 0 " 0 " 

= 0 = 0 # 0 
c - / a / 2 ( l + l / / 2 + l / 2 + 2 / 2 / 2 + . . . ) c - / a ~ ( l + / 2 / 2 ) 0 

H e n c e , d u e t o z i g z a g g i n g b e t w e e n t h e c o n s t r a i n t s x ^ > 0 a n d x ^ > q 

w e c o u l d n o t r e a c h t h e m a x i m u m b u t s t o p p e d a t a n o n - s t a t i o n a r y p o i n t . 

G l o b a l c o n v e r g e n c e i s g u a r a n t e e d b y a l l o w i n g c o n s i d e r a t i o n o f 

c o n s t r a i n t s t h a t a r e a l m o s t - b i n d i n g ( a l s o c a l l e d e - a c t i v e c o n s t r a i n t s ) 

i n t h e c o m p u t a t i o n o f t h e s e a r c h d i r e c t i o n d ^ . 

B e c a u s e M F D ' s d e g e n e r a t e t o f i r s t - o r d e r g r a d i e n t m e t h o d s w h e n t h e 

n u m b e r o f c o n t r a i n t s i s z e r o , t h e s e a l g o r i t h m s c a n n o t c o n v e r g e b e t t e r 

t h a n l i n e a r l y i n t h e g e n e r a l c a s e . H o w e v e r , l i n e a r c o n v e r g e n c e i s n o t 

e n s u r e d b y t h e b e h a v i o r o f a c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m o n 

u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m s a s w a s s h o w n b y P i r o n n e a u a n d P o l a k ( 1 9 7 3 ) . T h e y 

s h o w e d t h a t M F D ' s i n g e n e r a l c o n v e r g e s u b l i n e a r l y . H o w e v e r , f o r c i n g t h e 



6 3 

d i r e c t i o n s t o t h e c o n j u g a t e i n a m e t h o d o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s c a n 

r e s u l t i n a c c e l e r a t i n g t h e i r c o n v e r g e n c e . T h i s w a s s u g g e s t e d b y 

Z o u t e n d i j k ( 1 9 6 0 , 1 9 7 4 ) a n d w a s s u c c e s s f u l l y a p p l i e d t o s o m e s p e c i a l 

d i r e c t i o n g e n e r a t o r s b y R i t t e r ( 1 9 7 5 ) a n d B e s t ( 1 9 7 5 ) t o o b t a i n 

s u p e r l i n e a r l y c o n v e r g e n t p r o c e d u r e s . T h e s e m e t h o d s w i l l b e d i s c u s s e d i n 

m o r e d e t a i l s i n S e c t i o n 4 . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t a l o t o f o t h e r m e t h o d s u s e f e a s i b l e 

d i r e c t i o n s t r a t e g i e s b u t w e r e n o t i n c l u d e d i n t h i s c l a s s , s u c h a s 

p r o j e c t i o n m e t h o d s ( g r a d i e n t p r o j e c t i o n a n d r e d u c e d - g r a d i e n t m e t h o d s ) . 

We i n c l u d e d i n t h i s c l a s s o n l y t h o s e m e t h o d s o f t h e Z o u t e n d i j k t y p e o r 

i n s p i r a t i o n . 

3 . 4 . R e l a t i o n s h i p B e t w e e n P r o j e c t i o n M e t h o d s a n d F e a s i b l e D i r e c t i o n 
M e t h o d s 

3 . 4 . 1 . F i r s t - O r d e r M e t h o d s 

M e t h o d s o f f e a s i b l e d i r e c t i o n s i n v o l v e t h e s o l u t i o n o f a s e q u e n c e 

o f p r o b l e m s o f t h e t y p e : 

M i n i m i z e V f ( x ( x - x f c ) 

S u b j e c t t o A ( x - x f e ) < 0 ( 3 . 4 ) 

And Hx - x , IT < 1 
k 

w h e r e x ^ i f a f e a s i b l e p o i n t . 

T h e r e l a t i o n s h i p o f t h i s p r o b l e m t o p r o j e c t i o n m e t h o d s a s 

d e s c r i b e d i n S e c t i o n o n e i s s t a t e d i n t h e f o l l o w i n g r e s u l t t o b e f o u n d 

i n Z o u t e n d i j k ( 1 9 6 0 ) a n d L e m k e ( 1 9 6 1 ) : 
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T h e o r e m 3 . I f ( x - x ^ ) s o l v e s t h e m i n i m u m p r o b l e m ( 3 . 4 ) a n d 

V f ( x ^ ) t ( x - x ^ ) < 0 t h e n f o r u > 0 , u ( x - x ^ ) a l s o s o l v e s t h e p r o b l e m : 

2 
M i n i m i z e Nx - x . R 

k 

S u b j e c t t o A ( x - x f c ) < 0 ( 3 . 5 ) 

And - V f ( x k ) t : ( x " V > 1 

T h e r e l a t i o n s h i p c a n b e m a d e e v e n m o r e e x p l i c i t b y o b s e r v i n g t h e 

f o l l o w i n g : 

* ( x - x k ) + V f ( x k ) H 2 = IIx - x k H 2 + l l V f C ^ ) ! ! 2 + 2 V f ( x k ) t ( x - x^) 

f r o m w h i c h , a n d u s i n g : 

- V f ( x k ) t ( x - x k ) > 1 

w e h a v e : 

Hx - x kn 2 = n[x - x k + vf(xk)]n2 - nvf(xk)n2 + 2 

2 
= Hx - [ x k - V f ( x k ) ] 1 + c o n s t a n t t e r m . 

And t h e r e f o r e , t h e q u a d r a t i c p r o b l e m ( 3 . 5 ) i n t h e t h e o r e m f i n d s 

t h e p r o j e c t i o n o f t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p - V f ( x k ) ] o n t o t h e s e t : 
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( x e E n | Ax < b , - V f ( x k ) t ( x - x f c ) > 1 } 

w h e r e x . i s s u c h t h a t Ax . < b . 
k k 

3 * 4 . 2 . S e c o n d - O r d e r M e t h o d s 

T h e s e c o n d o r d e r f e a s i b l e d i r e c t i o n m e t h o d s d e s c r i b e d b y P o l a k 

( 1 9 7 1 ) c a n a l s o b e i n t e r p r e t e d a s p r o j e c t i o n m e t h o d s s i n c e t h e y s o l v e 

q u a d r a t i c s u b p r o b l e m s . 

4 . M e t h o d s o f C o n j u g a t e D i r e c t i o n s 

4 . 1 . D e f i n i t i o n s 

4 . 1 . 1 . C o n j u g a t e D i r e c t i o n s 

T h e c o n c e p t o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s h a s p l a y e d a k e y r o l e i n t h e 

d e v e l o p m e n t o f u n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n t e c h n i q u e s a s p o i n t e d o u t b y 

F l e t c h e r ( 1 9 7 2 - b ) . 

A s e t o f n n o n z e r o d i r e c t i o n v e c t o r s ( d , , . . . , d ) , d . e E n , a r e 
v 1 n ' I 

s a i d t o b e m u t u a l l y c o n j u g a t e w i t h r e s p e c t t o t h e n x n s y m e t r i c m a t r i x G 

i f t h e y a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t a n d i f : 

d^Gd - 0 i * j , i , j » l , . . . , n ( 4 . 1 ) 

I f w e c o n s i d e r t h e p r o b l e m o f m i n i m i z i n g t h e q u a d r a t i c f u n c t i o n 

o f n v a r i a b l e s : 

q ( x ) = a + b f c x + 1 / 2 x C G x 
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T h e n , g i v e n a s e t o f n d i r e c t i o n s c o n j u g a t e w i t h r e s p e c t t o G a n d a 

s t a r t i n g p o i n t x q , t h e l o c a t i o n o f t h e m i n i m u m o f q ( x ) , s a y x , m a y b e 

f o u n d i n o n e o f t w o w a y s : 

i ) B y s e a r c h i n g f o r t h e o n e - d i m e n s i o n a l m i n i m u m o f q ( x ) a l o n g 

e a c h o f t h e n d i r e c t i o n s i n t u r n , 

i i ) B y t a k i n g o n e N e w t o n s t e p u s i n g t h e f a c t t h a t : 

- 1 

i = l d^Gd± 

( 4 . 2 ) 

w h e r e G i s a s s u m e d t o b e p o s i t i v e d e f i n i t e . 

C l e a r l y , c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a r e r e a l l y o n l y w e l l d e f i n e d i n t h e 

c a s e o f q u a d r a t i c f u n c t i o n s . T h e a p p l i c a t i o n o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n 

m e t h o d s t o t h e o p t i m i z a t i o n o f m o r e g e n e r a l f u n c t i o n s i s b a s e d o n t h e 

a s s u m p t i o n t h a t n e a r t h e s o l u t i o n t h e f u n c t i o n t o b e m i n i m i z e d w i l l b e 

n e a r l y q u a d r a t i c . A s t h e a l g o r i t h m p r o c e e d s , g e n e r a t i n g a s e q u e n c e o f 

p o i n t s { x ^ } w h i c h c o n v e r g e t o x , t h e s e t o f d i r e c t i o n s i s c o n s t a n t l y 

m o d i f i e d , p r o d u c i n g a c o r r e s p o n d i n g s e q u e n c e o f d i r e c t i o n s 

( d [ k > < k ) ) . 
l n 

M c C o r m i c k a n d R i t t e r ( 1 9 7 2 - a ) w e r e t h e f i r s t t o f o r m a l l y e x t e n d 

t h e d e f i n i t i o n o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s t o t h e c a s e o f g e n e r a l f u n c t i o n s 

f ( x ) , a s h a v i n g t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : 

i ) A t e a c h i t e r a t i o n k , t h e n e w p o i n t x ^ + ^ i s o b t a i n e d a s : 

x ^ + ^ = x ^ + w h e r e X^ i s t h e s m a l l e s t l o c a l m i n i m i z e r t o 
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t h e o n e - d i m e n s i o n a l s t e p s i z e p r o b l e m : 

M i n i m i z e fCx^ + X d f e ) 

S u b j e c t t o X > 0 

i i ) I f t h e s e q u e n c e {x^} 8 e n e r a t e d c o n v e r g e s t o a p o i n t x s u c h 

t h a t V f ( x ) = 0 , f ( x ) i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e i n 

a n e i g h b o r h o o d o f x a n d G ( x ) i s p o s i t i v e d e f i n i t e , t h e n f o r 

a l l k : 

" d k " = 0 ^ , 8 k " ) ; " g k " = °^V) ( 4 , 3 ) 

a n d f o r k = l , . . . , n - l ; i = 0 , . . . , k - l 

w h e r e <$ = 0 o r 1 . 

F o r m e t h o d s d e f i n e d a s a b o v e , M c C o r m i c k a n d R i t t e r ( 1 9 7 2 - a ) p r o v e 

t h e f o l l o w i n g g e n e r a l r e s u l t , w h i c h e s t a b l i s h e s a n n o r ( n - 1 ) s t e p 

s u p e r l i n e a r r a t e o f c o n v e r g e n c e t o a n i s o l a t e d l o c a l m i n i m i z e r : 

T h e o r e m 4 . S u p p o s e t h e s e q u e n c e x̂̂ T i s g e n e r a t e d a c c o r d i n g t o 

p r o p e r t i e s i ) a n d i i ) a b o v e . S u p p o s e a l s o t h a t G ( x ) i s p o s i t i v e 

d e f i n i t e . T h e n , a s k*-°° 
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8 k + n 
+ 0 a n d 

, X k + n 
- x« 

- xfl 
+ 0 

w h e r e 5 - 0 o r 1 

We n o t e t h a t t h e r e l a t i o n s h i p ( 4 . 4 ) i s t h e m o s t i m p o r t a n t 

d e f i n i n g r e l a t i o n b e c a u s e i t e n s u r e s t h a t a n a l m o s t c o n j u g a t e p r o p e r t y 

h o l d s i n t h e s e n s e t h a t : 

G i v e n t h e s e q u e n c e o f d i r e c t i o n s ( d ^ , . . . , d ^ ) p r o d u c e d b y t h e 

a l g o r i t h m , t h e n : 

d < k > G ( x ) d ( k > 
— p ^ r T T T x - * 0 f o r i , j = l , . . . , n 

A l s o w e n o t e t h a t t h e a b o v e t h e o r e m r e m a i n s v a l i d i f i n e x a c t l i n e 

s e a r c h e s a r e u s e d , a s l o n g a s t h e f o l l o w i n g h o l d s : 

8 k + 1 k 

^ + 1 
II fid, II 

0 a s k -*-00 

4 . 1 . 2 . C o n j u g a t e G r a d i e n t s 

I n p r a c t i c e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s n o t n o r m a l l y q u a d r a t i c a n d 

t h e s e a r a c h d i r e c t i o n s d ^ a r e n o t k n o w n i n a d v a n c e . H o w e v e r , c o n j u g a t e 

g r a d i e n t a l g o r i t h m s a r e c o n s t r u c t e d s o t h a t i f t h e f u n c t i o n w e r e 

q u a d r a t i c t h e n a s u b s e t o f s e a r c h d i r e c t i o n s w o u l d b e c o n j u g a t e . 

I n t h e e a r l y c o n j u g a t e g r a d i e n t a l g o r i t h m s b y H e s t e n e s ( 1 9 5 2 ) a n d 



F l e t c h e r a n d R e e v e s ( 1 9 6 4 ) I t w a s a s s u m e d t h a t t h e i n i t i a l d i r e c t i o n o f 

s e a r c h i n e a c h s u b s e t w a s a l o n g t h e d i r e c t i o n o f s t e e p e s t d e s c e n t : 

d l • - V f < x o > - " S o 

C o n s e c u t i v e d i r e c t i o n s w e r e b u i l t u p I t e r a t i v e l y b y l e t t i n g : 

k 

d k + l - " \ + * 3 i d i < 4 - 5 > 
1 = 1 

a n d s o l v i n g t h e c o n j u g a c y c o n d i t i o n s ( 4 . 1 ) : 

< i ^ + 1 G d 1 - 0 ; i = l , . . . , k 

t o d e t e r m i n e 8 ^ . 

I f t h e l i n e s e a r c h e s a r e e x a c t a n d t h e f u n c t i o n i s q u a d r a t i c , 

t h e n t h i s i m p l i e s t h a t : 

0 j = 0 ; j < k ( 4 . 6 ) 

[ k + l " - \ + 6 k d k < 4 ' 7 > 

w i t h 
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T h e m e t h o d i s e f f i c i e n t m a i n l y d u e t o ( 4 . 6 ) - ( 4 . 8 ) w h i c h i s a 

g r e a t s i m p l i f i c a t i o n o v e r t h e m o r e g e n e r a l f o r m u l a ( 4 . 5 ) . T h i s m a k e s 

t h e c o n j u g a t e g r a d i e n t m e t h o d v e r y a t t r a c t i v e f o r l a r g e p r o b l e m s 

c o m p a r e d t o Q u a s i - N e w t o n m e t h o d s b e c a u s e o f i t s v e r y l o w s t o r a g e 

r e q u i r e m e n t s . 

N u m e r o u s w a y s o f s i m p l i f y i n g f o r m u l a ( 4 . 8 ) h a v e b e e n p r o p o s e d 

w h i c h a r e i d e n t i c a l f o r q u a d r a t i c f u n c t i o n s a n d p e r f e c t l i n e s e a r c h e s . 

Of t h e s e , t h e m o s t w e l l k n o w n a r e : 

i ) T h e F i e t c h e r - a n d - R e e v e s ( 1 9 6 4 ) f o r m u l a : 

i i ) T h e P o l a k - R i b i e r e ( 1 9 6 9 ) f o r m : 

\ " («k<«k " 8k-l>l/f8k-l8k-ll (4-10> 
We n o t e t h a t f o r g e n e r a l f u n c t i o n s t h e r e s e e m s t o b e s o m e 

n u m e r i c a l e v i d e n c e , a s p o i n t e d o u t b y P o w e l l ( 1 9 7 7 ) , i n f a v o r o f t h e 

P o l a k - R i b i e r e f o r m . 

B u t i n g e n e r a l , t h e m o s t e f f e c t i v e w a y t o u s e c o n j u g a t e 

g r a d i e n t s i s w i t h r e s t a r t s a l o n g t h e s t e e p e s t d e s c e n t d i r e c t i o n e v e r y n 

i t e r a t i o n s . T h i s m a k e s t h e m e t h o d e f f e c t i v e l y c o n v e r g e n t . A l s o , t h e 

m e t h o d i s s h o w n t o b e s u p e r l i n e a r l y c o n v e r g e n t [ s e e f o r e x a m p l e C o h e n 

( 1 9 7 2 ) , D i x o n ( 1 9 7 5 - a ) ] . 

M o s t r e c e n t r e s e a r c h i n c o n j u g a t e g r a d i e n t a l g o r i t h m s h a s b e e n i n 
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t h r e e m a i n a r e a s : 

i ) T h e r e l a x a t i o n o f e x a c t l i n e s e a r c h e s a s s u g g e s t e d b y 

d i f f e r e n t a u t h o r s : K a w a m u r a a n d V o l z ( 1 9 7 3 ) , D i x o n 

( 1 9 7 5 b ) , N a z a r e t h ( 1 9 7 7 ) , a n d M u k a i ( 1 9 7 9 ) . 

i i ) T h e i m p r o v e m e n t o f r e s t a r t i n g p r o c e d u r e s . T h a t i s , i n s t e a d 

o f r e s t a r t i n g a u t o m a t i c a l l y e v e r y n i t e r a t i o n s , o t h e r 

p o s s i b i l i t i e s s u c h a s c h e c k i n g t h e s i z e o f Id̂ĝl m i g h t b e 

m o r e a p p r o p r i a t e . T h i s i s a q u e s t i o n s t u d i e d b y P o w e l l 

( 1 9 7 7 ) . 

i i i ) T h e p o s s i b i l i t y o f s t a r t i n g e a c h c y c l e a l o n g d i r e c t i o n s 

o t h e r t h a n t h e s t e e p e s t d e s c e n t o n e . B e a l e ( 1 9 7 2 ) d e r i v e d 

a s i m p l e c o n j u g a t e g r a d i e n t f o r m u l a g i v e n a n y g e n e r a l 

s t a r t i n g d i r e c t i o n . T h e c o r r e s p o n d i n g r e s u l t s t o ( 4 . 6 ) a n d 

( 4 . 7 ) a r e : 

- 0 ; 2 < j < k ( 4 . 1 1 ) 

w h e r e 

8 k ( 8 l " 8 o ) 

(?1 = — - — , a n d B f c i s a s i n ( 4 . 8 ) ( 4 . 1 3 ) 
d l ( 8 l " *o> 

T h e u s e o f ( 4 . 1 2 ) a l l o w s t h e l a s t d i r e c t i o n o f o n e c o n j u g a t e 

s u b s e t t o b e u s e d a s t h e f i r s t d i r e c t i o n o f t h e n e x t o n e . 
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An a l t e r n a t i v e w a y o f a l l o w i n g a n a r b i t r a r y s t a r t i n g d i r e c t i o n 

w a s i n t r o d u c e d b y A l l w r i g h t ( 1 9 7 2 ) a n d c a l l e d " t h e p r e c o n d i t i o n e d 

c o n j u g a t e g r a d i e n t " a p p r o a c h : 

S u p p o s i n g : 

f ( x ) = l / 2 x t G x 

I f t h e m e t r i c ( n o t n e c e s s a r i l y e q u a l t o t h e H e s s i a n G ) 

H = LL*" 

i s i n t r o d u c e d , a n e w s e t o f v a r i a b l e s i s d e f i n e d a s : 

x « L z 

T h e p r o b l e m c o u l d t h e n b e p o s e d a s : 

M i n i m i z e f ( z ) - l / 2 z t L G L z 

f o r w h i c h t h e s t e e p e s t d e s c e n t a t a p o i n t i s : 

v z f ( x ) » l ^ G L z - - i / g 

w h i c h w h e n t r a n s f o r m e d b a c k i n t o x - s p a c e b e c o m e s t h e d i r e c t i o n : 

d = - H g 
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T h e e q u i v a l e n t o f ( 4 . 6 ) a n d ( 4 . 7 ) f o r t h i s m e t h o d a r e g i v e n b y : 

d k + l - - H * k + \ d k 
( 4 . 1 4 ) 

w h e r e 8 ^ c o r r e s p o n d i n g t o t h e F l e t c h e r - R e e v e s f o r m u l a ( 4 . 9 ) i s g i v e n 

b y : 

B e c a u s e o f t h e s u c c e s s a n d t h e p o p u l a r i t y o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s 

i n s o l v i n g u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m s , s o m e m e t h o d s m o d i f y i n g t h e m t o s o l v e 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m s h a v e b e e n d e v e l o p e d . 

4 . 2 C o n j u g a t e D i r e c t i o n M e t h o d s f o r L C P f s 

T h r e e m e t h o d s c o u l d b e d i s t i n g u i s h e d : 

4 . 2 . 1 . A P r o j e c t i o n M e t h o d 

Z o u t e n d i j k ( 1 9 6 0 ) m a d e t h e s u g g e s t i o n t h a t h i s m e t h o d s o f 

f e a s i b l e d i r e c t i o n s , w h i c h w e r e d i s c u s s e d i n s e c t i o n t h r e e , c o u l d b e 

m a d e t o c o n v e r g e f a s t e r i f o n e r e q u i r e s e a c h n e w l y c o n s t r u c t e d d i r e c t i o n 

o f s e a r c h t o b e c o n j u g a t e t o a n u n s p e c i f i e d n u m b e r o f p r e v i o u s 

d i r e c t i o n s . T h i s s u g g e s t i o n i s b a s e d o n t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n : 

( 4 . 1 5 ) 

g k - : L ^ k - i 

F o r f ( x ) - a + b f c x + l / 2 x t G x ( 4 . 1 6 ) 

I f 
X k + 1 = \ 
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8k+l " 8k = ̂ k (4'17) 

H e n c e , a n e w d i r e c t i o n , d ^ ^ , w o u l d b e r e q u i r e d t o b e c o n j u g a t e 

t o d ^ s i m p l y b y I m p o s i n g t h e f o l l o w i n g l i n e a r r e s t r i c t i o n : 

T h i s a p p r o a c h w a s u s e d b y R i t t e r ( 1 9 7 1 ) , a n d M c C o r m i c k a n d R i t t e r 

( 1 9 7 2 - b ) t o d e v e l o p a s u p e r l i n e a r l y c o n v e r g e n t m e t h o d f o r u n c o n s t r a i n e d 

m i n i m i z a t i o n c a l l e d t h e " p r o j e c t i o n m e t h o d . " L a t e r t h i s m e t h o d w a s 

e x t e n d e d t o h a n d l e l i n e a r c o n s t r a i n t s b y R i t t e r ( 1 9 7 5 ) a n d b y B e s t a n d 

R i t t e r ( 1 9 7 6 ) . F o r t h e u n c o n s t r a i n e d m e t h o d , a s e t o f n s e a r c h 

d i r e c t i o n s : 

( d 1 , . . . , d n ) = D 

i s m a i n t a i n e d s u c h t h a t : 

w h e r e Y I s a m a t r i x c o m p o s e d o f t h e d i f f e r e n c e s i n t h e g r a d i e n t o f t h e 

o b j e c t i v e f u n c t i o n c o r r e s p o n d i n g t o s t e p s t a k e n a l o n g t h e d i r e c t i o n s i n 

D . F o r t h e q u a d r a t i c f u n c t i o n ( 4 . 1 6 ) : 

Y = GD 
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s o t h e r e q u i r e m e n t : 

D Y = I 
( n x n ) 

i s e q u i v a l e n t t o : 

D GD = I 
( n x n ) 

I n i t i a l l y , D = Y = I , N . A t y p i c a l i t e r a t i o n c o n s i s t s o f 
( n x n ) 

c h o o s i n g o n e d i r e c i t o n d ^ ; 1 < j < n , f r o m t h e c o l u m n s o f D a n d t a k i n g a 

s t e p a l o n g t h a t d i r e c t i o n f r o m t h e c u r r e n t p o i n t t o a p o i n t x ^ ^ - x ^ 

+ n a v i n g a l o w e r o b j e c t i v e f u n c t i o n v a l u e . 

T h e d i f f e r e n c e i n t h e g r a d i e n t v e c t o r i s c o m p u t e d : 

a n d Y_j r e p l a c e s yy t h e j t h c o l u m n o f t h e m a t r i x Y . T h e c o r r e s p o n d i n g 

u p d a t e o f D i s : 

A f t e r n s u c h s t e p s , o r m o r e f r e q u e n t l y i f p o s s i b l e , a n 

a c c e l e r a t i n g s t e p i s t a k e n i n t h e d i r e c t i o n : 
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d .8 
n ldjdjiVf<V ( 4 . 1 9 ) 

A s o b s e r v e d e a r l i e r , i f D GD = I 
( n x n ) 

, t h e n G = DD , s o t h e 

d i r e c t i o n t i s a n a p p r o x i m a t i o n t o a N e w t o n s t e p . 

I n t h e m o d i f i c a t i o n o f t h i s m e t h o d f o r l i n e a r c o n s t r a i n t s , A 

w h o s e c o l u m n s a r e t h e n o r m a l s t o t h e a c t i v e c o n s t r a i n t s , r e p l a c e s s o m e 

o f t h e c o l u m n s o f Y . T h u s , w h e n a p p l i e d t o l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m s , Y i s i n i t i a l i z e d t o a n y n o n s i n g u l a r m a t r i x w h o s e f i r s t r 

c o l u m n s a r e t h e c o l u m n s o f A . A l s o , t h e a c c e l e r a t i n g s t e p i s t a k e n 

a f t e r e v e r y ( n - r ) c o n j u g a t e d i r e c t i o n s t e p s . 

T h i s m e t h o d i s e s s e n t i a l l y a n a c t i v e s e t s t r a t e g y . W h e n a n e w 

c o n s t r a i n t i s a d d e d t o A , o n e o f t h e s e a r c h d i r e c t i o n s , s a y d ^ i s 

d r o p p e d a n d t h e o t h e r r o w s o f D a r e u p d a t e d a s f o l l o w s : 

T h e o r e t i c a l l y t h e n , t h e Ith c o l u m n o f Y , , i s r e p l a c e d b y a . 

E s s e n t i a l l y , t h i s i s a p r o j e c t i o n o f t h e s e a r c h d i r e c t i o n d ^ , a n d i t i s 

s t i l l t r u e t h a t : 

( r x r ) 
s o t h a t D t G D = I 

( r x r ) 

We a l s o n o t e t h a t a n a n t i - z i g z a g g i n g p r o v i s i o n i s u s e d t o d r o p 

c o n s t r a i n t s f r o m t h e a c t i v e s e t . T h e m e t h o d i s s h o w n t o e n j o y t h e 
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f o l l o w i n g p r o p e r t i e s u n d e r a p p r o p r i a t e a s s u m p t i o n s : 

i ) ^xy^ c o n v e r g e s t o x , w h e r e x i s t h e u n i q u e m i n i m i z e o f f ( x ) 

o v e r F = { x e E | Ax < b } . 

i i ) I f : 

a . x = b . ; i = l , . . . , r , 
1 1 ' 

a . x < b . ; i = r + l , . . . , m , a n d 

V f ( x ) + Z u . a . = 0 w i t h u . > 0 ; i = l , . . . , r 
. , 1 1 i 
i = l 

t h a t i s , i f t h e s t r i c t c o m p l e m e n t a r y s l a c k n e s s c o n d i t i o n i s 

s a t i s f i e d , t h e n t h e r e e x i s t s a k s u c h t h a t f o r k > k . 
' o o 

a ^ x . = b . ; i = l , . . . , r , 
l k i * ' ' 

a ^ x , < b . : i = r + l , . . . , m , a n d 
i k i ' 

X k + n - r ' X 1 1

 + „ 
-> 0 a s k->«' 

x , - x 
k 

4 . 2 . 2 . A F e a s i b l e D i r e c t i o n M e t h o d 

B e s t ( 1 9 7 5 ) a n d B e s t a n d R i t t e r ( 1 9 7 5 ) c o m b i n e d t h e c o n j u g a c y 

r e q u i r e m e n t s d e f i n e d b y ( 4 . 1 8 ) w i t h a p a r t i c u l a r f e a s i b l e d i r e c t i o n 

m e t h o d o f Z o u t e n d i j k t o d e v e l o p a s u p e r l i n e a r l y c o n v e r g e n t p r o c e d u r e f o r 

p r o b l e m s w i t h l i n e a r c o n s t r a i n t s . 
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G i v e n a p o i n t x g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m , a d i r e c t i o n i s f o u n d 

b y s o l v i n g t h e d u a l o f t h e f o l l o w i n g l i n e a r p r o g r a m f o r x

k + 2 . : 

M i n i m i z e ( x ^ * ( x -

S u b j e c t t o Ax < b 

Y ^ x - x k ) = 0 ( 4 . 2 0 ) 

g i v i n g d k = x k + 1 - x k 

T h e m a t r i x Y k i s f o r m e d b y c o l u m n s m a d e u p o f d i f f e r e n c e s o f 

g r a d i e n t s o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n t o e n s u r e t h a t t h e d i r e c t i o n d k i s 

c o n j u g a t e t o ( k - 1 ) p r e v i o u s l y d e f i n e d d i r e c t i o n s . 

T h i s m e t h o d , c o m b i n e d w i t h a n i n e x a c t l i n e s e a r c h p r o c e d u r e a n d 

a c c e l e r a t i o n s t e p s o f t h e f o r m ( 4 . 1 9 ) s e e m s t o b e v e r y a t t r a c t i v e 

b e c a u s e o f i t s l i n e a r d i r e c t i o n f i n d i n g s u b p r o b l e m . An e x t e n s i o n o f I t 

c o u l d b e s o u g h t w h e r e o n l y n e a r - b i n d i n g c o n s t r a i n t s w o u l d b e i n c l u d e d i n 

p r o b l e m ( 4 . 2 0 ) . 

4 . 2 . 3 . A R e d u c e d G r a d i e n t A p p r o a c h 

T h i s m e t h o d i s d u e t o S h a n n o a n d M a r s t e n ( 1 9 7 9 ) . I t i s d e s i g n e d 

t o s o l v e t h e p r o b l e m : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o Ax =» b 

1 < x < u 

b y c o m b i n i n g t h e g e n e r a l i z e d r e d u c e d - g r a d i e n t a p p r o a c h o f M u r t a g h a n d 
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S a u n d e r s ( 1 9 7 8 ) a n d a n e w c o n j u g a t e g r a d i e n t a l g o r i t h m . 

B y p a r t i t i o n i n g t h e m a t r i x A a s : 

A x = [ B [ S | N ] x , 

x„ = b ( 4 . 2 1 ) 

w h e r e t h e b a s i c v a r i a b l e s x ^ a r e u s e d t o s a t i s f y t h e c o n s t r a i n t s e t , t h e 

s u p e r b a s i c v a r i a b l e s x a r e a l l o w e d t o v a r y t o m i n i m i z e f ( x ) , a n d t h e 

n o n - b a s i c v a r i a b l e s x ^ a r e f i x e d a t t h e i r b o u n d s , t h e p r o b l e m r e d u c e s t o 

a s e q u e n c e o f u n c o n s t r a i n e d s u b p r o b l e m s I n t e r m s o f t h e s u p e r b a s i c 

v a r i a b l e s x • 

T h e n e w c o n j u g a t e g r a d i e n t m e t h o d u s e d t o s o l v e t h e u n c o n s t r a i n e d 

s u b p r o b l e m s i s m o d i f i e d t o p r e s e r v e i n f o r m a t i o n a b o u t g o o d s e a r c h 

d i r e c t i o n s w h e n s u p e r b a s i c v a r i a b l e s a r e d r o p p e d a n d w h e n b a s i s c h a n g e s 

o c c u r o n m a n i f o l d s . T h i s m e t h o d I s c a l l e d t h e " m e m o r y l e s s v a r i a b l e 

m e t r i c " m e t h o d b e c a u s e i t u s e s t h e f o l l o w i n g d i r e c t i o n s : 

d k + l = " Q k + l 8 k + l 
( 4 . 2 2 ) 

w h e r e Q ^ + ^ I s t h e p o s i t i v e d e f i n i t e m a t r i x d e f i n e d b y : 

< k + l 
= I -

P k y k + y k P k 

P k y k 

1 + 
y k y k 

P k y k 

P k P k 

P k y k 

( 4 . 2 3 ) 

w i t h p k = X k d k , x k + 1 = ^ + X k d k , y k = g k + 1 - ^ 
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The m e t h o d i s a c o n j u g a t e g r a d i e n t m e t h o d b e c a u s e i t i s s h o w n 

t h a t I f t h e l i n e s e a r c h e s a r e e x a c t , t h e n ( 4 . 2 2 ) i s e q u i v a l e n t t o : 

d
k+i • + Vk (4-24) 

w h e r e : 

8 k + 1 ( 8 k + 1 8 k ) 

V 8k+ 1 " 8k) 

A l s o , i n s p e c t i n g ( 4 . 2 3 ) o n e n o t i c e s t h a t I f I i s r e p l a c e d b y Q k > 

t h e BFGS Q u a s i - N e w t o n u p d a t i n g f o r m u l a I s o b t a i n e d . 

T h e a c t u a l v e r s i o n u s e d b y S h a n n o a n d M a r s t e n ( 1 9 7 9 ) f o r t h e 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m i s r e f i n e d s o t h a t i t c o u l d b e u s e d w i t h o u t 

e x a c t l i n e s e a r c h e s a n d c a n b e r e s t a r t e d a l o n g a r b i t r a r y s e a r c h 

d i r e c t i o n s a s i n B e a l e ' s ( 1 9 7 2 ) m e t h o d . H o w e v e , a c o n v e r g e n c e a n a l y s i s 

i s n o t p r o v i d e d . 

5 . C u r v i l i n e a r M e t h o d s 

I n t h i s a r e a w o r k h a s b e e n v e r y l i m i t e d e x c e p t f o r t h e I m p o r t a n t 

s t u d y o f B o t s a r i s ( 1 9 7 6 , 1 9 7 8 , 1 9 7 9 ) . T h e e s s e n t i a l i d e a I n t h e m e t h o d 

d e v e l o p e d b y B o t s a r i s ( 1 9 7 9 ) i s t o g e n e r a t e a n a r c a l o n g w h i c h m o v e m e n t 

I s p e r f o r m e d t o d e c r e a s e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . T h e c u r v i l i n e a r s e a r c h 

p a t h s a r e o b t a i n e d b y s o l v i n g a l i n e a r a p p r o x i m a t i o n o f t h e d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s o f t h e c o n t i n u o u s s t e e p e s t d e s c e n t c u r v e f o r t h e o b j e c t i v e 

f u n c t i o n o n t h e e q u a l i t y c o n s t r a i n e d r e g i o n d e f i n e d b y t h e a c t i v e 

c o n s t r a i n t s . 



81 

T h e I d e a o f c o n t i n u o u s s t e e p e s t d e s c e n t i s b a s e d o n t h e f o l l o w i n g 

c o n s i d e r a t i o n : 

t h e c h a n g e o f f ( x ) a t x • a l o n g a s p a c e c u r v e x ( t ) , x ( 0 ) » i s 

g i v e n b y : 

d f ( x ( t ) ) d t | t s 0 

w h e r e t i s a r e a l p a r a m e t e r d e f i n e d a s t h e d i s t a n c e m o v e d a l o n g x ( t ) . 

I f a m a x i m a l d e c r e a s e i n f ( x ) a t x ^ i s s o u g h t , t h e n o b s e r v i n g t h a t : 

o n e w i l l c h o o s e x ( t ) - - V f ( x ) , g i v i n g : 

I n t h e g e n e r a l c a s e t h i s g i v e s r i s e t o a n o n l i n e a r s y s t e m o f 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , t h e s o l u t i o n o f w h i c h i s t h e c o n t i n u o u s s t e e p e s t 

d e s c e n t c u r v e : 

x ( t ) - - V f ( x ) 

U s i n g t h i s b a s i c r e s u l t , t o g e t h e r w i t h a r e d u c e d g r a d i e n t a p p r o a c h a n d 

t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n o f Vf(x) a t x ^ : 

V f ( x ) - 7 f ( x k ) + G f c ( x - x k ) , 
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B o t s a r i s ( 1 9 7 9 ) d e t e r m i n e s a d i r e c t i o n o f m o v e i n t h e s p a c e o f t h e 

n o n b a s i c v a r i a b l e s x ^ , g i v e n b y : 

d £ = [ e " t * ( x k ) - I n _ r ] * " 1 ( x k W ( x k ) 

w h e r e , a s s u m i n g t h a t r v a r i a b l e s a r e b a s i c a t i t e r a t i o n k , $ ( • ) , * * ( • ) 

a n d V<j>(«) a r e t h e r e s t r i c t e d ( o r p r o j e c t e d ) H e s s i a n , H e s s i a n I n v e r s e , 

a n d g r a d i e n t t o t h e s p a c e o f t h e ( n - r ) i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s . 

N 

T h e c o m p u t a t i o n a l f o r m o f d ^ r e q u i r e t h e s o l u t i o n o f a n 

e i g e n s y s t e m p r o b l e m g i v i n g : 

n - r e X - 1 
d k = [ T 1 V V 1 V * ( r k > ( 5 ' l ) 

w h e r e X* a n d v ^ , 1 = 1 , . . . , n - r , a r e r e s p e c t i v e l y t h e e i g e n v a l u e a n d 

e i g e n v e c t o r s o f t h e r e s t r i c t e d H e s s i a n . 

C l e a r l y , t h i s m e t h o d h a s t h e m a j o r d r a w b a c k o f r e q u i r i n g t h e 

s o l u t i o n o f a n e i g e n s y s t e m p r o b l e m a t e a c h i t e r a t i o n . H o w e v e r , f r o m a 

t h e o r e t i c a l p o i n t o f v i e w i t h a s s o m e v e r y a t t r a c t i v e p r o p e r t i e s : 

i ) F o r a n y k i n d o f o b j e c t i v e f u n c t i o n , i t i s s h o w n t h a t : 

l i m x ( t ) - x (KTP o f t h e o r i g i n a l p r o b l e m ) 
t->-°° 

T h a t i s , s t a r t i n g f r o m a f e a s i b l e p o i n t a n d m o v i n g o n t h e 

c o n t i n u o u s s t e e p e s t d e s c e n t c u r v e , t h e s o l u t i o n t o t h e 

o r i g i n a l p r o b l e m I s o b t a i n e d a s y m p t o t i c a l l y , h e n c e g l o b a l 
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c o n v e r g e n c e . 

N 

i i ) I n t h e e x p r e s s i o n ( 5 . 1 ) f o r d ^ , i t i s s h o w n t h a t t h e 

d o m i n a n t t e r m c o r r e s p o n d s t o t h e s m a l l e s t e i g e n v a l u e o f 

$ ( • ) , w h i c h w i l l c a u s e a f a s t d e c r e a s e i n t h e o b j e c t i v e 

f u n c t i o n , c l e a r l y a d e s i r a b l e f e a t u r e e s p e c i a l l y f o r 

n o n c o n v e x p r o b l e m s . 

i i i ) T h e m e t h o d p r o v i d e s a b u i l t - i n s w i t c h i n g b e t w e e n t h e 

s t e e p e s t d e s c e n t a n d N e w t o n t y p e d i r e c t i o n s a s t h e 

a l g o r i t h m p r o c e e d s . T h i s i s s e e n f r o m t h e f o l l o w i n g 

o b s e r v a t i o n s : 

a s t + 0 , e~h(xk) * l n _ r - t * ( x k ) 

a n d d ^ = - t v < K x k ) 

a s t-*- 0 0 , a n d p r o v i d e d t h a t * ( x ^ ) i s p o s i t i v e d e f i n i t e , 

D K = - ^ V ^ V 

i v ) F i n a l l y , t h e c o n v e r g e n c e r a t e o f t h i s m e t h o d i s s h o w n t o b e 

q u a d r a t i c u n d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e s e t o f b i n d i n g 

c o n s t r a i n t s r e m a i n u n c h a n g e d a f t e r a c e r t a i n n u m b e r o f 

i t e r a t i o n s . 
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6 . S t a t e o f t h e E x i s t i n g S o f t w a r e 

T h e e x i s t i n g s o f t w a r e f o r l i n e a r l y c o n s t r a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m s 

i s n o t r e a l l y w e l l d o c u m e n t e d e x c e p t f o r t w o I m p o r t a n t s t u d i e s b y L a s d o n 

a n d W a r r e n ( 1 9 7 8 ) a n d M u r t a g h a n d S a u n d e r s ( 1 9 7 9 ) , w h i c h a r e 

I m p l e m e n t a t i o n s o f d i f f e r e n t v e r s i o n s o f t h e G e n e r a l i z e d R e d u c e d 

G r a d i e n t ( G R G ) • 

L a s d o n ' s v e r s i o n w a s d e v e l o p e d I n i t i a l l y f o r g e n e r a l n o n l i n e a r 

p r o g r a m s ( G R G 2 ) a n d M u r t a g h a n d S a u n d e r ' s v e r s i o n w a s d e v e l o p e d f o r 

l a r g e s c a l e p r o b l e m s w h i c h a r e m o s t l y l i n e a r ( M I N O S ) . A b r i e f o v e r v i e w 

o f t h e s e t w o s o f t w a r e s w i l l b e g i v e n h e r e a n d f u r t h e r d e t a i l s c a n b e 

f o u n d i n t h e s t u d i e s c i t e d a b o v e p l u s L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 7 9 ) . We n o t e 

t h a t a l o t o f g e n e r a l p u r p o s e c o d e s a l s o s o l v e t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m a s a s p e c i a l c a s e , b u t o u r f o c u s w i l l b e o n c o d e s t h a t a r e 

d e s i g n e d s p e c i f i c a l l y f o r t h a t p r o b l e m . 

MINOS ( M o d u l a r I n C o r e N o n l i n e a r O p t i m i z a t i o n S y s t e m ) : T h i s c o d e 

I s d e s i g n e d f o r l a r g e s p a r c e s y s t e m s . I t u s e s a s p a r c e LU f a c t o r i z a t i o n 

o f t h e b a s i s a n d a s t a b l e u p d a t i n g p r o c e d u r e f o r t h e s e f a c t o r s . E i t h e r 

t h e BFGS v a r i a b l e m e t r i c m e t h o d i n f a c t o r e d f o r m , o r a c o n j u g a t e 

g r a d i e n t m e t h o d i s u s e d t o v a r y t h e s u p e r b a s i c v a r i a b l e s . T h e s y s t e m i s 

d e s i g n e d t o p e r f o r m r e v i s e d s i m p l e x i t e r a t i o n s i n c a s e t h e i n i t i a l 

s o l u t i o n i s b a s i c . M u r t a g h a n d S a u n d e r s ( 1 9 7 9 ) r e p o r t t h a t p r o b l e m s 

w i t h 7 0 0 v a r i a b l e s , 4 9 b e i n g n o n l i n e a r , a n d 3 0 0 c o n s t r a i n t s w e r e s o l v e d 

e f f i c i e n t l y . T h e c o d e a l s o h a s m a n y d e s i r a b l e i n p u t / o u t p u t f e a t u r e s 

t h a t e x i s t i n c o m m e r c i a l c o d e s . 

GRG2 ( G e n e r a l i z e d R e d u c e d G r a d i e n t ) : A s i n MINOS, t h i s c o d e a l s o 

u s e s a d i v i s i o n o f v a r i a b l e s i n t o b a s i c , s u p e r b a s i c , a n d n o n b a s i c T h e 
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s u p e r b a s i c s a r e c h a n g e d t o d e c r e a s e t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n u s i n g e i t h e r 

t h e BFGS v a r i a b l e m e t r i c m e t h o d , i n f a c t o r e d f o r m , o r t h e c o n j u g a t e 

g r a d i e n t m e h t o d m o d i f i e d t o d e a l w i t h b o u n d s o n t h e v a r i a b l e s . T h e c o d e 

i s d e s a i g n e d t o s w i t c h f r o m o n e m e t h o d t o t h e o t h e r i f s t o r a g e 

r e q u i r e m e n t s w a r r a n t i t . L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 7 9 ) r e p o r t t h a t a v e r s i o n 

o f t h i s c o d e d e s i g n e d t o e x p l o i t s p a r s i t y w a s u n d e r d e v e l o p m e n t . 

D i f f e r e n t v e r s i o n s o f t h e GRG e x i s t c o m m e r c i a l l y w h i c h u s e t h e 

s a m e a p p r o a c h b u t w i t h d i f f e r e n t i m p l e m e n t a t i o n s o f t h e r e d u c e d 

g r a d i e n t ; f o r e x a m p l e : GRGA b y A b a d i e ( 1 9 7 8 ) , GRG73 b y H e l t u e a n d 

L i t t s c h w a g e r ( 1 9 7 5 ) , a n d H a m i l t o n a n d R a g s d e l l ( 1 9 8 2 ) . 

O t h e r c o d e s l e s s p u b l i c i z e d a l s o s o l v e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m s . We n o w b r i e f l y r e v i e w t h e m o s t i m p o r t a n t o f t h e m . T a b l e 2 - 1 

b e l o w s u m m a r i z e s r e l e v a n t i n f o r m a t i o n a b o u t t h e s e c o d e s . 

GPM ( G r a d i e n t P r o j e c t i o n M e t h o d ) : R o s e n a n d K r e u s e r ( 1 9 7 2 ) a n d 

R o s e n a n d W a g n e r ( 1 9 7 5 ) r e p o r t a b o u t t h i s c o d e w h i c h s o l v e s p r o b l e m s o f 

n o m o r e t h a n 4 0 v a r i a b l e s a n d 8 0 c o n s t r a i n t s . I t u s e s G o l d f a r b f s ( 1 9 6 9 ) 

v a r i a b l e m e t r i c m e t h o d t o c o m p u t e t h e s e a r c h d i r e c t i o n . 

QRMNEW: May ( 1 9 7 6 , 1 9 7 9 ) . T h i s c o d e i s b a s e d o n a n e x t e n s i o n o f 

M i f f l i n ' s ( 1 9 7 5 ) l o c a l v a r i a t i o n s a p p r o x i m a t e N e w t o n n o n d e r i v a t i v e 

m e t h o d f o r u n c o n s t r a i n e d m i n i m i z a t i o n . T h e d i r e c t i o n v e c t o r s a r e 

g e n e r a t e d f r o m a QR f a c t o r i z a t i o n o f t h e c u r r e n t l y a c t i v e c o n s t r a i n t 

m a t r i x i n a s i m i l a r w a y d o n e b y G i l l a n d M u r r a y ( 1 9 7 4 ) . T h e m e t h o d i s 

e s s e n t i a l l y a f i n i t e d i f f e r e n c e a p p r o x i m a t i o n m e t h o d . T h e c u r r e n t 

v e r s i o n h a n d l e s u p t o 4 5 v a r i a b l e s a n d 8 0 c o n s t r a i n t s . 

CGMAP ( C o n j u g a t e G r a d i e n t M e t h o d o f A p p r o x i m a t i o n P r o g r a m m i n g ) : 

B e a l e ( 1 9 6 9 , 1 9 7 4 ) . T h i s c o d e i s d e s i g n e d t o s o l v e l a r g e s p a r s e 
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p r o b l e m s w h i c h a r e m o s t l y l i n e a r . I t u s e s t h e SLP ( s u c c e s s i v e l i n e a r 

p r o g r a m m i n g ) a p p r o a c h . I t a l s o u s e s a n a p p r o a c h s i m i l a r t o MINOS a n d 

GRG2 t o v a r y n o n l i n e a r v a r i a b l e s a c t i n g a s s u p e r b a s i c s i n a r e d u c e d 

g r a d i e n t o r a c o n j u g a t e g r a d i e n t d i r e c t i o n . T h i s c o d e i s r e p o r t e d t o 

h a v e s o l v e d l e s s t h a n 1% d e n s e p r o b l e m s w i t h m o r e t h a n 2 0 0 0 c o n s t r a i n t s , 

a b o u t 4 , 0 0 0 l i n e a r v a r i a b l e s a n d 4 0 0 n o n l i n e a r v a r i a b l e s . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t t h e m o s t e x t e n s i v e a n d h i g h l y i n t e g r a t e d 

s o f t w a r e l i b r a r y f o r l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m s t o d a t e w a s d e v e l o p e d 

b y t h e o p t i m i z a t i o n g r o u p o f t h e N a t i o n a l P h y s i c a l L a b o r a t o r y i n E n g l a n d 

a n d i n c l u d e s 1 2 d i f f e r e n t c o d e s f o r s o l v i n g t h e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d 

n o n l i n e a r p r o b l e m . T h e r e l a t i v e p e r f o r m a n c e o f d i f f e r e n t c o d e s h a s b e e n 

s t u d i e d b y m a n y a u t h o r s , b u t u n f o r t u n a t e l y , t h e r e d o e s n o t e x i s t , t o o u r 

k n o w l e d g e , a u n i f i e d s t u d y o f l i n e a r l y c o n s t r a i n e d c o d e s . I n t h e n o w 

c l a s s i c a l s t u d y o f C o l l e v i l e ( 1 9 7 0 ) , 3 0 c o d e s w e r e t e s t e d o n 8 p r o b l e m s , 

a s u b s e t o f w h i c h w e r e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d . T h i s s t u d y f o u n d t h a t 

r e d u c e d g r a d i e n t a n d g r a d i e n t p r o j e c t i o n - b a s e d c o d e s p e r f o r m e d b e t t e r i n 

t e r r a s o f a s t a n d a r d i z e d t i m e : t - t / t w h e r e t i s t h e e x e c u t i o n t i m e 
s r t r 

o f a c o d e o n a g i v e n c o m p u t e r , a n d t i s t h e e x e c u t i o n t i m e o f a r u n o f 

a t i m i n g p r o g r a m . Two s t u d i e s b y H i m m e b l a u ( 1 9 7 2 ) a n d N e w e l l a n d 

H i m r a e b l a u ( 1 9 7 5 ) f o u n d t h a t GRG a n d GPMNLC ( a g r a d i e n t p r o j e c t i o n m e t h o d 

w h i c h i n c l u d e s a n y n o n l i n e a r c o n s t r a i n t s i n a p e n a l t y f u n c t i o n a n d 

s o l v e s t h e r e s u l t i n g l i n e a r l y c o n s t r a i n e d p r o b l e m ) w e r e s u p e r i o r t o o t h e 

m e t h o d s • 

A m o r e r e c e n t s t u d y b y S a u d g r e n a n d R a g s d e l l ( 1 9 8 2 ) c o n s i d e r e d 1 7 

c o d e s a n d 3 0 t e s t p r o b l e m s s o m e o f w h i c h w e r e l i n e a r l y c o n s t r a i n e d , a n d 

b a s i c a l l y c o n f i r m e d t h e o v e r a l l s u p e r i o r i t y o f t h e GRG b a s e d c o d e s . T h e 
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p r o b l e m s s o l v e d I n t h i s s t u d y , h o w e v e r w e r e a l l s m a l l w i t h l e s s t h a n 2 0 

v a r i a l b e s . An I m p o r t a n t s t u d y o f s o f t w a r e w a s m a d e r e c e n t l y b y 

S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 0 ) b u t i t m a i n l y i n v e s t i g a t e d g e n e r a l p u r p o s e n o n l i n e a r 

p r o g r a m m i n g c o d e s . 

L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 7 9 ) r e p o r t a b o u t t h r e e s o f t w a r e s y s t e m s f o r 

g e n e r a l NLP p r o b l e m s b a s e d o n a l g o r i t h m s w h i c h s o l v e r e c u r s i v e l y 

l i n e a r l y c o n s t r a i n e d s u b p r o b l e m s , a s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 3 . 1 . T h e s e 

c o d e s a r e OPRQP b y B i g g s ( 1 9 7 6 ) , GMP/NLC b y R o s e n ( 1 9 7 7 ) a n d FCDPAK a n d 

ACDPAK b y B e s t ( 1 9 7 5 ) a n d B e s t a n d R l t t e r ( 1 9 7 6 ) . 



8 8 

T a b l e 2 - 1 . S u m m a r y o f E x i s t i n g S o f t w a r e ( * ) 

C o d e Name A u t h o r Y e a r M e t h o d U s e d P r o b l e m S i z e 

MINOS M u r t a g h 
S a u n d e r s 

19 79 G e n e r a l i z e d 
R e d u c e d 
G r a d i e n t 

N o t F i x e d 

GRG 2 L a s d o n 
W a r r e n 

1 9 7 8 G e n e r a l i z e d 
R e d u c e d 
G r a d i e n t 

N o t F i x e d 

GPM R o s e n 
K r e n s e r 

1 9 7 2 G r a d i e n t 
P r o j e c t i o n 

4 0 V a r i a b l e s 
8 0 C o n s t r a i n t s 

QRMNEW May 19 79 N o n d e r i v a t i v e 
P r o j e c t e d 
N e w t o n 

4 5 V a r i a b l e s 
8 0 C o n s t r a i n t s 

CGMAP B e a l e 19 7 4 S u c c e s s i v e 
L i n e a r 
A p p r o x i m a t i o n 

N o t G i v e n 

OPRQP B i g g s 1 9 7 6 S u c c e s s i v e 
Q u a d r a t i c 
P r o g r a m m i n g 

N o t F i x e d 

GMP/NLP R o s e n 1 9 7 7 S u c c e s s i v e 
L i n e a r l y 
C o n s t r a i n e d 
P r o b l e m s 

N o t G i v e n 

FCDPAK 
ACDPAK 

B e s t 
R i t t e r 

1 9 7 5 , 
1 9 7 6 

S u c c e s s i v e 
L i n e a r l y 
C o n s t r a i n e d 
P r o b l e m s 

N o t F i x e d 

( * ) T h i s t a b l e w a s e x t r a c t e d f r o m t h e s t u d y o n n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g 
s o f t w a r e m a d e b y L a s d o n a n d W a r r e n ( 1 9 7 9 ) . 
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CHAPTER I I I 

A CONJUGATE DIRECTIONS ALGORITHM FOR THE LINEARLY 
CONSTRAINED NONLINEAR PROGRAM 

1 • I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s c h a p t e r w e p r e s e n t a n a l g o r i t h m f o r s o l v i n g t h e l i n e a r l y 

c o n s t r a i n e d p r o b l e m : 

( P ) : M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o a ^ x - b ^ < 0 ; i = l , . . . , m 

w h e r e f : E n E* i s a c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e f u n c t i o n , x e E n , a n d 

a ^ e E n , 1 = 1 , . . . , m , a n d b e E™. 

T h e c h a p t e r w i l l b e o r g a n i z e d a s f o l l o w s : I n S e c t i o n 2 t h e 

a l g o r i t h m w i l l b e p r e s e n t e d . T h i s w i l l i n c l u d e a m o t i v a t i o n a n d a n 

o u t l i n e o f i t s d i f f e r e n t s t e p s f o l l o w e d b y t h e d e t a i l s o f t h e a l g o r i t h m 

a n d i t s f l o w c h a r t . S o m e r e l e v a n t p r o p e r t i e s w i l l a l s o b e p r e s e n t e d . I n 

S e c t i o n 3 w e d i s c u s s t h e l i n e s e a r c h s c h e m e a n d i n S e c t i o n 4 t h e 

d i r e c t i o n f i n d i n g s u b p r o b l e m . T h e d e t a i l s o f t h e p r o c e d u r e t o s o l v e t h e 

d i r e c t i o n p r o b l e m w i l l t h e n b e p r e s e n t e d . T h e c o n v e r g e n c e a n a l y s i s o f 

t h e a l g o r i t h m w i l l b e t h e s u b j e c t o f C h a p t e r I V . 

F o r r e a s o n s o f c l a r i t y , w e e l e c t t o p r e s e n t a t t h i s p o i n t a 

s u m m a r y o f t h e n o t a t i o n w h i c h w i l l b e u s e d e x t e n s i v e l y t h r o u g h o u t t h i s 

s t u d y . 

k n 
x c E : i s t h e k t h a p p r o x i m a t i o n t o t h e s o l u t i o n v e c t o r 
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k n 
x e E : I s t h e k t h p r o j e c t i o n , o f a n u n c o n s t r a i n e d p o i n t . 

P 
k n 

x e E : i s t h e k t h a p p r o x i m a t i o n t o t h e s o l u t i o n v e c t o r a l o n g u 

a n u n c o n s t r a i n e d d i r e c t i o n v e c t o r . 

x * e E n : i s a s o l u t i o n v e c t o r t o t h e p r o b l e m , 

k n 
d e E : i s t h e k t h c o n s t r a i n e d d i r e c t i o n v e c t o r . 

k n k 
d e E : i s t h e k t h u n c o n s t r a i n e d d i r e c t i o n u s e d t o c o m p u t e x . 

u u 
k k n 

V f ( x ) , g ( x ) , g ^ e E : i s t h e g r a d i e n t v e c t o r o f t h e o b j e c t i v e 

f u n c t i o n c o m p u t e d a t x . 

k k + 1 

L ^ : i s t h e l i n e s e g m e n t j o i n i n g x a n d x 

k n 

C E E : i s a v e c t o r o n t h e l i n e s e g m e n t L ^ . 

A : i s t h e (m x n ) d i m e n s i o n a l a r r a y o f c o n s t r a i n t c o e f f i c i e n t s , 

b : i s t h e m - d i m e n s i o n a l RHS v e c t o r o f t h e c o n s t r a i n t s . 

Y ^ : i s a n ( £ x n ) d i m e n s i o n a l a r r a y o f c o e f f i c i e n t s o f t h e 

c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s : £ = ! , . . . , k - 1 . 

e ^ e E : i s t h e r i g h t h a n d s i d e o f t h e c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s ; 

( e ^ ) ! r e p r e s e n t s t h e i t h c o m p o n e n t o f t h e v e c t o r e ^ . 

J ^ : i s a c o u n t e r s e t k e e p i n g t r a c k o f t h e n u m b e r o f c o n s e c u t i v e 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s c o n s t r u c t e d . 

y ^ e E n : i s a v e c t o r r e p r e s e n t i n g t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e 
k k - 1 

g r a d i e n t s o f f ( x ) e v a l u a t e d a t x a n d x . T h i s d i f f e r e n c e 

i s n o r m a l i z e d . 

u , e i s t h e k t h a p p r o x i m a t i o n o f t h e v e c t o r o f L a g r a n g e 

m u l t i p l i e r s a s s o c i a t e d w i t h t h e c o n s t r a i n t s o f t h e p r o b l e m , 

c o m p u t e d f r o m t h e d i r e c t i o n p r o b l e m . f u ^ I ^ r e p r e s e n t s t h e 

i t h c o m p o n e n t o f t h e d u a l v e c t o r u ^ . 
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e E : i s t h e v e c t o r o f L a g r a n g e m u l t i p l i e r s a s s o c i a t e d w i t h 

t h e c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s o f t h e k t h d i r e c t i o n - f i n d i n g 

s u b p r o b l e m . t ^ J ^ r e p r e s e n t s t h e i t h c o m p o n e n t o f t h e 

d u a l v e c t o r v , . 
k 

k 
G ( x ) , G^: i s a n ( n x n ) m a t r i x r e p r e s e n t i n g t h e a p p r o x i m a t i o n 

o f t h e H e s s i a n o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a t i t e r a t i o n k . 

E ^ : i s a n ( n x n ) m a t r i x r e p r e s e n t i n g t h e e r r o r i n a p p r o x i m a t i o n 

k 

b e t w e e n G ( x ) a n d G ( x * ) . 

P ^ : i s a n ( n x n ) p r o j e c t i o n o p e r a t o r a t i t e r a t i o n k . 

°Sc* ^k* V k * W k * ° k ' a k a n d ^ k : a r e s c a ^ a r s u s e < * * n t n e l i n e 

s e a r c h p r o c e d u r e . 

R • R : r e p r e s e n t s t h e E u c l i d e a n n o r m , u n l e s s o t h e r w i s e s p e c i f i e d . 

z e E n : w i l l d e n o t e a c o l u m n v e t o r a n d z f c i t s t r a n s p o s e . 

C , C ( e ) : r e p r e s e n t g l o b a l a n d l o c a l L i p s c h i t z c o n s t a n t s . 

2 . T h e P r o p o s e d C o n j u g a t e D i r e c t i o n s A l g o r i t h m 

I n t h i s s e c t i o n w e p r e s e n t t h e c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a l g o r i t h m w e 

p r o p o s e i n t h i s s t u d y . A d e t a i l e d d e s c r i p t i o n o f t h e m e t h o d w i l l b e 

g i v e n b e f o r e t h e a l g o r i t h m i t s e l f i s p r e s e n t e d . 

2 . 1 D e s c r i p t i o n o f t h e M e t h o d 

B e f o r e p r o c e e d i n g w i t h t h e d e s c r i p t i o n , w e n e e d t o d e f i n e t h e 

c o n c e p t o f c o n j u g a c y . 

D e f i n i t i o n 1 . A s e t o f d i r e c t i o n s d*", i = l , . . . , k < n i s s a i d t o b e 

c o n j u g a t e w i t h r e s p e c t t o a m a t r i x G a n d t h e a s s o c i a t e d q u a d r a t i c 

f u n c t i o n : 
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f ( x ) = a + b x + - j x G x 

i f t h e y a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t a n d p o s s e s s t h e p r o p e r t y : 

( d 1 ) t G d j - 0 ; i * j 

I t i s c l e a r f r o m t h i s d e f i n i t i o n t h a t t h e c o n c e p t o f c o n j u g a c y i s o n l y 

d e f i n e d w i t h r e s p e c t t o a q u a d r a t i c o b j e c t i v e f u n c t i o n . I t s u s e f u l n e s s 

f o r o p t i m i z a t i o n c o m e s f r o m t h e f o l l o w i n g p r o p e r t y : 

P r o p e r t y 1 . Q u a d r a t i c T e r m i n a t i o n ( s e e f o r e x a m p l e D i x o n 

( 1 9 8 0 ) ) . G i v e n a s t r i c t l y c o n v e x q u a d r a t i c f u n c t i o n a n d a s e t o f 

d i r e c t i o n s d * c o n j u g a t e w i t h r e s p e c t t o i t , t h e n s t a r t i n g a t a n y p o i n t 

XQ a n d u n d e r t a k i n g p e r f e c t l i n e s e a r c h e s a l o n g e a c h d i r e c t i o n d * i n 

t u r n , t h e m i n i m u m o f t h e q u a d r a t i c f u n c t i o n w i l l b e a c h i e v e d . 

We n o t e t h a t i n g e n e r a l t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s n o t q u a d r a t i c 

a n d t h e s e a r c h d i r e c t i o n s d"*", 1 = 1 , . . . , k < n , a r e n o t k n o w n i n a d v a n c e . 

B u t w e c a n d e f i n e c o n j u g a c y i n a n " a p p r o x i m a t e " w a y ; t h e a p p r o x i m a t i o n 

c o m i n g f r o m t h e f a c t t h a t w e u s e t h e l o c a l q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n o f 

t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . 

T o o u r k n o w l e d g e , t h e o n l y f o r m a l d e f i n i t i o n o f t h i s c o n c e p t w a s 

g i v e n b y M c C o r m i c k a n d R i t t e r ( 1 9 7 2 a ) . 

D e f i n i t i o n 2 . An a l g o r i t h m t o m i n i m i z e a c o n t i n u o u s l y 

d i f f e r e n t i a b l e f ( x ) i s c a l l e d a m e t h o d o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s i f t h e 

f o l l o w i n g p r o p e r t i e s h o l d : 



k + 1 
i ) A t e a c h i t e r a t i o n k , t h e n e w p o i n t x i s o b t a i n e d a s 

k + 1 k _,_ . 
x = x + A . d 

k 

w h e r e X^ i s t h e s m a l l e s t l o c a l m i n i m i z e r t o t h e o n e - d i m e n s i o n a l " s t e p -

s i z e " p r o b l e m : 

M i n i m i z e f ( x k + X d k ) 

X > 0 

i i ) I f t h e s e q u e n c e { x } c o n v e r g e s t o a p o i n t x * s u c h t h a t 

V f ( x * ) = 0 , f ( x ) i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e i n a n e i g h b o r h o o d 

o f x * a n d G ( x * ) = G i s p o s i t i v e d e f i n i t e t h e n , f o r a l l k , 

HDkn = O ( N V F ( x K ) N ) , « V F ( x k ) f f = O ( B D K N ) ( 2 . 1 ) 

And f o r £ = l , . . . , n - l ; i = 0 , . . . , £ - l 

|(dk+V G dk+1| = o(»dk+1J^ «dk+1«) ( 2 . 2 ) 

w h e r e u = 0 o r 1 . 

i i i ) I f i n a d d i t i o n t o t h e a b o v e a s s u m p t i o n s , G ( x ) s a t i s f i e s a 

L I p s c h i t z c o n d i t i o n i n a n e i g h b o r h o o d o f x * , f o r a l l k a n d £ = l , . . . , n - l , 
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| ( d f c f * ) t G d k + 1 | = o ( l l d 
k + u £ ii ndk» i d , k + l 

( 2 . 3 ) 

w h e r e u =* 0 o r 1 . 

N o t e s t T h e r e q u i r e m e n t s g i v e n b y ( 2 . 1 ) c a n b e s h o w n t o b e t r u e 

f o r m o s t m e t h o d s w h e r e t h e d i r e c t i o n v e c t o r s a r e c o m p u t e d u s i n g g r a d i e n t 

i n f o r m a t i o n . S o m e e x a m p l e s a r e : s t e e p e s t d e s c e n t , c o n j u g a t e g r a d i e n t , 

a n d d e f l e c t e d g r a d i e n t . E q u a t i o n s ( 2 . 2 ) a n d ( 2 . 3 ) w i l l I n s u r e t h a t f o r 

k l a r g e e n o u g h , f o r £ = 1 , . . • , n - l ; i = 0 , . . • ,9.-1. 

W i t h t h e s e d e f i n i t i o n s , w e n o w g i v e a g e n e r a l d e s c r i p t i o n o f t h e 

a l g o r i t h m . 

T h e a l g o r i t h m p r e s e n t e d i n t h i s s t u d y i s a c o n j u g a t e d i r e c t i o n s 

m e t h o d w h i c h u s e s a p r o j e c t i o n a p p r o a c h t o d e t e r m i n e t h e d i r e c t i o n o f 

m o v e m e n t . An i n i t i a l s t e p - s i z e i s u s e d w h i c h i s t h e n a d j u s t e d b y a n 

A r m i j o - l i k e s c h e m e t o i n s u r e e n o u g h d e c r e a s e i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . 

T h e a l g o r i t h m p e r f o r m t w o t y p e s o f i t e r a t i o n s . 

u n c o n s t r a i n e d s t e p I s p r o j e c t e d o n t o t h e f e a s i b l e r e g i o n w i t h t h e 

r e q u i r e m e n t s o f s a t i s f y i n g s o m e a p p r o x i m a t e c o n j u g a c y r e s t r i c t i o n s • 

T h i s w i l l r e s u l t i n a f e a s i b l e d i r e c t i o n o f d e s c e n t . An i n e x a c t l i n e -

s e a r c h i s t h e n p e r f o r m e d a l o n g t h i s d i r e c t i o n t o d e t e r m i n e t h e n e x t 

a p p r o x i m a t i n g p o i n t . 

fid 
( d ' 

fl 
0 

i ) A c o n j u g a t e d i r e c t i o n s i t e r a t i o n d u r i n g w h i c h a n 

i i ) A r e s t a r t i n g i t e r a t i o n i n w h i c h a l l t h e p r e v i o u s c o n j u g a t e 
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d i r e c t i o n s c o n s t r u c t e d a r e d i s c a r d e d a n d a n e w s e t i s s t a r t e d . 

T h e u n d e r l y i n g i t e r a t i v e p r o c e d u r e c a n b e s u m m a r i z e d a s f o l l o w s 

k + 1 k , . . , k , , k N k , 
X 3 3 X + X k | P [ R ] ( X + a k d u ) " X ' 

= + X, ( x ^ - x ^ ) = x ^ + X. d ^ 
k x p k 

w h e r e 

k k k 
x = P P „ , ( x + a, d ) i s t h e p r o j e c t i o n o f t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p : 

p [ R ] k u 
k k k 

x = x + a, d o n t h e s e t R, = f x Ax - b < 0 a n d Y, x = e , } 
u k u Tc k k 

a , = i s t h e s t e p s i z e u s e d a l o n g t h e u n c o n s t r a i n e d d i r e c t i o n d . 
k u 

A t t h i s p o i n t , i t i s e n o u g h t o s a y t h a t t h e o n l y r e q u i r e m e n t o n d ^ i s 

t h a t i t i s a d e s c e n t d i r e c t i o n , ( f o r e x a m p l e , d ^ = - V f ( x ^ ) ) . 

X ^ : i s t h e a d j u s t e d s t e p s i z e ; X^ e ( 0 , 1 ] 

Y ^ x = e ^ : i s a s e t o f l i n e a r r e s t r i c t i o n e n f o r c i n g t h e c o n j u g a c y 

r e q u i r e m e n t s b e t w e e n t h e n e w d i r e c t i o n a n d a f i n i t e n u m b e r o f p r e v i o u s l y 

c o n s t r u c t e d o n e s . T h i s s e t i s w r i t t e n i n t h e f o r m : 

To s e e t h a t t h e s e c o n s t r a i n t s s a t i s f y t h e a p p r o x i m a t e c o n j u g a c y p r o p e r t y 

i i ) o f d e f i n i t i o n 2 , w e o b s e r v e t h a t : 
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y £ x - Y A x = ( e k ) ^ o r , 

t k t - -y ^ ( x - x ) = y% d, d = d/fldd 

U s i n g t h e f a c t s : 

y* - (gt - W W * * ' 1 " 

( g * " g * - i ) t d = xt - i ( d *" 1 ) l : G ^ J t " 1 > d 

w h e r e K e L ( x , x ) , w e h a v e : 

t - _ (d* l)tG(ri l)d 
71
 d £T] 

fid « Rdll 
w h i c h w i l l t e n d t o z e r o a s C x * . 

T h i s i s s e e n b y o b s e r v i n g t h e f o l l o w i n g : S i n c e w e i m p o s e y ^ d = 0 a s a n 

£ - 1 
a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t , t h e n f o r £ l a r g e e n o u g h , C •»• x * a n d : 

ii„ y5 a - i i m Igl'VcC:''1* 
£>oo * ffd II BdH 

*-•«> n/ Lu Bdn 
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s o t h a t d w i l l b e c o n j u g a t e t o d w i t h r e s p e c t t o t h e h e s s i a n o f t h e 

o b j e c t i v e f u n c t i o n a t x * . 

2 . 2 T h e P r o p o s e d A l g o r i t h m 

F o r s o l v i n g t h e p r e v i o u s l y d e f i n e d p r o b l e m : 

M i n i m i z e f ( x ) 

S u b j e c t t o Ax < b 

t h e f o l l o w i n g a l g o r i t h m , w e c a l l t h e " b a s i c a l g o r i t h m " f o r f u t u r e 

r e f e r e n c e , i s p r o p o s e d . B u t f o r t h e s a k e o f c l a r i t y , w e w i l l f i r s t 

p r e s e n t a n o u t l i n e o f t h e m e t h o d , e x p l a i n i n g w h a t e a c h s t e p p e r f o r m s a n d 

t h e d i f f e r e n t p a r a m e t e r s i n v o l v e d . We w i l l t h e n i l l u s t r a t e t h e w o r k i n g s 

o f t h e p r o c e d u r e w i t h a g r a p h i c a l e x a m p l e , a n d g i v e t h e s t e p s o f t h e 

a l g o r i t h m i n c o m p a c t f o r m , f o l l o w e d b y i t s f l o w c h a r t ( F i g u r e 3 . 2 ) . 

O u t l i n e o f t h e M e t h o d 

A t t h e s t a r t o f t h e a l g o r i t h m , a n i n i t i a l f e a s i b l e p o i n t x ^ i s 

g i v e n . I f o n e i s n o t a v a i l a b l e , a p r o c e d u r e l i k e P h a s e I o f t h e s i m p l e x 

m e t h o d f o r l i n e a r p r o g r a m m i n g , o r l i n e a r c o m p l e m e n t a r y p i v o t i n g i s u s e d 

t o o b t a i n a p o i n t x ^ s u c h t h a t A x ^ < b . 

A l s o , t o s t a r t t h e p r o c e d u r e , b o u n d s o n t h e s t e p - s i z e p a r a m e t e r s 

n e e d t o b e s p e c i f i e d t o i n s u r e g l o b a l c o n v e r g e n c e a s w i l l b e s h o w n l a t e r 

o n . T h e s e b o u n d s a r e t h e f o l l o w i n g : 

- F o r t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p t h a t t h e a l g o r i t h m t a k e s a t e v e r y 

i t e r a t i o n , t h e s t e p s i z e p a r a m e t e r a ( k r e f e r r i n g t o t h e k t h i t e r a t i o n ) 
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n e e d o n l y b e b o u n d e d a w a y f r o m z e r o a n d f i n i t e , s o t h a t a ^ , a ^ : 0 < < 

a , a r e c h o s e n i n i t i a l l y a n d a. e [<*,>,a, 1 f o r a l l k . 
1 k 0 1 

T h e u n c o n s t r a i n e d s t e p i s t h e n p r o j e c t e d o n t o t h e s e t { A x < b , 

Y^x = e ^ } m a d e u p o f t h e f e a s i b l e r e g i o n a n d t h e c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t s . 

T h e r e s u l t o f t h i s p r o j e c t i o n i s a f e a s i b l e c o n j u g a t e d i r e c t i o n o f 

d e s c e n t a l o n g w h i c h a s t e p s i z e i s c o m p u t e d . T h i s s t e p - s i z e h a s t h e 

f o r m : 

X k = W k * W l t h W k = m l n W ' 1 * 

w h e r e a ^ i s t h e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n t o t h e k t h s t e p - s i z e . T h i s 

i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n c a n b e s u p p l i e d b y t h e u s e r o r t a k e n t o b e e q u a l 

t o o n e . H o w e v e r , a s k g e t s s u f f i c i e n t l y l a r g e , a ^ h a s t o b e a n 

a p p r o x i m a t i o n t o t h e e x a c t s t e p - s i z e . S o , i n g e n e r a l , i f a > 0 i s 

c h o s e n , t h e n > a i s a l l t h a t i s r e q u i r e d . A l s o , f r o m t h e d e f i n i t i o n 

o f w ^ , i t i s s e e n t h a t t h e s t e p - s i z e w i l l r e m a i n f e a s i b l e . 

To i n s u r e e n o u g h d e c r e a s e i n f , t h e s c a l a r i s r e q u i r e d t o b e 

b o u n d e d a w a y f r o m z e r o a n d s t r i c t l y l e s s t h a n o n e - h a l f . F o r t h i s , 

a n d o"^ w i t h 0 < < < 1 / 2 a r e i n i t i a l l y s p e c i f i e d a n d a t e a c h 

i t e r a t i o n n e e d o n l y b e i n t h e s e t [ 0 * ^ , 0 ^ ] . F o r e x a m p l e i f °Q ~ °± 88 

1 / 3 , t h e n a f c = 1 / 3 f o r a l l k w i l l i n s u r e t h e f e a s i b i l i t y o f t h e l i n e 

s e a r c h . 

v

k 

F i n a l l y , ( B ^ ) r e p r e s e n t s a s e q u e n c e o f r e d u c t i o n f a c t o r s 

a p p l i e d t o t h e i n i t i a l f e a s i b l e a p p r o x i m a t i o n w^ a t e a c h i t e r a t i o n . 

H e r e , v ^ , t h e " A r m ! j o N u m b e r " i s i n t h e s e t [ 0 , 1 , 2 , • • • • ] s o t h a t t h e 
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r e q u i r e m e n t o n B^ i s t h a t i t i s n o n - z e r o a n d s t r i c t l y l e s s t h a n o n e . To 

a c h i e v e t h a t , w e s p e c i f y i n i t i a l l y B > 0 a n d B f c e [ B , l ) f o r a l l 

i t e r a t i o n s . C l e a r l y , i f B^ = 1 / 2 f o r a l l k , t h e r e d u c t i o n s e q u e n c e w i l l 

b e o f t h e f o r m : ( l , ( 1 / 2 ) , ( 1 / 2 ) 2 , (1 / 2 ) 3 , . . . } . 

F u r t h e r m o r e , a t t h e s t a r t o f t h e a l g o r i t h m , f o r t h e c o n j u g a c y 

r e q u i r e m e n t s t h e m a t r i c e s a n d a r e i n i t i a l i z e d t o z e r o a n d t h e 

i d e n t i t y m a t r i x , r e s p e c t i v e l y . I n s u b s e q u e n t i t e r a t i o n s , Y^ w i l l 

c o n t a i n a s i t s r o w s t h e c o e f f i c i e n t s o f t h e c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s , a n d 

P ^ w i l l b e t h e o p e r a t o r w h i c h p r o j e c t s a n y v e c t o r i n E n o n t o t h e s e t 

w h i c h s a t i s f i e s c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t s . A c o u n t e r i s i n i t i a l i z e d t o 

z e r o a n d i s u s e d t o k e e p t r a c k o f t h e n u m b e r o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s 

c o n s t r u c t e d b e t w e e n r e s t a r t s . 

N o w , a t t h e s t a r t o f a g e n e r a l i t e r a t i o n k , a f e a s i b l e p o i n t x 

i s g i v e n t o g e t h e r w i t h t h e m a t r i c e s Y ^ , P ^ a n d t h e c o u n t e r J ^ . T h e s t e p 

s i z e p a r a m e t e r s a r e t h e n c h o s e n w i t h i n t h e i r r e q u i r e d b o u n d s : e [ o C q , 

a ^ ] f o r t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p , a n d B^ e [ 3 ^ , 1 ) , o ^ E f ao , a i^ ' a n d a k Z 

[ a , ° ° ) f o r t h e c o n s t r a i n e d s t e p . To d e t e r m i n e t h e k t h d i r e c t i o n v e c t o r , 

k k k k 
d , t h e u n c o n s t r a i n e d p o i n t x ^ = x - V f ( x ) i s p r o j e c t e d i n t o t h e 

c o n s t r a i n e d p o i n t x s u c h t h a t : 
P 

x k = A r g M i n 11/2 l lx - x k H 2 | Ax < b , Y, x = e , f 
p u k k 1 

x 

k k k k 
r e s u l t i n g i n d = x - x , a n d i t i s s e e n t h a t w h e n d i s n o t z e r o , 

k k 
i n w h i c h c a s e x * x , w e h a v e : 

P 
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Y , x k = e = Y , x k 

k p k k 

o r , e q u i v a l e n t l y : 

Y, ( x k - x k ) •= Y, d k = 0 
k p k 

k k - 1 k - 2 
t h u s e n s u r i n g t h e c o n j u g a c y o f d a n d d , d , e t c . . . 

C l e a r l y , t h e a b o v e p r o j e c t i o n p r o b l e m m a y n o t h a v e a s o l u t i o n . 

T h i s c a n h a p p e n f o r t w o r e a s o n s : t h e f i r s t r e a s o n i s t h a t n o m o r e 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s c a n b e c o n s t r u c t e d , t h u s r e s u l t i n g i n t h e r e s t a r t 

o f t h e p r o c e d u r e a n d t h e c o n s t r u c t i o n o f a n e w s e t o f c o n j u g a t e 

d i r e c t i o n s . T h i s c a s e i s i d e n t i f i e d b y c h e c k i n g i f Y^ a n d a r e n o t 

k k k 

e m p t y w h e n x ^ = x ( i . e . , d = 0 ) . T h e s e c o n d r e a s o n i s t h a t a s o l u t i o n 

h a s b e e n a c h i e v e d a n d t h e p r o c e d u r e t e r m i n a t e s w i t h a K u h n - T u c k e r p o i n t . 

T h i s c a s e i s i d e n t i f i e d b y c h e c k i n g i f Y ^ i s e m p t y a n d i s e q u a l t o 
k k 

z e r o w h e n x - x . 
P 

k . . 
T o s u m m a r i z e , w e o b s e r v e t h a t x , t h e s o l u t i o n t o t h e p r o j e c t i o n 

p r o b l e m s a t i s f i e s t h e K u h n - T u c k e r e q u a t i o n o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

k k 
f r o m w h i c h w e s e e t h a t w h e n x ^ = x , a s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m 

i s a c h i e v e d o n l y w h e n Y^ = 0 , o t h e r w i s e . , a r e s t a r t i s n e c e s s a r y . I f o n 

k k 
t h e o t h e r h a n d , x ^ ^ x , t h e n a c o n j u g a t e d i r e c t i o n h a s b e e n c o n s t r u c t e d 
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a n d t h e p r o c e d u r e c o n t i n u e s . 

When d i s a t h a n d , t h e i n e x a c t l i n e s e a r c h i s u s e d t o c o m p u t e a 

s t e p s i z e X^ a n d t h e n e x t a p p r o x i m a t i o n t o t h e s o l u t i o n : 

k + 1 k , , , k 
x = x + A, d 

k 

k + 1 k + 1 
F r o m x , t o o b t a i n t h e n e x t c o n j u g a t e d i r e c t i o n v e c t o r d , w e 

o b s e r v e t h e f o l l o w i n g : F o r a d i r e c t i o n v e c t o r d t o b e c o n j u g a t e t o d , 

i t I s n e c e s s a r y t h a t t h e a p p r o x i m a t e c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t : 

( d k ) > C

k ) d = 0 ; C k e L ( x k + 1 , * k ) 
T ID K N NDN 

h o l d s . B u t s i n c e : 

( d k ) t G ( C k ) d _ ( g k + l ' g k ) t d 

B d k » X, ffdk« 
k 

t h e a b o v e r e q u i r e m e n t i s s a t i s f i e d b y i m p o s i n g t h e c o n d i t i o n : 

( g k + l ~ g k ) t d _ Q 

X, BD K LL 
k 

o r , e q u i v a l e n t l y , b y l e t t i n g y f c + 1 = ( 8 k + 1 " " d " a n d n o t i n g t h a t 

, k + 1 _ . 
d = x - x , w e mus t h a v e : 
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t . t , k + 1 
y k + l d = y k + l ( x " X > = ° 

T h a t i s : 

t t K+1 . , N 

YK+LX = YK+LX = ( E ) K+L 

k + 1 k 
T h e r e f o r e , t o c o m p u t e d s o t h a t i t i s c o n j u g a t e t o d , t h e f o l l o w i n g 

l i n e a r r e s t r i c t i o n : 

W " ( E ) K + I 

i s a d d e d b e f o r e t h e ( k + l ) t h p r o j e c t i o n p r o b l e m i s s o l v e d . T h e u p d a t i n g 

s t e p o f t h e a l g o r i t h m a d d s y ^ + ^ a s a r o w v e c t o r t o t h e m a t r i x o f 

c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t s t o o b t a i n , a n d i s u p d a t e d t o ^ + 1 = 

k+1 k 
( J ^ ) + 1 . We n o t e h e r e t h a t d w i l l b e c o n j u g a t e n o t o n l y t o d , a s 

k - 1 k - 2 

e x p l a i n e d a b o v e , b u t a l s o t o d , d , e t c . . . , s i n c e w e a r e a l s o 

i m p r o v i n g t h e r e s t r i c t i o n s : 

V = V Y K-I X = EK-I> E T C - - -

w h o s e c o e f f i c i e n t s a r e c o n t a i n e d i n Y, 
k 

T h e f o l l o w i n g n u m e r i c a l e x a m p l e i s s o l v e d g r a p h i c a l l y i l l u s ­

t r a t i n g t h e d i f f e r e n t s t e p s o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t h m ( s e e F i g u r e 3 . 1 ) . 



1 0 3 

F i g u r e 3 - 1 : G r a p h i c a l I l l u s t r a t i o n o f t h e P r o p o s e d M e t h o d 
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2 2 

M i n i m i z e f ( x ) = 2 x ^ + 2 x ^ - ^ x i x 2 " * x l ~ ^ x 2 

S u b j e c t t o + x 2 < 2 

x x + 5 x 2 < 5 
x-i , x « > 0 

T h e A l g o r i t h m 

S t e p 0 : I n i t i a l i z a t i o n 

G i v e n x ° ; a Q , a : 0 < a Q < c ^ ; a Q , a^: 0 < a Q < o ^ < 1 / 2 ; 

B > 0 , a > 0 ; 

L e t JQ = 0 b e a c o u n t e r f o r t h e c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s 

L e t YQ = <f> b e t h e i n i t i a l m a t r i x o f c o n j u g a c y c o n t r a i n t s 

L e t PQ = I b e a n i n i t i a l p r o j e c t i o n m a t r i x . 

I f x ^ i s s u c h t h a t : A x ^ < b , l e t k = 1 , g o t o s t e p 1 . 

O t h e r w i s e , r e p l a c e x ^ b y : 

1 
x = A r g { M i n : j Hx - x°R | A x < b\ 

L e t k = 1 , g o t o s t e p 1 . 

S t e p 1 ; D i r e c t i o n F i n d i n g 

k k 

G i v e n x : Ax < b , e [ a ^ c ^ ] , , B f c e [ B , l ) , e [0^,0^, a^. e 

[ a , « ) , Y . , P . , J . a n d x k = x k - a . V f ( x

k ) : 
1 k k k u k 

L e t Xp b e t h e s o l u t i o n t o t h e f o l l o w i n g p r o j e c t i o n p r o b l e m : 
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1 k 2 
P P : M i n i m i z e r I x - x I 

2 u 

S u b j e c t t o Ax < b 

w h e r e e k = Y k x k . Go t o s t e p 2 . 

S t e p 2 ; R e s t a r t i n g S t e p 

G i v e n x k , s e t d k = ( x ^ - x ^ ) 
P P 

T h r e e p o s s i b l e c a s e s m a y o c c u r : 

k k 
i ) I f x * x , g o t o s t e p 3 

P 

k k 
i i ) I f x = x a n d Y^ = 4>, s t o p w i t h t h e a s t a t i o n a r y p o i n t 

k k 
i i i ) I f x - x a n d Y f c * 0 , r e s t a r t : s e t Y k = 0 , J f c = 0 , g o t o 

s t e p 1 . 
S t e p 3 : A p p r o x i m a t e L i n e S e a r c h 

L e t w k = M i n ( a k , l > , a f e e [ a Q , a ^ ] 

\ 
s e t X^ = ( B k ) w k w h e r e : 

k 2 

M J J v > 0

 r i k , / f l N v kr k N . , 0 N v I d I 1 \ = M i n integer f|x + ( V Wk d 1 " f(x > < " W Wk TST * 
.. k + 1 k j. * , k kN k . ,k s e t x = x + X n ( x - x ) = x + X , d k p k 

Go t o s t e p 4 . 
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S t e p A : U p d a t i n g S t e p 

L e t y

k + i - ( 8 k + i - 8 k ) / x k " x p - x k " 

S e t Y ^ + ^ = w i t h r o w r e p l a c e d b y t h e v e c t o r ( 3 ^ + 1 ^ ' 

S e t \ + i = \ + 1 ; k k + 1 ; g o t o s t e p 1 . 

N o t e 1 t T h i s a l g o r i t h m , e v e n t h o u g h d e s i g n e d f o r c o n s t r a i n e d 

p r o b l e m s , c a n a c c o m o d a t e u n c o n s t r a i n e d , p r o b l e m s a s f o l l o w s : 

I f A = <}>, i n s t e p 1 , t h e s o l u t i o n t o t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m I s 

g i v e n I n c l o s e d - f o r m b y : 

x k =» x k - a. P, V f ( x k ) 
p k k 

w h e r e : 

p

k - f 1 - Y k <Vk>_1 V-
F i g u r e 3 . 2 g i v e s a f l o w c h a r t f o r t h e " b a s i c a l g o r i t h m . " 

2 . 3 P r o p e r t i e s o f t h e A l g o r i t h m 

We b r i e f l y p r e s e n t h e r e s o m e p r o p e r t i e s o f t h e a l g o r i t h m w h i c h 

a r e r e l e v a n t f o r f u r t h e r a n a l y s i s . 

i ) I f Xp i s t h e s o l u t i o n t o t h e k t h p r o j e c t i o n p r o b l e m , t h e n 

Xp i s u n i q u e b e c a u s e t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m i s s t r i c t l y c o n v e x . A l s o , 

k k k k k 
i f x * x , t h e n d - ( x - x ) i s a d e s c e n t d i r e c t i o n , a s w i l l b e s h o w n 

P P 

i n l e m m a 2 ( s e e g l o b a l c o n v e r g e n c e a n a l y s i s s e c t i o n i n C h a p t e r I V ) . 

i i ) T h e s t e p s i z e X f c = ( B f c ) w f c i s w e l l d e f i n e d a s w i l l b e 

s h o w n i n l e m m a s 3 a n d 4 ( C h a p t e r I V ) 
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F i g u r e 3 - 2 : A F l o w c h a r t o f t h e P r o p o s e d M e t h o d 
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i i i ) L e t M = ( k | \ = 4>, J

k

 = ° ^ 

T h e s e t M i s d e f i n e d t o b e t h e s e t o f r e s t a r t i n g i t e r a t i o n s . 

S u p p o s e k g M a n d k + 1 , k + 2 , . . . , k + q t- M, t h a t i s , t h e a l g o r i t h m 

c o n s t r u c t e d q s u c c e s s i v e c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . T h e n f r o m t h e o p t i m a l i t y 

c o n d i t i o n s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m , w e h a v e : 

F o r t h e k t h p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

k k 
( x - x ) + ?• [ u . ] a . = 

P u k J i i 

t k 
- b t < 0 ; i = l , • • • , m 

1 = 1 , • • • ,m 

F o r t h e ( k + q ) t h p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

k + q k + q 
- x 

P u 

m 
) + I [ u 

i = l 
k + q 1 ! a i 
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. , t k+q , x . , 
r uk+lV aiXp ~ i ) = 1 

[ u k + q ' i > ° ; 1 = 1 , . . . , m 

[ v k + q ] i : U n r e s t r i c t e d ; 1 = 1 , . . . , q 

k + 1 k k k 
i v ) T h e i t e r a t e s : x = x + ^ ( X p ~ x ) c o n s t r u c t e d b y t h e 

a l g o r i t h m w i l l a l w a y s b e f e a s i b l e t o t h e c o n s t r a i n t s o f t h e o r i g i n a l 

p r o b l e m . To s e e t h a t w e c o n s i d e r t w o c a s e s t h a t m a y o c c u r : 

k + 1 k 
C a s e 1 : X, = 1 => x = x " , t h e r e f o r e : 

k p 

A x k + * = A x k < b 
P 

C a s e 2 : X, < 1 , t h e n 
k * 

x k + ^ " = x k + X, x k - X, x k = ( 1 - X, ) x k + X, x k 

k p k k k p 

a n d 

A x k + 1 = ( 1 - X k ) A x k + X k A x k 

< ( 1 - X k ) b + X k b = b . 

3 . T h e L i n e S e a r c h S c h e m e 

I n t h i s s e c t i o n w e e x p l a i n h o w t h e l i n e s e a r c h p r o c e d u r e u s e d i n 

t h e a l g o r i t h m w o r k s . I t w i l l b e s h o w n i n C h a p t e r I V t h a t t h i s p r o c e d u r e 
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i s w e l l d e f i n e d i n t h e s e n s e t h a t i t p r o d u c e s a s t e p s i z e i n a f i n i t e 

n u m b e r o f i t e r a t i o n s a n d a m o n o t o n i c d e c r e a s e i n Che o b j e c t i v e f u n c t i o n 

v a l u e . T h e p r o c e d u r e i s b a s e d o n Che a p p r o x i m a t e s e a r c h m e t h o d o f 

A r m i j o ( 1 9 6 6 ) f o r u n c o n s t r a i n e d o p t i m i z a t i o n . S i n c e t h e s o l u t i o n o f t h e 

p r o j e c t i o n p r o b l e m w i l l p r o d u c e a d e s c e n t d i r e c t i o n s a t i s f y i n g : 

t h e n t h e s t e p s i z e i s c o m p u t e d b a s e d o n t h e l i n e a r p r e d i c t i o n o f t h e 

f u n c t i o n a r o u n d x : 

T h i s p r e d i c t i o n w i l l b e u s e d t o i n s u r e e n o u g h d e c r e a s e i n f ( x ) f o r 

o v e r a l l c o n v e r g e n c e . 

T h e r i g h t h a n d s i d e o f i n e q u a l i t y ( 3 . 2 ) a b o v e r e p r e s e n t s t h e 

k k 
t a n g e n t l i n e t o t h e c u r v e f ( x + Xd ) a t X = 0 , a s s h o w n i n F i g u r e 3 . 3 . 

V f ( x V d k < - < 0 , f o r d k * 0 , ( 3 . 1 ) 

f ( x k + X d k ) < f ( x k ) + X V f ( x V d k ( 3 . 2 ) 

T h u s , f o r a n a r b i C r a r y a e ( 0 , 1 ) , w i l l 

l i e a b o v e t h e t a n g e n t l i n e s i n c e : 

f ( x k ) + X V f ( x

k ) t d k < f ( x k ) - <x X , f o r X > 0 

a n d w e h a v e : 



I l l 

< 0 

T h u s t h e f i r s t X^ t o s a t i s f y t h e i n e q u a l i t y w i l l p r o d u c e e n o u g h d e c r e a s e 

i n f ( x ) . 

F i g u r e 3 . 3 i l l u s t r a t e s h o w s u c c e s s i v e t r i a l s a r e c o m p u t e d : X^ = 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t b o l d - f a c e d s e t s r e p r e s e n t r e g i o n s o f 

a c c e p t a b l e s t e p s i z e . I n a d d i t i o n , t h e c h o i c e o f t h e l i n e - s e a r c h 

p a r a m e t e r s w i l l i n s u r e t h a t a s t e p - s i z e b o u n d e d a w a y f r o m z e r o w i l l b e 

c o m p u t e d s o t h a t e n o u g h d e c r e a s e i n t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n w i l l b e 

a c h i e v e d a w a y f r o m a s t a t i o n a r y p o i n t . 

4 . T h e D i r e c t i o n F i n d i n g P r o b l e m 

I n t h i s s e c t i o n w e d i s c u s s t h e p r o p e r t i e s o f t h e d i r e c t i o n p r o b l e m 

a n d p r e s e n t a p r o c e d u r e f o r i t s s o l u t i o n b a s e d o n L e m k e ' s ( 1 9 6 8 ) 

p r o c e d u r e f o r l i n e a r c o m p l e m e n t a r i t y p r o b l e m s . 

4 . 1 P r o p e r t i e s o f t h e D i r e c t i o n F i n d i n g P r o b l e m 

H e r e we s h o w t h a t t h e d i r e c t i o n v e c t o r c a n b e o b t a i n e d b y s o l v i n g 

a d u a l p r o b l e m a s s o c i a t e d w i t h t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m ( P P ) . 

Lemma 1 . A t e v e r y i t e r a t i o n , i f t h e c o n s t r a i n t s e t o f t h e 

p r o j e c t i o n p r o b l e m i s c o n s i s t e n t , t h e d i r e c t i o n v e c t o r w i l l b e g i v e n 

( 8 , w . ) g i v i n g a s u c c e s s f u l t r i a l w i t h v = 2 

b y : 

,k k k 
\ P k V f - P k A \ 

= x - x = -
P 



F i g u r e 3-3: S t e p - S i z e D e t e r m i n a t i o n 



113 

w h e r e : P k = [ I " * k ( Y k Y k } 1 V 

a n d u ^ i s t h e v e c t o r o f K u h n - T u c k e r m u l t i p l i e r s a s s o c i a t e d w i t h t h e 

i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s o f t h e k t h p r o j e c t i o n p r o b l e m . 

P r o o f . T h e p r o j e c t i o n p r o b l e m ( P P ) i s r e w r i t t e n i n t h e f o r m : 

( P P ) 1 : M i n i m i z e ( - x k ) t x + \ x t x 
u 2 

S u b j e c t t o Ax ^ b 

V = e k 

T h e d u a l a s s o c i a t e d w i t h ( P P ) 1 i s g i v e n b y : 

M a x i m i z e - y x^x - b f c u + e £ v ( 4 . 1 ) 

S u b j e c t t o x - x k + A f c u + Yf v = 0 ( 4 . 2 ) 
u k 

u > 0 , v : u n r e s t r i c t e d . ( 4 . 3 ) 

F r o m ( 4 . 2 ) w e d e r i v e 

v = - (Y K Y ^ ) " 1 Y f c [ a k V f f c . A ' U ] 

u s i n g 

x k = x k - a, V f ( x k ) 
u k 



1 1 4 

U p o n s u b s t i t u t i n g b a c k f o r v i n ( 4 . 2 ) w e g e t : 

x = x k - [ I - Y k ( Y u Y k ) 1 Y f c ] [a k V f ( x k ) + A * ] ( 4 . 4 ) 

A l s o , s u b s t i t u t i n g e x p r e s s i o n ( 4 . 4 ) f o r x i n t h e d u a l p r o b l e m w e g e t t h e 

p r o b l e m : 

M a x i m i z e - [ x k - a P V f ( x

k ) - P , A t ] t [ x k - a . P . V f ( x k ) - P, ASI] 
2 k k k u k k k J 

- b ' u + e £ ( Y ^ r 1 Y k [ a k V f ( x k ) + A C u ] 

S u b j e c t t o u > 0 

W h i c h i s a l s o e q u i v a l e n t t o t h e p r o b l e m : 

M i n i m i z e j i ^ A P ^ ^ u + a V f ( x

k ) t P k A t u + b t u 

- a A t u + u t A P T P . A t u + a, V f ( x k ) t P 1 A u 
k 2 k k k k 

+ u f c [ b - A x 1 " ] 1 1 

S u b j e c t t o u > 0 

A f t e r r e a r r a n g i n g , w e o b t a i n t h e f o l l o w i n g d u a l p r o b l e m : 

M i n i m i z e j u t A P k A t + ( s f c + a k A f c V f ( x

k ) C u ( 4 . 5 ) 

S u b j e c t t o u ^ 0 
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k 
w h e r e s , = ( b - Ax ) i s t h e s l a c k v e c t o r a s s o c i a t e d w i t h t h e c o n s t r a i n t s 

k 
k 

o f t h e o r i g i n a l p r o b l e m a t x . 

T h e s o l u t i o n o f ( 4 . 5 ) w i l l b e u ^ w h i c h w h e n u s e d i n e x p r e s s i o n 

( 4 . 4 ) g i v e s : 

d k = ( x k - x k ) = - a 1 P l V f ( x k ) - P.ASi. 
p k k k k 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f . 

Lemma 2 . A s s u m i n g t h a t t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m ( P P ) i s c o n s i s t e n t , 

t h e n i t c a n b e s o l v e d a s a l i n e a r c o m p l e m e n t a r y p r o b l e m . 

P r o o f . C o n s i d e r t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m ( P P ) a t i t e r a t i o n k : 

M i n i m i z e - r x - x 
2 u" 

S u b j e c t t o Ax < b 

Y. x = e . 
k k 

k 
T h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s f o r x t o b e a s o l u t i o n t o ( P P ) a r e : 

P 

• x k + x k + A f c u + Y5v = 0 ( 4 . 6 ) 
u p k 

A x k + y == b ( 4 . 7 ) 
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= 0 ( 4 . 9 ) 

u > 0 , y > 0 

M u l t i p l y i n g ( 4 . 6 ) b y YFC a n d u s i n g (4.8) w e g e t : 

v = -CYK Y ^ ) " 1 [ - Y f c K k + e k + Y ^ u , ( 4 . 1 0 ) 

N o w , m u l t i p l y i n g ( 4 . 6 ) b y A a n d u s i n g ( 4 . 7 ) a n d ( 4 . 1 0 ) w e g e t : 

- A P ^ u + y = " A P k x k + b + A ( P k " I ) x k ( 4 . 1 1 ) 

w h e r e : P, = [ I - Y5 (Y.Y*)" 1 Y. ] 
k k k k k 

U s i n g t h e f a c t t h a t P ^ i s a p r o j e c t i o n o p e r a t o r s u c h t h a t : P ^ = P^ a n d 

P, P, = P, , ( 4 . 1 1 ) i s w r i t t e n a s : 
k k k 

- A P k P k A t u + y = - A P k ( x ; - x f c ) + s f e 

w i t h s , = b - A x ^ 
k 

k k k 
F i n a l l y , b y l e t t i n g x = x - a V f ( x ) , t h e K u h n - T u c k e r 

o p t i m a l i t y c o n d i t i o n s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m a r e e q u i v a l e n t t o t h e 

f o l l o w i n g l i n e a r c o m p l e m e n t a r i t y p r o b l e m ( L C P ) : 
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LCP: - A P ^ u + y = A P f c V f ( x

k ) + s k 

u f c y = 0 ( 4 . 1 2 ) 

u > 0 , y > 0 

F r o m Lemma 1 , i t i s s e e n t h a t t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e d u a l 

p r o b l e m ( 4 . 5 ) a r e : 

A P ^ u + ( s k + o^AP^ V f ( x k ) - 6 = 0 

= 0 

u > 0 , 6 > 0 

w i t h <5 = y , t h e a b o v e s y s t e m i s e x a c t l y e q u a l t o ( L C P ) . 

C l e a r l y , t h e s o l u t i o n ( u ^ » v ^ t o w i l l p r o d u c e t h e o p t i m a l 

s o l u t i o n t o t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

x k = x k - a k P k V f ( x k ) - P ^ ^ ( 4 . 1 3 ) 

k k k 
f r o m w h i c h d = Xp - x i s a t h a n d . 

Lemma 3 . I f t h e c o n s t r a i n t s t o t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m a r e 

c o n s i s t e n t , t h e n a l i n e a r c o m p l e m e n t a r y p i v o t i n g a l g o r i t h m w i l l p r o d u c e 

a c o m p l e m e n t a r y b a s i c f e a s i b l e s o l u t i o n i n a f i n i t e n u m b e r o f s t e p s . 

P r o o f . S i n c e A P ^ * 1 i s p o s i t i v e s e m i - d e f i n i t e , i t i s c o p o s i t i v e 

p l u s , a n d t h e r e s u l t f o l l o w s f r o m k n o w n t h e o r y . 
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N o t e s : 

1 ) I f ( 4 . 1 3 ) a b o v e I s w r i t t e n a s : 

w h e r e u ^ = u ^ / 0 ^ T h e n : 

k + 1 k . , k k x X = X + A , ( X - X ) 
k p 

= x k - X k o k P k [ V f ( x

k ) + k \ ) ( 4 . 1 4 ) 

N o w , f o r c o m p a r i s o n p u r p o s e s w i t h o t h e r p r o j e c t i o n m e t h o d s , s u p p o s e t h a t 

o n l y t h e b i n d i n g c o n s t r a i n t s a r e c o n s i d e r e d i n o u r p r o j e c t i o n p r o b l e m . 

- k 
D e n o t i n g b y A^ t h e m a t r i x o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s a t x , t h i s p r o b l e m 

b e c o m e s : 

1 k 2 
M i n i m i z e •=- Bx - x II 

2 u 

S u b j e c t t o A^x = b ( 4 . 1 5 ) 

Y. x = e . 
k k 

I t s K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s a r e : 
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A\x* = b ( 4 . 1 6 ) 

v k 
Y x • e-

k p k 

F r o m ( 4 . 1 6 ) w e o b t a i n a f t e r s u b s t i t u t i n g f o r v ^ : 

x k - x k - a k P k f V f ( x k ) + A£ w k ] ( 4 . 1 7 ) 

w h e r e w k » 

N o w , a t n o n o p t i m a l p o i n t s o f p r o b l e m ( 4 . 1 5 ) , t h e v e c t o r o f K u h n - T u c k e r 

m u l t i p l i e r s w k > a s s o c i a t e d w i t h A^x a b , i s t h e l e a s t - s q u a r e s s o l u t i o n 

t o t h e K u h n - T u c k e r s y s t e m ( 4 . 1 6 ) . T h a t i s : 

w f c = A r g { M i n j K P k ( V f ( x k ) 4- A ^ w ) fl 2 > 

• - ( V k ^ r l \vf(xk> 
U p o n s u b s t i t u t i n g i n ( 4 . 1 7 ) , w e g e t : 

- x k - V 1 - \ K ( V k ^ > _ 1 v vf<xk> 



120 

And s i n c e : 

k + 1 k , . , k k N 

X = X + A, ( X - X ) 
k p 

w e g e t : 

x k + 1 = x k - a k X k U l - P ^ P ^ ) " 1 A k , P k > 7 f ( x k ) 

F r o m t h i s l a s t e x p r e s s i o n w e o b s e r v e t w o t h i n g s : 

i ) (X^, t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p - s i z e p a r a m e t e r c a n b e i n t e r p r e t e d 

a s a n a p p r o x i m a t i o n t o t h e c o n s t r a i n e d s t e p - s i z e X ^ . C l e a r l y , i f ct^ i s 

c h o s e n s m a l l e n o u g h , X^ w o u l d b e e q u a l t o o n e a n d t h e A r m i j o n u m b e r 

w o u l d b e e q u a l t o z e r o , t h u s r e q u i r i n g o n l y o n e t r i a l . 

i i ) T h e o p e r a t o r { i - P^A^CA^P^A^) ^ A ^ } i s s e e n t o b e a n o n -

o r t h o g o n a l p r o j e c t i o n o p e r a t o r w e i g h t e d b y P ^ , w h i c h p r o j e c t s a n y 

d i r e c t i o n v e c t o r i n E n o n t o t h e s u b s p a c e d e f i n e d b y t h e a p p r o x i m a t e 

c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t s . I n f a c t , t h i s o p e r a t o r f i l l s t h e g a p b e t w e e n 

t h e N e w t o n - t y p e o p e r a t o r : 

w h e r e G^ i s e i t h e r t h e H e s s i a n m a t r i x o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a t x o r 

a n a p p r o x i m a t i o n t o i t ( Q u a s i - N e w t o n t y p e ) , a n d t h e o r t h o g o n a l 

p r o j e c t i o n o p e r a t o r : 
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a s i n R o s e n ' s ( 1 9 6 6 ) m e t h o d . 

I t i s t h a t w e i g h t i n g m a t r i x w h i c h w i l l e v e n t u a l l y i n s u r e t h e 

d e s i r e d f a s t c o n v e r g e n c e b e y o n d s t e e p e s t d e s c e n t t y p e m e t h o d s . 

2 ) F r o m t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

1 k 2 
M i n i m i z e r I x - x 1 

2 u 

S u b j e c t t o Ax < b 

a n d a s s u m i n g t h a t x ^ i s a g e n e r a l u n c o n s t r a i n e d p o i n t i n a d e s c e n t 

k k k 
d i r e c t i o n , t h a t i s , x = x + a. d w e h a v e : 

' u k u 

Xp - x k - o^r-d^ + A\] + Y ^ v k = 0 

A * p < * 

u £ ( A x k - b ) = 0 

Y k x " e k 

> 0 

k k 
N o w , f r o m s t e p 2 o f t h e a l g o r i t h m , i f x = x a n d Y, = 0 , i t i s n o t 

p k 

d i r e c t l y c l e a r t h a t t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e o r i g i n a l p r o b l e m 

w i l l b e s a t i s f i e d , s i n c e w e w i l l h a v e : 



122 

- d k + A t u l l = 0 
u k 

Ax , > b 
k 

^ ( A ^ - b ) = 0 

k k 
I f d u » - V f ( x ) , t h a t i s , t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p i s t a k e n a l o n g t h e 

s t e e p e s t d e s c e n t , t h e r e s u l t I s o b v i o u s . 

k k k - 1 
I f f o r e x a m p l e , d = - V f ( x ) + B. d , t h a t i s t h e u n c o n s t r a i n e d 

r u k u 

c o n j u g a t e g r a d i e n t d i r e c t i o n i s u s e d , t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e 

o r i g i n a l p r o b l e m w i l l b e s a t i s f i e d o n l y I f = 0 , w h i c h c o r r e s p o n d s t o 

a r e s t a r t p o i n t f o r t h e c o n j u g a t e g r a d i e n t i t e r a t i o n s . T h i s m e a n s t h a t 

e a c h t i m e t h e m a t r i x i s r e i n i t i a l i z e d , c o r r e s p o n d i n g t o a r e s t a r t i n g 

p o i n t o f t h e c o n s t r a i n e d a l g o r i t h m , t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p h a s t o b e 

t a k e n a l o n g t h e n e g a t i v e g r a d i e n t t o i n s u r e c o n v e r g e n c e o f t h e s e q u e n c e 

o f r e s t a r t i n g p o i n t s t o a K u h n - T u c k e r p o i n t o f t h e o r i g i n a l p r o b l e m . 

4 . 2 S o l u t i o n o f t h e P r o j e c t i o n P r o b l e m 

4 . 2 . 1 F o r u m u l a t l o n a s a C o m p l e m e n t a r y P r o b l e m 

T h e c o m p l e m e n t a r y p i v o t i n g m e t h o d o f Lerake ( 1 9 6 8 ) f o r s o l v i n g t h e 

s y s t e m o f d i m e n s i o n m : 

-Mu + y = q 

y f c u = 0 

u > 0 

v > 0 
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w i l l b e u s e d i n t h i s s t u d y . We g i v e h e r e a b r i e f d e s c r i p t i o n o f t h i s 

m e t h o d . I f q > 0 , a s o l u t i o n i s r e a d i l y a v a i l a b l e . I f q 0 , b y 

i n t r o d u c i n g a n a r t i f i c i a l v a r i a b l e z ^ , t h e a b o v e s y s t e m r e d u c e s t o t h e 

f o l l o w i n g : 

-Mu + y - 1 ZQ = q 

y t u = 0 

u , y , z > 0 

w i t h 1 d e n o t i n g a n m - d i m e n s i o n a l v e c t o r w h o s e e l e m e n t s a r e e q u a l t o o n e . 

A s o l u t i o n t o t h e a b o v e s y s t e m i s n o w a v a i l a b l e b y l e t t i n g z ^ = 

M a x { - q ^ : i = l , . . . , m } = q ^ , u ^ = 0 a n d y ^ = q^ + 1^ z ^ , f o r j = l , . . . , m , j * 

r ; a n d o n l y o n e v a r i a b l e f r o m e a c h c o m p l e m e n t a r y p a i r (u^*y^) ^ s b a s i c . 

L e m k e ' s a l g o r i t h m a t t e m p t s t o d r i v e z ^ o u t o f t h e b a s i s w h i l e 

m a i n t a i n i n g t h e p r o p e r t y t h a t e x a c t l y y ^ o r u ^ i s b a s i c f o r ( m - 1 ) 

c o m p o n e n t s . When z ^ l e a v e s t h e b a s i s , a s o l u t i o n t o t h e c o m p l e m e n t a r y 

p r o b l e m i s a t h a n d . 

W i t h M c o p o s i t i v e p l u s , L e m k e ' s p r o c e d u r e i s f i n i t e a s s u m i n g t h a t 

d e g e n e r a c y i s n o t p r e s e n t o r , i f i t i s , i t c a n b e r e m o v e d b y a 

l e x i c o g r a p h i c a l m e t h o d a s i n t h e s t u d i e s b y E a v e s ( 1 9 7 1 ) a n d P a n n 

( 1 9 7 4 ) . 

F o r t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m i n t h i s s t u d y t h e f o l l o w i n g i s a 

s u m m a r y o f t h e s t e p s t a k e n t o s e t u p t h e c o m p l e m e n t a r y p r o b l e m : 

0 . G i v e n x , V f ( x ) , P , a n d a f c : 
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1 . S o l v e t h e p r o b l e m f o r z ^ : 

j 
I - > Z

k = x k - V k < 7 f ( x k ) 

2 . L e t M = AP. A* 
k 

And q = b - A z k 

P 

3 . G i v e n ( u

k > Y k ) a h a s i c f e a s i b l e c o m p l e m e n t a r y s o l u t i o n o b t a i n e d 

b y s o l v i n g ( L C P ) , t h e n : 

, k k k _ . t 
d = z - x - P, A u , 

p k k 

To s e e w h y d i s g i v e n b y t h i s l a s t e x p r e s s i o n , w e n o t e t h e 

f o l l o w i n g : 

a ^ P ^ V f ( x ) f r o m S t e p 1 a b o v e , t h e n 

b - A z k = b - A r x k - a . P 1 V f ( x

k ) ] 
p ' k k 

b - A x k + a f c A P k V f ( x

k ) 

s k + A P k V f ( x

k ) 

1 k 2 
M i n i m i z e - ' z - x I 

2 u 

S u b j e c t t o Y k z = e k 

r i k k G i v e n z = x -
P 

q = 
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F r o m ( 4 . 1 3 ) i n p r o p o s i t i o n 2 a n d t h e a b o v e , w e h a v e : 

-lc 1c Ic 1c _ n . ^ 1c x <M * t 1c 
d = x - x = x - a. P. V f ( x ) - P A u . - x 

p k k k k 

k k O A t 

= z - x - P, A P k A V 

k k 
T h e a b o v e f o r m s o f q , z ^ a n d d w i l l b e u s e d f o r c o m p u t a t i o n a l p u r p o s e s 

a s t h e y a r e c l e a r l y m o r e e f f i c i e n t f o r m s . 

4 . 2 . 2 C o n s i d e r a t i o n o f B o u n d s a n d E q u a l i t y C o n s t r a i n t s 

When t h e o r i g i n a l p r o b l e m i n c l u d e s e q u a l i t y c o n s t r a i n t s , t h e 

n a t u r a l w a y t o h a n d l e t h e m i s t o i n i t i a l i z e t h e p r o j e c t i o n m a t r i x P t o : 

P Q - [ I - D t ( D D t ) 1 D ] ( 4 . 1 8 ) 

w h e r e D i s t h e c o e f f i c i e n t m a t r i x o f t h e e q u a l i t y c o n s t r a i n t s . D u r i n g 

s u b s e q u e n t i t e r a t i o n s , P^ i s u p d a t e d b y t h e f o l l o w i n g f o r m u l a : 

„ p k ¥ k p k 
p = P 

k+1 k t „ 

W k 
k - 1 

w h e r e y ^ = ( g ^ - 8 ^ - 1 ^ " ^ k 1 d " r e P r e s e n t s t n e v e c t o r a s s o c i a t e d w i t h 

a n e w c o n j u g a c y c o n s t r a i n t . On r e s t a r t P ^ , g i v e n b y ( 4 . 1 8 ) , i s u s e d . 

When e x p l i c i t l o w e r a n d u p p e r b o u n d s a r e p r e s e n t , t h e p r o j e c t i o n 

p r o b l e m w i l l h a v e t h e f o r m : 
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1 k 2 
M i n i m i z e Rx - x 1 

2 u 

S u b j e c t t o Ax « b 

I x < u 

- I x < -I 

k k 

I n t h i s c a s e , t h e l i n e a r c o m p l e m e n t a r y p r o b l e m w i l l h a v e t h e f o r m 

| ] [ P k ] [ A 6 I - I ] u + y - s f c + 

- I J [_-I_ 

r | [ P k ] v f ( X

k ) 

u ^ = 0 ; u > 0 , y > 0 

I n T a b l e 3 - 1 w e s u m m a r i z e t h e c o m p u t a t i o n a l f o r m s t h a t M a n d q c a n 

t a k e d e p e n d i n g o n t h e p a r t i c u l a r p r o b l e m u n d e r c o n s i d e r a t i o n , a n d t h e 

a s s o c i a t e d d i r e c t i o n v e c t o r . 
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T a b l e 3 - 1 : L e m k e ' s A r r a y s a n d C o r r e s p o n d i n g D i r e c t i o n V e c t o r s 

PROBLEM 

TYPE 

LEMKE'S ARRAY 

-M 

LEMKE'S RHS 

q 

ASSOCIATED DIRECTION 

AM 

uH 

- A P , A C | - A P , | AP, 
k k k 

- V C |
 - p k ' p k 

V ' 1
 p k ! - p k 

b - A x k 

k P 

u -

x k - I 
p 

z k - x k - [ P ^ l P . I - P . J u , 

AH 

uH 

- A P , At | - A P , 
k k 

- P , A L | - P , 
k k 

b - A x k 

k P 

u - x 
p 

AH 

U=<j> 

ZH 

- A P , At I AP, 
k k 

V ' 1
 ' p k 

b - A x k 

k P 

X - £ 
P 

z k - x k - [ P ^ ' l - P , ^ 

AH [ - A P , / ] [ b - A x k ] 
P 

z - x - LP. A Ju, 
p k k 

A=<J> 

ut<$> 
iH 

- P 1P 
k 1 k 

Pk'-Pk 

k 
u - x 

P 
x p - £ 

z

k . x

k . [ P k | - P k ] u k 

A=(J> [ "V r k i [ u - x J 
P 

k k 

z - x - P . u , p k k 

A-<|> [ x k - I] 
P 

k k 

z - X + P, u, p k k 
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CHAPTER I V 

GLOBAL CONVERGENCE ANALYSIS 

1 . I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s c h a p t e r a n d t h e n e x t o n e t h e c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s o f t h e 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a l g o r i t h m p r e s e n t e d i n C h a p t e r I I I w i l l b e s t u d i e d . 

We r e c a l l t h a t t h e a l g o r i t h m i n q u e s t i o n p e r f o r m s t w o m a j o r s t e p s . T h e 

f i r s t i s a c o n j u g a t e d i r e c t i o n s t e p w h i c h i s a c c o m p l i s h e d b y s o l v i n g a 

p r o j e c t i o n p r o b l e m f o l l o w e d b y a n i n e x a c t l i n e s e a r c h . T h e s e c o n d i s a 

r e s t a r t i n g s t e p w h i c h i n i t i a t e s t h e c o n s t r u c t i o n o f a f r e s h s e t o f 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . I t w i l l b e s h o w n s u b s e q u e n t l y t h a t t h e s e t w o 

s t e p s a r e a t t h e h e a r t o f t h e c o n v e r g e n c e b e h a v i o r o f t h e a l g o r i t h m . 

S t a r t i n g f r o m a n y f e a s i b l e p o i n t , a s e q u e n c e o f a p p r o x i m a t i o n i s 

g e n e r a t e d w h i c h c o n v e r g e n c e s t o a K u h n - T u c k e r P o i n t . When a s o l u t i o n 

p o i n t i s a p p r o a c h e d , t h i s s e q u e n c e e x h i b i t s a s e c o n d o r d e r r a t e o f 

c o n v e r g e n c e . 

T h e m a i n s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r w i l l b e d e v o t e d t o t h e g l o b a l 

c o n v e r g e a n a l y s i s o f t h e a l g o r i t h m . B e f o r e w e s t a r t t h e a n a l y s i s w e 

n e e d t h e f o l l o w i n g d e f i n i t i o n s w h i c h w i l l b e u s e d e x t e n s i v e l y t h r o u g h o u t 

t h e c h a p t e r . 

L e t R k = ( x | Ax < b , Y f e x - e k > , S = { x [ Ax < b > . 

k k 
L e t x e S a n d x e R^ t h e p r o j e c t i o n o f t h e u n c o n s t r a i n e d p o i n t 
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k k k 

=» x - <XyVf(x ) o n t o R ^ . L e t x * b e a s t a t i o n a r y p o i n t a n d u * t h e 

v e c t o r o f K u h n - T u c k e r m u l t i p l i e r s a s s o c i a t e d w i t h t h e I n e q u a l i t y 

c o n s t r a i n t s a t x * . I n a d d i t i o n , l e t r b e t h e n u m b e r o f b i n d i n g 

c o n s t r a i n t s a t x * , a n d c o r r e s p o n d i n g l y A x * = b . F i n a l l y , w e l e t 

M = ( k | Y f c = 0 , J f e = 0 ) b e t h e s e t o f r e s t a r t i n g i t e r a t i o n s . T h e 

g r a d i e n t o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n a t x w i l l b e d e n o t e d e q u i v a l e n t l y b y 
k k 

V f ( x ) , g ( x ) , a n d g f c . 

2 . G l o b a l C o n v e r g e n c e A n a l y s i s 

T h e m a i n r e s u l t o f t h i s s e c t i o n w i l l b e t o s h o w t h a t e a c h 

a c c u m u l a t i o n p o i n t o f t h e s e q u e n c e g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m i s a 

s t a t i o n a r y p o i n t . I n a d d i t i o n , u n d e r a p p r o p r i a t e a s s u m p t i o n s , i t w i l l 

b e s h o w n t h a t t h e w h o l e s e q u e n c e w i l l c o n v e r g e . 

To a c c o m p l i s h t h i s , s o m e i n t e r m e d i a t e r e s u l t s w i l l b e n e e d e d w h i c h 

w e o r g a n i z e i n f o u r p a r t s . T h e f i r s t p a r t w i l l b e c o n c e r n e d w i t h 

p r o p e r t i e s o f t h e d i r e c t i o n v e c t o r . M o r e s p e c i f i c a l l y , i t w i l l b e s h o w n 

t h a t : 

i ) T h e d i r e c t i o n v e c t o r i s t h e u n i q u e o p t i m a l s o l u t i o n o f t h e 

p r o j e c t i o n p r o b l e m ( l e m m a 1 ) . 

i i ) T h e d i r e c t i o n v e c t o r i s a f e a s i b l e d i r e c t i o n o f d e s c e n t 

( l e m m a 2 ) . 

i i i ) N e a r a p o i n t w h i c h i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t , t h e d i r e c t i o n 

v e c t o r i s b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w a w a y f r o m z e r o ( l e m m a 3 ) • 

T h e s e c o n d p a r t w i l l b e c o n c e r n e d w i t h t h e s t e p - s i z e p r o p e r t i e s . H e r e 

i t w i l l b e s h o w n t h a t : 

i ) U n d e r t h e a s s u m p t i o n o f t w i c e c o n t i n u o u s d i f f e r e n t i a b i l i t y 

o f f , t h e s t e p - s i z e i s u n i f o r m l y b o u n d e d ( l e m m a 4 ) . 
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i i ) N e a r a p o i n t w h i c h i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t t h e r e s u l t i n 

I ) w i l l b e s h a r p e n e d b y d o i n g a w a y w i t h t h e t w i c e c o n t i n u o u s 

d i f f e r e n t i a b i l i t y a s s u m p t i o n ( l e m m a 5 ) . 

T h e t h i r d p a r t w i l l b e c o n c e r n e d w i t h t h e c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s o f t h e 

s u b s e q u e n c e o f r e s t a r t i n g p o i n t s , ( x , k e M} . I n p a r t i c u l a r , i t w i l l 

b e s h o w n t h a t : 

I ) E a c h a c c u m u l a t i o n p o i n t o f t h i s s u b s e q u e n c e i s a s t a t i o n a r y 

p o i n t a n d t h a t t h e d i f f e r e n c e s i n t h e t a i l o f t h e 

s u b s e q u e n c e w i l l c o n v e r g e t o z e r o ( t h e o r e m 1 ) . 

i i ) T h e e n t i r e s u b s e q u e n c e w i l l c o n v e r g e t o a s i n g l e s t a t i o n a r y 

p o i n t b a s e d o n t h e r e s u l t s o f i ) a b o v e a n d t h e a s s u m p t i o n 

t h a t t h e s u b s e q u e n c e h a s a f i n i t e n u m b e r o f a c c u m u l a t i o n 

p o i n t s ( t h e o r e m 2 ) . 

i i i ) U n d e r t h e s t r o n g e r a s s u m p t i o n o f c o n v e x i t y o f f , t h e 

s u b s e q u e n c e w i l l c o n v e r g e t o t h e u n i q u e s o l u t i o n o f t h e 

p r o b l e m ( t h e o r e m 3 ) . 

F i n a l l y , t h e l a s t p a r t w i l l b e c o n c e r n e d w i t h s h o w i n g t h a t t h e s e q u e n c e 

o f a l l p o i n t s ( r e s t a r t i n g a n d c o n j u g a t e s t e p s ) i s a c o n v e r g e n t s e q u e n c e 

( t h e o r e m 4 ) . 

2 . 1 P r o p e r t i e s o f t h e D i r e c t i o n V e c t o r 

We s t a r t b y s h o w i n g t h a t x ^ i s t h e u n i q u e o p t i m a l s o l u t i o n t o t h e 

k t h p r o j e c t i o n p r o b l e m , t h u s e s t a b l i s h i n g u n i q u e n e s s o f t h e d i r e c t i o n 

v e c t o r . We n o t e t h a t t h i s t u r n s o u t t o b e a v a r i a t i o n o f a s t a n d a r d 

r e s u l t c h a r a c t e r i z i n g t h e m i n i m u m d i s t a n c e b e t w e e n a c l o s e d c o n v e x s e t 

a n d a p o i n t n o t i n t h e s e t ( s e e f o r e x a m p l e B a z a r a a a n d S h e t t y ( 1 9 7 9 ) ) . 
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k k ci 
Lemma 1 . G i v e n x e S , x e E a n d 

u 

x k = A r g ( M i n i Hx - x k l l 2 | x e y 

T h e n t h e r e l a t i o n s h i p : 

( x k - y ) f c ( x k - x k ) < 0 ( 2 . 1 ) 
p p u 

h o l d s f o r a n y v e c t o r y £ R ^ . 

P r o o f . L e t h ( x ) = l / 2 H x - x k B 2 . T h e n x k = A r g { M i n h ( x ) | x e R ^ 

S i n c e h ( x ) i s s t r i c t l y c o n v e x , t h e n e c e s s a r y a n d s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s 

f o r a m i n i m u m o f h o v e r a r e : 

vTi(xSt(y - x k ) > 0 , for a l l y e R^ 
T h i s i s e q u i v a l e n t t o : 

(x k - x̂)t(y - x k ) > 0 , for a l l y e ^ 
T h u s , t h e d e s i r e d r e s u l t : 

( x k - y ) t ( X p - x k ) < 0 , f o r a l l y e R^ 

N o w , w e s h o w u n i q u e n e s s o f x • U s i n g ( 2 . 1 ) , we h a v e : 
P 
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* x k - y d 2 = H x k - x k f l 2 + f l x k - y t t 2 + 2 ( x k - y ) f c ( x k - x k ) 
u ' u p p ' v p ' v u p 

w h i c h i m p l i e s t h a t : 

k 2 k V 2 
x - ylt > Hx - x WH f o r a l l y e R, 

u u p K 

k 1 k 1 

I n p a r t i c u l a r l e t y = x w h e r e x i s s u c h t h a t : 
P P 

( x k - x k ' ) = ( x k - x k ) 
u p p u 

T h e n , u s i n g ( 2 . 1 ) we h a v e : 

k k . 2 _ , k k ' . t r k k v ~ 
x - x fl + 2 ( x - x ) ( x - x ) = 0 

P P P P u p 

o r , e q u i v a l e n t l y : 

( k lc v t _ » lc lc w ^ . lc lc v _ _ 
x - x ) [ ( x - x ) + 2 ( x - x ) ] = 0 

p p L V p p 7 v u p / J 

t h e n , e i t h e r : 

k k* k 
x - x = 0 =*> x i s u n i q u e , o r 

P P P 

( x k - x k ? ) + 2 ( x k " x k ) = 0 
P P u p 

w h i c h i m p l i e s t h a t : 
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2 ( x k - x k ) = 0 a n d h e n c e x k = x k - x k 

u p u p p 

a n d a g a i n x ^ i s u n i q u e . T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f . 

k k k 

We n o t e t h a t s i n c e d = ( x ^ - x ) , I t i s t h e u n i q u e o p t i m a l 

s o l u t i o n . T h e n e x t r e s u l t s h o w s t h a t t h e d i r e c t i o n v e c t o r p r o d u c e d b y 

s o l v i n g t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m i s a d i r e c t i o n o f d e s c e n t . 
k k n k 

Lemma 2 . G i v e n x e S , x y e E a n d x ^ a s i n l e m m a 1 t h e f o l l o w i n g 

p r o p e r t i e s h o l d : 

i ) c c k V f ( x V ( y - x k ) > ( x k - xVcXp - y ) , f o r a l l y e ^ 

i i ) T h e d i r e c t i o n v e c t o r ( x ^ - x ^ ) p r o d u c e d b y t h e a l g o r i t h m i s a 

d i r e c t i o n o f d e s c e n t . 

P r o o f . i ) F r o m l e m m a 1 w e h a v e : 

k k t k 
( x u - x ) ( y - x ) < 0 , f o r a l l y e ^ 

S u b s t i t u t i n g f o r x ^ , w e h a v e : 

( X

k - v f ( x k ) " x k ) < v f ( x k ) t : ( y ' \ ) ' f o r a 1 1 y e \ 

f r o m w h i c h : 

( x k - x V ( y - x k ) < o t k V f ( x

k ) t ( y - x k ) , f o r a l l y e ^ ( 2 . 2 ) 

i i ) T h e d i r e c t i o n v e c t o r i s p r o d u c e d b y s o l v i n g t h e f o l l o w i n g 

p r o b l e m f o r x k : 
P 
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1 k 2 
M i n i m i z e r ' x - x 1 = h ( x ) 

2 u 

S u b j e c t t o Ax < b 

Y k X = e k 

I f x = x , t h e c o n s t r a i n t s a r e s a t i s f i e d a n d 

h ( x k ) = \ H x k - x V = ~ « x k - x k + o ^ V f C x 1 " ) ! ! 2 = J \ « V f ( x k ) R 2 

T h e r e f o r e , w e m u s t h a v e : 

« x k - x k f l 2 < o? n v f ( x k ) n 2 

p u k 

E x p a n d i n g t h e l e f t h a n d s i d e , w e g e t : 

( x k - x k + o k V f ( x

k ) ) t ( x k - x k + c^VfCxS) = ( x k - x k ) t ( x k - x k ) 

k f k k 2 k 2 9 k ? 
+ 2 o t k V f ( x ) ( x - x ) + c £ f l 7 f ( x ) l < c £ » V f ( x )« 

f r o m w h i c h : 

H x k - x k H 2 + 2 o t k V f ( x k ) t ( x k - x k ) < 0 

v *- v v llxk - x k H 2 

V f ( x V ( x £ - x K ) < | - ( 2 . 3 ) 
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H e n c e , V f ( x

k ) t d k < - < 0 
k 

k k k 

w h i c h i m p l i e s t h a t d =* ( x ^ - x ) i s a d e s c e n t d i r e c t i o n a t n o n o p t i m a l 

p o i n t s s i n c e o t^ > 0 f o r a l l k . 

T h e n e x t l e m m a s h o w s t h a t n e a r a p o i n t x w h i c h i s n o t a s t a t i o n a r y 

p o i n t , t h e d i r e c t i o n v e c t o r i s b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w a w a y f r o m z e r o . 

Lemma 3 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e . I n a d d i t i o n , l e t 

S b e b o u n d e d a n d s u p p o s e t h a t x e S I s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t . T h e n 

t h e r e I s a n e i g h b o r h o o d N o f x a n d p o s i t i v e n u m b e r s c ^ a n d s o t h a t 
k k 

f o r x e N n S , t h e d i r e c t i o n d p r o d u c e d b y t h e a l g o r i t h m s a t i s f i e s 

C l < B d k B < c 2 . 

k k k k k 
P r o o f . B y d e f i n i t i o n Bd B = Bx - x 1 . S i n c e x , x e S a n d S i s 

p p 
k k 

b o u n d e d , t h e n Bd B I s b o u n d e d a b o v e . N o w , t o s h o w t h a t Bd B I s b o u n d e d 

b e l o w a w a y f r o m z e r o , w e f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e o f k e M. 

L e t h ( x k ) = ( M i n ~ Bx - x k B 2 I Ax < b } 
2 u 1 

k k 1 2 k 2 
S i n c e x = x I s f e a s i b l e , t h e n h ( x ) < y B V f ( x )B . By 

c o n t r a d i c t i o n , s u p p o s e t h a t Bd B i s n o t b o u n d e d a w a y f r o m z e o I n a 

- k -
n e i g h b o r h o o d o f x . T h e n t h e r e i s a s e q u e n c e { x } e S c o n v e r g i n g t o x 

a n d a s e q u e n c e ^ a

k ) c o n v e r g i n g t o a s u c h t h a t : 

h ( x k ) ^ a 2 B V f ( x ) B 2 ( 2 . 4 ) 
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B y c o n t i n u i t y o f o p t i m a l s o l u t i o n s o f p o s i t i v e d e f i n i t e q u a d r a t i c 

p r o g r a m s ( D a n i e l ( 1 9 7 3 ) ) i t f o l l o w s t h a t : 

w h i c h i m p l i e s t h a t x = x a n d h e n c e d = 0 , t h e r e f o r e x i s a s t a t i o n a r y 

p o i n t c o n t r a d i c t i n g t h e a s s u m p t i o n t h a t i t i s n o t . T h i s s h o w s t h a t f o r 

e a c h s > 0 t h e r e a r e n u m b e r s c . , c 9 w i t h 0 < c . < c 0 s u c h t h a t 

2 . 2 U n i f o r m B o u n d e d n e s s o f t h e S t e p - S i z e 

I n t h i s p a r t i t w i l l b e s h o w n t h a t t h e s t e p - s i z e c o m p u t e d b y t h e 

a l g o r i t h m i s b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w a w a y f r o m z e r o . T h i s i s v e r y 

i m p o r t a n t f o r t h e f i n i t e n e s s o f t h e p r o c e d u r e . C l o s e t o a p o i n t x w h i c h 

i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t o n l y a w e a k e r a s s u m p t i o n w i l l b e n e c e s s a r y . 

Lemma 4 . L e t f b e t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d a s s u m e 

t h a t S i s b o u n d e d . L e t X^ b e t h e s t e p - s i z e g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m . 

T h e n t h e r e e x i s t s c a l a r s X a n d X s u c h t h a t : 

( 2 . 5 ) 

F r o m ( 2 . 4 ) a n d ( 2 . 5 ) w e h a v e : 

P 

0 < X < X < X , f o r a l l k > 0 
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P r o o f . By t w i c e c o n t i n u o u s d i f f e r e n t i a b i l i t y o f f a n d t h e 

b o u n d e d n e s s o f S , f o r e a c h x e S t h e r e e x i s t s a r e a l n u m b e r C > 0 s u c h 

t h a t : 

H V f ( x ) - v f ( y ) « < C tlx - y l l , f o r a l l y e S ( 2 . 6 ) 

k k n k 
N o w , l e t x e S , x ^ e E , a n d x ^ £ R ^ . I n a d d i t i o n , l e t 

k k k 
z = x + X ( x - x ) , z e S , X > 0 . T h e n , u s i n g a T a y l o r S e r i e s 

P 
E x p a n s i o n f o r m u l a f r o m P o l a k ( 1 9 7 1 , p . 2 9 3 ) , w e h a v e : 

f ( z ) - f ( x k ) - V f ( x

k ) t ( z - x k ) + / 1 { V f ( x k + t ( z - x k ) ) - V f ( x

k ) } t ( z - x k ) d t 
o 

U s i n g ( 2 . 6 ) a n d t h e e x p r e s s i o n f o r z , w e h a v e : 

k k l - k k k r l k 2 
f ( z ) - f ( x ) < V f ( x ) [ x + X ( x ^ - x ] + C / t H z - x « d t 

U s i n g ( 2 . 3 ) f r o m l e m m a 2 , w e o b t a i n : 

2 
f ( z ) - f ( x k ) < - s i - Hx k - x k H 2 + « x k - x k f f 2 

2 c t

k P 2 p 

- X C X 2 „ k k „ 2 
= 2 ^ + — % " x 1 ( 2 . 7 ) 
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N o w , f r o m s t e p 3 o f t h e a l g o r i t h m s w e c a n h a v e o n e o f t h e f o l l o w i n g 

c a s e s : 

i ) = 0 w h i c h i m p l i e s t h a t X^ = w ^ = M i n { l , a ^ } . S i n c e 

a , > a > 0 w e h a v e : 
k 

0 < a = X < X, < X = 1 . 
— k 

i i ) > 0 a n d t h e f o l l o w i n g h o l d s : 

v v k 2 
f [ x + ( B k ) w k d ] - f ( x ) > - \ ( \ ) w k ( 2 . 8 ) 

U s i n g ( 2 . 7 ) a n d ( 2 . 8 ) we h a v e : 

V k - 1 l l d ^ l l 2 k V k - 1 k k 

• v v - k 4 r r < f r* + < v V - f < * > 

( V _ 1 C 2 ( V k - l > k 2 
< - _ | _ _ + | ( B k ) k l w k „ k « d k , 2 

• ( V ^ k - 2 ^ + l < B k ) V l w k , d k » 2 

F r o m w h i c h w e g e t : 

° k / 1 . i . C / a %^k—1 
" 2 ^ < - 2 ^ + 2 ( B k > W k 
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M u l t i p l y i n g b o t h s i d e s b y ( ^ ) » w e g e t : 

T c £ > ~ 2 <Bk> W k 

And f i n a l l y : 

< g

k > > c V k > l . C . c ^ > 2557 > 0 

s i n c e 0 < a ^ < 0^ < a , a < w f c < 1 , a n d 0 < o* k < o ^ < 1 / 2 . T h e r e f o r e , 

w e h a v e : 

2 B ( 1 - a ) 
X = 1 > X k > M i n ( w k , — — } = X_ > 0 

a n d t h e p r o o f i s c o m p l e t e . 

N o t e . F r o m ( 2 . 7 ) a n d l e m m a 2 w e h a v e f o r 

z = x k + X ( x k - x k ) , X > 0 
p 

f C ) - f ( x k ) < (X - c V

2 ) m x W p - x k ) 

k k k 
S i n c e ( X p - x ) i s a d e s c e n t d i r e c t i o n , t o i n s u r e t h a t f ( z ) < f ( x ) , X 

m u s t s a t i s f y : 
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X < 
1 

o r 

B e c a u s e 0 < C < 0 0 , a n a p p r o p r i a t e c h o i c e o f w i l l p r o d u c e a s t e p - s i z e 

X * 1 t h u s r e q u i r i n g o n l y o n e t r i a l s t e p - s i z e e v a l u a t i o n . T h i s s h o w s 

c o m p u t a t i o n a l e f f o r t r e q u i r e d f o r X ^ . 

T h e n e x t l e m m a w i l l o n l y u s e c o n t i n u o u s d i f f e r e n t i a b i l i t y t o s h o w 

t h a t n e a r a p o i n t x w h i c h i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t , t h e A r m i j o i n t e g e r 

c o m p u t e d b y t h e a l g o r i t h m i s b o u n d e d a b o v e a n d t h e r e f o r e t h e s t e p - s i z e 

i s u n i f o r m l y b o u n d e d . 

Lemma 5 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e . L e t x e S a n d 

s u p p o s e t h a t x i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t . T h e n t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d 

- k 
N o f x a n d a n u m b e r v s o t h a t f o r x e S n N , t h e A r m i j o i n t e g e r i n 

s t e p 3 o f t h e a l g o r i t h m s a t i s f i e s 0 < v ^ < v . 

P r o o f . L e t x e S , t h e n f r o m l e m m a 2 w e h a v e : 

B y l e m m a 3 Hd 1 i s b o u n d e d a w a y f r o m z e r o a n d i s u n i f o r m l y b o u n d e d , 

h e n c e , t h e r e e x i s t s a p o s i t i v e n u m b e r <5 s u c h t h a t : 

t h a t t h e v a l u e s f o r <x u s e d i n t h e a l g o r i t h m w i l l e f f e c t t h e 

V f ( x k ) t d k < -

k 

V f ( x

k ) t d k < - < - 5 ( 2 . 9 ) 

f o r x s u f f i c i e n t l y c l o s e t o x . 
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S i n c e Vf i s c o n t i n u o u s , t h e r e e x i s t y a n d s > 0 s u c h t h a t : 

| V f ( x k + t d k ) t d k - V f ( x k ) t d k | < ^ S , f o r t e [ 0 , y] ( 2 . 1 0 ) 

k k -
f o r a l l x e S s u c h t h a t ' x - xB < s 

N o w , g i v e n 0 < B < B < 1> l e t v h e t h e s m a l l e s t n o n n e g a t i v e i n t e g e r 

v k 

s u c h t h a t ( 3 ^ ) < Y« L e t x e S N , t h e n t h e r e e x i s t s 9 e [ 0 , 1 ] s u c h 

t h a t : 

k 2 
k a N v k . , k N , Q N v Bd B " 

f [ x + ( B k ) w k d ] - f ( x ) + a k ( B k ) w k _ _ 

k 2 

k 

< ( S k ) \ ^ f [ x k + B ( B k ) V w k d k ] t d k - a k ( f l k ) V w k v f ( x

k ) d k 

- ( P k ) \ [ v f ( x k + 0 ( f ? k ) V w k d k ) t d k - V f ( x k ) t d k ] + ( 1 - a k ) ( B k ) \ v f ( x V d k 

U s i n g ( 2 . 9 ) a n d ( 2 . 1 0 ) w e h a v e : 

k 2 
, . k . / f l N v k . e , k N . s v Bd B 
f [x + ( 8 k ) w k d ] - t ( x ) + c k ( B k ) » k - j — 

< ( B k ) \ ( | ) - ( i - ° k x \ ) \ < s > 



1 4 2 

S i n c e ( B , ) V w , > 0 , S > 0 a n d 0 < a < a. < a . < 1 / 2 . T h i s s h o w s t h a t v 
k k O K I K 

< v a n d t h e p r o o f i s c o m p l e t e . 

\ 
N o t e . I t f o l l o w s f r o m t h e a b o v e l e m m a t h a t s i n c e « ( B ^ ) w ^ w e 

h a v e : 

v k = 0 = > X f c = w f c < 1 = > X - 1 

V k > 0 m > ( V W k > ( \ ) V w k > ( B ) V M i n ( 1 » a } - i > 0 

a n d h e n c e 0 < X < X, < X - 1 . 
— k 

F i n a l l y , f r o m l e m m a s 4 a n d 5 w e c a n s e e t h a t X k i s o b t a i n e d b y a f i n i t e 

n u m b e r o f f u n c t i o n e v a l u a t i o n s , w h i c h d e m o n s t r a t e s t h e f e a s i b i l i t y o f 

t h e s t e p - s i z e p r o c e d u r e . Now t h a t we h a v e e s t a b l i s h e d t h e p r o p e r t i e s o f 

u n i q u e n e s s , d e s c e n t a n d b o u n d e d n e s s o f t h e d i r e c t i o n v e c t o r , a n d t h e 

f i n i t e n e s s o f t h e s t e p - s i z e p r o c e d u r e , w e a r e r e a d y t o c o n s i d e r 

a c c u m u l a t i o n p o i n t s o f t h e s e q u e n c e o f i t e r a t e s g e n e r a t e d b y t h e 

a l g o r i t h m . T h e s u b s e q u e n c e o f r e s t a r t i n g p o i n t s , { x , k e M} , w i l l b t e 

c o n s i d e r e d f i r s t . 

2 . 3 C o n v e r g e n c e o f t h e S u b s e q u e n c e o f R e s t a r t i n g P o i n t s 

k 

We r e c a l l t h a t t h e r e s t a r t i n g s u b s e q u e n c e i s m a d e u p o f p o i n t s x , 

k e M. I t i s g e n e r a t e d a l o n g p r o j e c t e d g r a d i e n t d i r e c t i o n s a n d i t s 

b e h a v i o r d e t e r m i n e s t h e g l o b a l c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s o f t h e a l g o r i t h m . 

We w i l l f i r s t e s t a b l i s h t h a t t h i s s u b s e q u e n c e i s w e l l - d e f i n e d i n t h e 

s e n s e t h a t i f t h e a l g o r i t h m g e n e r a t e s a n i n f i n i t e s e q u e n c e , t h e n i t a l s o 

g e n e r a t e s i n f i n i t e l y m a n y r e s t a r t i n g p o i n t s . 
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Lemma 6 . L e t M b e t h e s e t o f r e s t a r t i n g I t e r a t i o n s . I f M i s 

i n f i n i t e t h e n f o r a n y g i v e n i e M t h e r e e x i s t s a n i n t e g e r I s u c h t h a t 

1 < * < n a n d I + £ e M 

P r o o f . L e t I e M, a n d 1 + 1 , . , . , 1 + q ft M. T h e n b y s t e p 4 o f t h e 

a l g o r i t h m = q^ a n d q ^ < n . S i n c e M i s i n f i n i t e s t e p 2 - I I ) o f t h e 

a l g o r i t h m c a n n o t o c c u r . H e n c e s t e p 2 - 1 ) w i l l b e p e r f o r m e d a t m o s t n 

t i m e s l e a d i n g t o s t e p 2 - i i i ) . T h a t i s , f o r s o m e q^ < n a n d i + q ^ t M 

w e m u s t h a v e 1 + Q ^ + 1 = i+l e M, w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f • 

N o t e t h a t t h i s l e m m a a l s o s h o w s t h a t f r o m a n y p o i n t g e n e r a t e d b y 

t h e a l g o i r t h m , a r e s t a r t i n g p o i n t I s r e a c h e d i n a f i n i t e n u m b e r o f 

s t e p s . 

We n o w s h o w t h a t w h e n t h e a l g o r i t h m p r o d u c e s a n i n f i n i t e 

s u b s e q u e n c e o f r e s t a r t i n g p o i n t s , t h e n i t s a c c u m u l a t i o n p o i n t s a r e 

s t a t i o n a r y p o i n t s . F o r t h i s w e w i l l u s e t h e p r o p e r t i e s o f t h e d i r e c t i o n 

v e c t o r a n d t h e s t e p - s i z e p r e v i o u s l y e s t a b l i s h e d . 

T h e o r e m 1 . L e t f b e t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d 

k k n k 
b e l o w o n t h e b o u n d e d s e t S . L e t x e S , x e E a n d x e R, . I n 

u p Tc 
k + 1 k k k 

a d d i t i o n , l e t x = x + A ^ ( X p ~ x ) w i t h e ( 0 , 1 ] b e t h e s e q u e n c e o f 

k k l k 2 k 3 
p o i n t s g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m . D e n o t e { x : k e M} b y { x , x , x , 

x ^ 1 1 . . . } , a n d d e f i n e z n = x k n . T h e n t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t s w i l l 

h o l d . 

i ) T h e s e q u e n c e ( f ( x ) } c o n v e r g e s t o s o m e l i m i t f * . 

i i ) l i m H x k - x k B = 0 
k > « P 

( 2 . 1 1 ) 
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i i i ) l i m V f ( x k ) t ( x k - x k ) - 0 ( 2 . 1 2 ) 

i v ) l i m Hz 
n + 1 

- z n H = 0 ( 2 . 1 3 ) 

v ) T h e l i m i t o f a n y c o n v e r g e n t s u b s e q u e n c e o f { z } i s a 

s t a t i o n a r y p o i n t o f t h e p r o b l e m : 

{ M i n f ( x ) | Ax < b> 

P r o o f . i ) B y c o n s t r u c t i o n , a n d m o v i n g l e m m a 4 , t h e a l g o r i t h m i s 

w e l l d e f i n e d i n t h a t X^ i s o b t a i n e d b y a f i n i t e n u m b e r o f f u n c t i o n 

e v a l u a t i o n s ( v i s b o u n d e d a b o v e ) . H e n c e f ( x ) i s m o n o t o n i c a l l y 

d e c r e a s i n g a n d s i n c e i t i s b o u n d e d b e l o w , i t m u s t c o n v e r g e . T h i s 

i m p l i e s t h a t : 

l i m [ f ( x k + 1 ) - f ( x k ) ] = 0 

i i ) F r o m s t e p 3 o f t h e a l g o r i t h m , w e h a v e : 

> 0 

[ f ( x k ) - f ( x k + 1 ) ] > H x k -

B y c o n s t r u c t i o n a > a > 0 a n d o l < a ( 0 < a < ° ° ) , a n d f r o m l e m m a 4 
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X^ > X̂  > 0 . T h e r e f o r e 5 = 2 \ ^ a \ a \ < ^ ° i / a o ^ . f o r a 1 1 k * T h e r e f o r e , w e 

h a v e : 

2 q 
l i m -j-y- [ f ( x k ) - f ( x k + 1 ) ] > l k H x k - x k n 2 > 0 
k+°° k k k*°° P 

k k 2 
And u s i n g p a r t i ) a b o v e : l i m Hx - x 1 = 0 . 

i i i ) To s h o w t h i s p a r t , w e u s e t h e f o l l o w i n g f r o m l e m m a 4 : 

2 
f ( z ) - f ( x k ) < X V f ( x k ) t ( x k - x k ) + flx

k _ x

k u 2 

P 2 p 

k k k 
w h e r e z = x + X ( x - x ) , C > 0 

P 

k + 1 k k k 
I n p a r t i c u l a r , g i v e n X ^ , x » x + ^ k ^ X p ~ x ) » a n d : 

a 2 

f ( x k + 1 ) - f ( x k ) < X, V f C x * ) ' ( x k - x k ) + - s ^ l x k - x k » 2 

fc p 2 p 

N o w , u s i n g p a r t i i ) a b o v e : 

k + 1 k k t k k 
0 - l i m [ f ( x ) - f ( x ) ] < . l i m X v f ( x ) ( x - x ) 

k-*°° k * 0 0 P 

+ l i m — 1 x k — x k H 2 

k + ~ 2 P 

S i n c e X^ e ( 0 , 1 ] a n d 0 < C < « , w e h a v e : 
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0 < l i m X V f ( x

k ) t ( x k - x k ) < l i m V f ( x

k ) t ( x k - x k ) ( 2 . 1 4 ) 
1-foo P P It-*"00 ^ 

k t k k 
S i n c e ^ f ( x ) ( x ^ - x ) < 0 f o r a l l k , w e h a v e : 

0 < l i m V f ( x

k ) t ( x k - x k ) < 0 ( 2 . 1 5 ) 
k - ~ P 

w h i c h i m p l i e s t h a t : 

l i m V f ( x

k ) t ( x k - x k ) = 0 
k - « P 

B e f o r e w e s h o w t h e n e x t p a r t , w e n o t e t h a t s i n c e { f ( x ) } f* a n d 

( f ( z n ) } i s a s u b s e q u e n c e o f f f ( x k ) } , we h a v e ( f ( z n ) } f * . 

i v ) P a r t i i ) a b o v e s h o w e d t h a t l i m I x * - x . B = l i m Bd B = 0 . 

i + o o P 1 i + o o 1 

U s i n g t h i s f a c t w i t h t h e d e f i n i t i o n o f { z 1 1 } , w e h a v e : 

Bz - z B = B X - x B = B E X d B < 7 Bd I 

n n 

s i n c e X^ < 1 f o r a l l 1 f r o m l e m m a 4 . 

N o w , t a k i n g l i m i t s we h a v e : 

+ 1

 k ( n + l ) - 1 

0 < l i r a B z 1 1 - z n B < l i m E Bd B = 0 
n+°° k +«> i = k 

n n 
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a n d i t f o l l o w s t h a t : l i m Hz - z 1 =» 0 . 
n>°° 

v ) To p r o v e t h i s p a r t w e a s s u m e t h a t t h e s u b s e q u e n c e 

c o n v e r g e s t o z * i n t h e s e t { x | A x < b ) . We n o w s h o w t h a t z * I s a 

s t a t i o n a r y p o i n t o f t h e p r o b l e m { M i n f ( x ) | Ax < b } . 

L e t y b e a n y p o i n t i n { x | Ax < b } . T h e n : 

n N t , n N n N t , n n n N V f ( z ) ( y - z ) • V f ( z ) ( y - z + z - z ) 
P P 

w h e r e z Q i s t h e p r o j e c t i o n o f z 1 1 o n t o { x ! Ax < b } . 
p u 1 

vf<«V(y - «n) - v « « V ( y - «°) + v f<«V<," - z

n ) 
p p 

. 1 , n n x t , n N _ _ , n N t , n n N 

> — ( z p - z ) ( z p - y ) + V f ( z ) ( z p - z ) 

( f r o m l e m m a 2 - i ) 

U s i n g t h e S c h w a r t z i n e q u a l i t y a n d l e m m a 2 , w e h a v e : 

1_ 
- ( z n - z " / ^ - y ) > - [ 2 a n V f ( z n ) t ( z n - - yl] 2 

f r o m w h i c h w e g e t : 

I 

V f ( z t l ) t ( y - z n ) > 1- - [ 2 a n V f ( z t l ) t ( z n - z " ) ] 2 H z n - yH 
n P P 

+ tff(z ) ( Z p - z ) ( 2 . 1 6 ) 
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N o w , s i n c e t h e s e t { x | Ax < b } i s a s s u m e d t o b e b o u n d e d , a n d z ^ , 

y e { x | Ax < b } , t h e r e e x i s t s a p o s i t i v e n u m b e r B s u c h t h a t || z ^ - y | | ^ 

B f o r a l l n a n d f o r a l l y e { x | Ax < b } . I n a d d i t i o n , u s i n g t h e f a c t 

t h a t 0 < a < a n > n , ( 2 . 1 6 ) c a n b e w r i t t e n a s : 

1 
c / n v t / n N ^ —Bv2 r v , - . / n N t / n n N l 2 n^t, ti n N 

V f ( z ) ( y - z ) > [ V f ( z ) ( z - z )J + V f ( z ) ( z - z ) 
, — P P 

N o w , a s n •+ °° a n d b y c o n t i n u i t y o f V f ( x ) , w e h a v e : 

l i m Vf ( z ) ( y - z ) > [ l i m [V f ( z ) ( z - z ) ] 
n-x» VcT~ n-*» ^ 

, . _ _ / n v t / n n N + l i m V f ( z ) ( z - z ) 
p 

n-*» 

F i n a l l y , f r o m p a r t i i i ) o f t h i s t h e o r e m , t h e r i g h t h a n d s i d e o f t h e l a s t 

e x p r e s s i o n g o e s t o z e r o a n d w e g e t : 

V f ( z * ) ( y - z * ) > 0 ( 2 . 1 7 ) 

S i n c e y i s a n y p o i n t i n { x | A x < b } , a n d s i n c e { x I Ax < b } i s c l o s e d 

a n d c o n v e x , e x p r e s s i o n ( 2 . 1 7 ) s h o w s t h a t z * i s a s t a t i o n a r y p o i n t o f f 

i n { x I Ax < b } 

R e m a r k . I f t h e t w i c e c o n t i n u o u s d i f f e r e n t i a b i l i t y a s s u m p t i o n i s 

d i s p e n s e d w i t h , t h e n u n d e r t h e w e a k e r c o n d i t i o n s o f l e m m a s 3 a n d 5 w e 

c a n s h o w t h e f o l l o w i n g : A n y a c c u m u l a t i o n p o i n t o f t h e s u b s e q u e n c e 
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I s a s t a t i o n a r y p o i n t . 

C l e a r l y , i f w e a s s u m e { z 1 1 } K z * , K c { 0 , 1 , 2 . . . } a n d b y 

c o n t r a d i c t i o n w e s u p p o s e t h a t z * i s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t , t h e n w e 

h a v e : 

k - 1 2 
K ( n + 1 ) I d I * 

f ( z n ) - f ( z n + i ) > I [o X — 1 - ] 
1 - k i 

n 

> T a X<5 > aXS > 0 
i - k ° -

n 

S i n c e f o r k l a r g e e n o u g h a > a , X > X_, fldj^/2a^ > 6 a n d ( k n + * - k ) 

i s f i n i t e . 

N o w , s i n c e f d e c r e a s e s a t e a c h i t e r a t i o n i f f o l l o w s t h a t f ( z n ) ->-

T h i s I s i m p o s s i b l e s i n c e f ( z n ) i s b o u n d e d b e l o w a n d h e n c e c o n v e r g e s t o f * . 

A s a r e s u l t o f t h e l a s t t h e o r e m , i t w a s s h o w n t h a t t h e d i f f e r e n c e s 

i n t h e t a i l o f t h e s u b s e q u e n c e o f r e s t a r t i n g p o i n t s c o n v e r g e t o z e r o . 

T h i s p r o p e r t y t o g e t h e r w i t h t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e s u b s e q u e n c e h a s a 

f i n i t e n u m b e r o f a c c u m u l a t i o n p o i n t s w i l l e n a b l e u s t o s h o w t h a t i t 

c o n v e r g e s t o a s i n g l e s t a t i o n a r y p o i n t . T h i s i s t h e o b j e c t o f t h e n e x t 

t h e o r e m . 

T h e o r e m 2 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , a s s u m e t h a t t h e s u b s e q u e n c e { z 1 1 } 

d e f i n e d i n t h e o r e m 1 h a s a f i n i t e n u m b e r o f a c c u m u l a t i o n p o i n t s . T h e n 

{ z 1 1 } c o n v e r g e s t o a s i n g l e s t a t i o n a r y p o i n t . 



150 

P r o o f . F i r s t , w e n o t e t h a t z 1 1 i s f e a s i b l e f o r a l l n > 0 , a n d t h a t 

f ( z n ) < f ( x ) , f o r a l l n > 0 . T h e r e f o r e { z 1 1 } e S . A l s o , s i n c e 
o 

l i m Hz - z H = 0 , t h i s s e q u e n c e i s " s t r o n g l y d o w n w a r d " a s d e f i n e d b y 

O r t e g a n d R h e i n b o l d t ( 1 9 7 0 , t h e o r e m 1 4 . 1 . 5 ) . 

N o w , l e t t h e s e t o f a c c u m u l a t i o n p o i n t s o f { z 1 1 } b e 

* = ( x \ x 2 , x ^ } , I > 0 

t h e n : 

5 = M i n f H x 1 - x j H | i * 1 ; i , j - 1 , . . . , £ } > 0 

N o t e t h a t s i n c e I i s f i n i t e 6 i s w e l l d e f i n e d . We c a n c h o o s e n > 0 
o 

s u c h t h a t z n i s w i t h i n 5 / 4 o f o n e o f t h e 1 a c c u m u l a t i o n p o i n t s a n d a t 

t h e s a m e t i m e flzn+^ - z n H < 6 / 4 , f o r a l l n > n . To s e e t h a t t h i s 
o 

c h o i c e i s p o s s i b l e s u p p o s e t h a t H z 1 1 - x*H < 6 / 4 f o r a g i v e n i a n d t h a t 

Hz^" 1" 1 - z n H > 6 / 4 f o r a l l n > n ^ . T h i s i m p l i e s t h a t H z n + 1 - z n f l 0 , 

a c o n t r a d i c t i o n . 

N o w , c o n s i d e r z , w h e r e 1 > n . T h e n t h e r e e x i s t s a n 1 < i < I s o 
j o 

t h a t IIz^ - x*H < 6 / 4 . W i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y s u p p o s e i = 1 . T h e n 

w e h a v e : 

- i ' _ i -±' -i 
Hx - x 1 < Hx - z . . , " + H z , , , , - x 1 

j + 1 j + 1 

< H x 1 ' - z ^ + 1 H + H x 1 - z ^ l + Hz^ - Z

1 + 1

B » i f > 2 
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w h i c h i m p l i e s t h a t : 

- z 
3+1 .1+1 

> 6 - 2 6/4 - 6/2, i » > 2 

I n o t h e r w o r d s , z 
3+1 i s n o t w i t h i n 6/4 o f t h e a c c u m u l a t i o n p o i n t s x , x , 

. . . . x • T h e r e f o r e i t m u s t b e w i t h i n 6/4 o f x f o r a l l n > j . T h i s 

* a r e s t a t i o n a r y p o i n t s , t h e p r o o f i s c o m p l e t e . 

F i n a l l y , t o c o m p l e t e t h e s t u d y o f t h e s u b s e q u e n c e o f r e s t a r t i n g 

p o i n t s w e s h o w t h a t g l o b a l c o n v e r g e s w i l l t a k e p l a c e u n d e r c o n v e x i t y o f 

t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n . T h i s i s t h e o b j e c t o f t h e n e x t t h e o r e m . 

T h e o r e m 3 . L e t f b e c o n t i n o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s c a l a r s m^ 

a n d m„ w i t h 0 < m, < ra. s u c h t h a t : 

m e a n s t h a t x , . . . , x c a n n o t b e l i m i t p o i n t s o f { z 1 1 } w h i c h i m p l i e s t h a t 

1=1 a n d t h a t { z 1 1 } c o n v e r g e s t o a s i n g l e p o i n t i n $ . S i n c e a l l p o i n t s i n 

2 1 2 

2 t 2 n 
m ByII < y G ( x ) y < m 0 Ryn , x e S a n d y e E . 

L e t ( z > b e t h e s e q u e n c e d e f i n e d i n t h e o r e m 1. T h e n : 

I ) l i m f ( z n ) = f* - M i n f f ( x ) | x e S> 
n+°° 

i i ) { z 1 1 } + x * , t h e u n i q u e m i n i m l z e r o f f o v e r S . 

P r o o f * i ) By a s s u m p t i o n , f ( x ) i s c o n v e x w h i c h i m p l i e s t h a t i t 

h a s a u n i q u e m i n i m l z e r x * o n t h e s e t S» H e n c e : 
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0 < f ( z n ) - f ( x * ) ( 2 . 1 8 ) 

A l s o , f r o m t h e T a y l o r S e r i e s E x p a n s i o n : 

f ( x * ) = f ( z n ) + V f t ( z I l ) ( x * - z n ) + j ( x * - z n ) t G ( z ; * ) ( x * - z n ) 

w h e r e C* e L ( x * , z n ) , w e h a v e : 

f ( x * ) - f ( z n ) > - V f ( z n ) t ( z n - x * ) + i-m HX* - z n H 2 

> - V f ( z n ) t ( z n - x * ) 

= > f ( z n ) - f ( x * ) < V f ( z n ) t ( z n - x * ) ( 2 . 1 9 ) 

N o w , u s i n g l e m m a 2 , p a r t i ) , w e h a v e : 

r j £ / n N t , n . N n N t , n n N 1 . n n N t , n . N V f ( z ) ( z - x * ) < V f ( z ) ( z - z ) - •=•— ( z - z ) ( z - x * ) 
p l a . p p 

n 

n N t , n n N 1 , n n N t , n . N - V f ( z ) ( z - Z ) + -7T— ( z - z ) ( z - X * ) 
p zot p p 

^ r r / ? ^ i i . t . n n v 1 H n n _ _ n 
< V f ( z ) ( z - z ) + • = — Hz - z H Hz - x*H 

p 2 a n p p 

A l s o , u s i n g t h e f a c t t h a t : 

„ n n . 2 , _ _ _ , n v t . n n v flz - z It < 2 a V f ( z ) ( z - z ) 
p n p 
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we g e t : 

V f ( z ) ( z - x * ) < V f ( z ) ( z - z p ) 

1_ 

+ 25" [ 2 « n v f ( 8 n ) t ( z n - z " ) ] 2 H z * - x*H (2.20) 
n 

N o w , s i n c e z 1 1 , x * a r e i n t h e s e t { x I Ax < b } a n d t h i s s e t i s a s s u m e d t o 
P 

b e b o u n d e d , t h e r e e x i s t a p o s i t i v e n u m b e r D s u c h t h a t : 

R z 1 1 - x*H < D f o r a l l n > 0 
P 

I n a d d i t i o n , s i n c e 0 < a < a f o r a l l n > 0, w e o b t a i n f r o m ( 2 . 1 8 ) , 
' o n 

( 2 . 1 9 ) a n d (2.20) t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n : 

0 < f ( z n ) - f ( x * ) < V f ( z n ) t ( z n - x * ) 

< V f ( z n ) t ( z n - z n ) + -2— [ V f ( z n ) t ( z n 

P Jl^T 
o 

N o w , a s n g o e s t o i n f i n i t y , w e h a v e : 

0 < l i m ( f ( z n ) - f ( x * ) > < l i m { V f ( z

n ) t ( z n - z n ) 
n->°° n-*-* P 

+ l i m -5— V f ( z n ) t ( z , r i - z n ) (2.21) 
n->°° /2a p 

1_ 
n N n 2 
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T h e r i g h t h a n d s i d e o f ( 2 . 2 1 ) g o e s t o z e r o f r o m p a r t i i i ) o f t h e o r e m 1 

a n d w e f i n a l l y g e t : 

0 < l i m ( f ( z n ) - f ( x * ) > < 0 
n t 0 0 

= > l i m ( f ( z n ) } - f ( x * ) = M i n ( f ( x ) | Ax < b } 

w h i c h c o m p l e s t h e p r o o f o f p a r t i ) 

i i ) To p r o v e t h i s p a r t we n o t e t h a t t h e s e t $ d e f i n e d i n t h e o r e m 2 

c o n t a i n s a s i n g l e p o i n t . T h a t i s , * * ( x * l s i n c e f ( x ) i s c o n v e x . 

T h e r e f o r e , t h e e n t i r e s e q u e n c e { z 1 1 } c o n v e r g e s t o x * s i n c e S i s b o u n d e d . 

T h i s n o w c o m p l e t e s t h e c o n v e r g e n c e s t u d y o f t h e s u b s e q u e n c e o f 

r e s t a r t i n g p o i n t s . I n t h e n e x t p a r t we w i l l c o n s i d e r t h e s e q u e n c e o f 

a l l p o i n t s ( b o t h r e s t a r t i n g a n d c o n j u g a t e ) a n d s h o w t h a t i t e s s e n t i a l l y 

h a s t h e s a m e c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s . 

2 . 4 C o n v e r g e n c e o f t h e S e q u e n c e G e n e r a t e d b y t h e A l g o r i t h m 

T h i s p a r t i s a d i r e c t c o n s e q u e n c e o f t h e c o n v e r g e n c e r e s u l t s 

e s t a b l i s h e d s o f a r . We f i r s t s h o w t h a t c l u s t e r p o i n t s o f t h e s e q u e n c e 

a r e s t a t i o n a r y p o i n t s a n d t h a t t h e s e q u e n c e i s " s t r o n g l y d o w n w a r d . " 

U n d e r a d d i t i o n a l a s s u m p t i o n s t h e w h o l e s e q u e n c e w i l l c o n v e r g e . 

T h e o r e m 4 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . T h e a l g o r i t h m w i l l p r o d u c e a s e q u e n c e { x } w i t h 

t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : 

k k 
i ) x e S a n d { f ( x ) } i s s t r i c t l y d e c r e a s i n g 
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k + 1 k 
i i ) l i m Hx - x 1 = 0 

k + « 

i i i ) E v e r y a c c u m u l a t i o n p o i n t o f { x ^ } i s a s t a t i o n a r y p o i n t . 

P r o o f . i ) T h i s p a r t h o l d s b y d e f i n i t i o n , 

i i ) F r o m t h e e x p r e s s i o n : 

k + 1 k , . , k k N x = x + X, ( x - x ) 
k p 

w e h a v e : 

0 < R x k + 1 - x k H < X H x k - x k H 
P 

B y l e m m a 5 , X^ < l , ¥ k , w h i c h i m p l i e s t h a t : 

0 < l i m « x k + 1 - x k H < l i m H x k - x S 
k>°° k+°° P 

And b y p a r t i i ) o f t h e o r e m 1 , i t f o l l o w s t h a t : 

k+1 k 
l i m Hx - x H = 0 ( 2 . 2 2 ) 

i i i ) To s h o w t h i s p a r t w e l e t x b e a n a c c u m u l a t i o n p o i n t o f { x ^ 

k -

T h a t i s ( x }K + x , < c { 0 , 1 , 2 , . . . } . The t h r e e f o l l o w i n g c a s e s m a y 

a r i s e : 

C a s e 1 : T h e e l e m e n t s o f < c o r r e s p o n d t o r e s t a r t i n g i t e r a t i o n s . 

T h a t i s tc M. B y p a r t 2 . 3 a b o v e x i s a s t a t i o n a r y p o i n t . 



156 

C a s e 2 : S o m e e l e m e n t s o f k a r e i n M a n d s o m e o t h e r s a r e n o t i n M 

( t h a t i s < i s a s e t o f m i x e d i t e r a t i o n s ) . T h e n w e c a n e x t r a c t a f u r t h e r 

k k — 
s u b s e q u e n c e { x } t c r c K w i t h e l e m e n t s a l l i n M, a n d { x } < r x . S i n c e 

< r c M I f f o l l o w s a g a i n t h a t x i s a s t a t i o n a r y p o i n t . 

C a s e 3 : A l l t h e e l e m e n t s o f k a r e n o t i n M. H e r e w e a s s u m e b y 

c o n t r a d i c t i o n t h a t x I s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t . T h e n b y l e m m a 3 t h e r e 

2 

i s a m e m b e r 6 > 0 s o t h a t "d^ff / ^ a ^ > <5 f o r k c K l a r g e e n o u g h . A l s o , 

b y l e m m a 5 t h e r e e x i s t a m e m b e r O 0 s o t h a t X^ > X_ f o r k e k l a r g e 

e n o u g h . T h e n , b y s t e p 3 o f t h e a l g o r i t h m w e h a v e : 

2 

f ( x K ) - f ( x K + i ) > o f c X > ^ = 6 > 0 ( 2 . 2 3 ) 
K 1 

s i n c e 0 < a < o, a n d 0 < a < c l < a , f o r a l l k > 0 . 
o k o k 1 

B y p a r t i ) o f t h i s t h e o r e m , ( 2 . 2 3 ) i m p l i e s t h a t f ( x " ) T h i s 
k , 

k — 
c o n t r a d i c t s t h e f a c t t h e { f ( x ) } c o n v e r g e s t o f* a n d h e n c e x i s a 

s t a t i o n a r y p o i n t , c o m p l e t i n g t h e p r o o f o f t h e t h e o r e m . 

k 
C o r o l l a r y 4 . 1 . U n d e r t h e a s s u m p t i o n s o f t h e o r e m 4 , i f { x } h a s a 

f i n i t e n u m b e r o f a c c u m u l a t i o n p o i n t s , i t c o n v e r g e s t o a s i n g l e o n e . 

P r o o f . U s i n g t h e f a c t s t h a t { f ( x ) } i s d e c r e a s i n g a n d t h a t 

k + 1 k 
l i r a Wx - x 1 = 0 , t h e r e s u l t f o l l o w s f r o m t h e a r g u m e n t u s e d i n 
k + » 

t h e o r e m 2 . 

C o r o l l a r y 4 . 2 . U n d e r t h e a s s u m p t i o n s o f t h e o r e m 4 a n d a s s u m i n g 

t h a t f i s s t r i c t l y c o n v e x , t h e s e q u e n c e { x } g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m 

c o n v e r g e s t o t h e u n i q u e m i n i m l z e r o f f o v e r S . 

P r o o f . H e r e a l s o t h e p r o o f f o l l o w s f r o m t h e s a m e a r g u m e n t u s e d i n 

t h e o r e m 2 . 
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CHAPTER V 

LOCAL CONVERGENCE ANALYSIS 

1 . I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s c h a p t e r we s h o w t h a t t h e s e q u e n c e o f p o i n t s g e n e r a t e d b y 

t h e a l g o r i t h m p r o p o s e d i n C h a p t e r I I I w i l l e x h i b i t a s u p e r l i n e a r r a t e o f 

c o n v e r g e n c e i n t h e v i c i n i t y o f a s o l u t i o n p o i n t . F o r t h a t w e w i l l n e e d 

s o m e s t r o n g e r a s s u m p t i o n s w h i c h we n o w s t a t e a n d w i l l r e f e r t o w h e n e v e r 

r e q u i r e d a s a s s u m p t i o n A . 

A s s u m p t i o n A . G i v e n t h e f u n c t i o n f a n d t h e s e q u e n c e { x } 

g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m , t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s a r e a s s u m e d : 

i ) T h e s e q u e n c e { x } g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m c o n v e r g e s t o 

x * . 

i i ) f i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e i n a n e i g h b o r h o o d o f 

x * , N ( x * ) , e > 0 . 
e o 

o 
i i i ) T h e r e e x i s t m e m b e r s m^ a n d m^ w i t h 0 < m^ < m^ s u c h t h a t : 

2 t 2 
Ry" < y G ( x * ) y < Ryl 

f o r a l l y e E n w i t h a ^ y = 0 ; i = l , . . . , r 

i v ) T h e s t r i c t c o m p l e m e n t a r y s l a c k n e s s c o n d i t i o n h o l d s a t x * . 

T h a t i s , a s s u m i n g t h a t f a . , . . . , a } a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t , w e h a v e : 
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a ^ x * < b ^ ; i = r + l , . . . , r a 

u * > 0 1 = 1 , 

I n a d d i t i o n , t h r e e i n t e r m e d i a t e r e s u l t s w i l l b e n e e d t o p r o v e t h e r a t e 

o f c o n v e r g e n c e . T h e r e f o r e , t h e r e m a i n d e r o f t h e c h a p t e r w i l l b e 

o r g a n i z e d a s f o l l o w s : 

I ) T h e f i r s t p a r t w i l l b e c o n c e r n e d w i t h s h o w i n g t h a t a f t e r a 

w h i l e t h e s e t o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l n o t c h a n g e ( t h e o r e m 5 ) . T h e 

i m p o r t a n c e o f t h i s r e s u l t i s t h a t i t s h o w s t h a t o n c e t h e a l g o r i t h m g e t s 

c l o s e e n o u g h t o x * , i t e v e n t u a l l y b e c o m e s e q u i v a l e n t t o a c o n j u g a t e 

d i r e c t i o n m e t h o d o n t h e s u b s p a c e ( y | a ^ y = 0 ; i = l , . . . , r } . 

C o n s e q u e n t l y , t h e r a t e o f c o n v e r g e n c e o f t h e m e t h o d i s d e t e r m i n e d b y t h e 

H e s s i a n o f f r e s t r i c t e d t o t h e s u b s p a c e { y | a ^ y = 0 ; 1 = 1 , . . . , r } r a t h e r 

t h a n t h e w h o l e s p a c e E n . T h a t t h e s e t o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l 

s t a b i l i z e w i l l r e s u l t f r o m l e m m a s 7 , 8 , a n d 9 . T h e s e s h o w t h a t t h e 

s e q u e n c e o f K u h n - T u c k e r m u l t i p l i e r s g e n e r a t e d b y s o l v i n g t h e p r o j e c t i o n 

p r o b l e m c o n v e r g e s t o t h e K u h n - T u c k e r m u l t i p l i e r s u * a t t h e s o l u t i o n 

p o i n t x * . 

i i ) T h i s p a r t w i l l s h o w t h a t t h e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n t o t h e 

s t e p - s i z e o f t h e M u k a i - t y p e w i l l h a v e t h e n e c e s s a r y p r o p e r t i e s r e q u i r e d 

b y t h e c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a l g o r i t h m . F i r s t , t h e s t e p - s i z e i s 

u n i f o r m l y b o u n d e d ( l e m m a 1 0 ) . S e c o n d , t h e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n w i l l b e 

c l o s e e n o u g h t o t h e e x a c t s t e p - s i z e s o t h a t i t w i l l a l w a y s b e t a k e n 

w i t h o u t f u r t h e r t r i a l s ( t h e o r e m 6 ) . 
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i i i ) T h e t h i r d p a r t w i l l s h o w t h a t e v e n t u a l l y t h e d i r e c t i o n s 

c o n s t r u c t e d b y t h e a l g o r i t h m w i l l s a t i s f y t h e f o l l o w i n g c o n j u g a c y 

p r o p e r t y : 

, k , , k + l 
G i v e n d a n d d , t h e n : 

( d k ) t G ( x * ) d k + 1 ^ n 

k k+T" 0 a s k + 
l i d K | | l | d K A | | 

T o s e e h o w t h a t w i l l b e a c h i e v e d b y t h e a l g o r i t h m w e n o t e t h e 

f o l l o w i n g : 

A s s u m i n g t h a t f i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e , b y T a y l o r ' s 

T h e o r e m w e h a v e : 

Xr k + K - e k v , x r \ _ r k . k + 1 k v , , k + 1 k v . , d Evf (x ) - V f ( x ) ] = d [ J G [ x + t ( x - x ) ] ( x - x ) d t ] 

, t o / k w k+1 k v k _ f k k + K 
= d G(c ) ( x - x ) , C £ L f c ( x , x ) 

= X k d t G ( c k ) d k 

= A k d t G ( x * ) d k + Akd t[G(Ck) - G ( x * ) ] d 1 

k 

Now i f w e d e n o t e t h e e r r o r t e r m [G(C ) - G ( x * ) ] b y E k , w e h a v e : 

I v £ ( x k + 1 ) - v f ( K k ) ] t d k + 1 = A k ( d k ) t G ( x * ) d k + 1 . X k ( d k ) \ d k + 1 
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f r o m w h i c h : 

f V f ( x k + 1 ) - V f ( x W + 1 . V d k ) t G ( » * ) d l r t - 1
 X k ( d k ) \ d k + 1 

V k + 1 lc k + 1 k k + 1 
X , I d I I d I X t I d I I d I X . I d » I d I 

k k k 

Now f o r k •*• 0 8 , x •*• x * a n d > 0 w h i c h g i v e s : 

( 1 . 1 ) 

( d k ) t G ( x * ) d k + 1 

n d k n i d k + 1 i 

+ 0 a s k •*• 8 8 

s i n c e i n t h e a l g o r i t h m t h e l e f t - h a n d s i d e o f ( 1 . 1 ) i s a l w a y s e q u a l t o 

z e r o . T h i s r e s u l t w i l l b e e s t a b l i s h e d i n l e m m a 1 1 . 

i v ) F i n a l l y , i n t h e l a s t p a r t w e e s t a b l i s h t h e s u p e r l i n e a r r a t e 

o f c o n v e r g e n c e ( t h e o r e m 7 ) . T h e b a s i c i d e a b e h i n d t h e r e s u l t i s a s 

f o l l o w s : 

F r o m t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m w e h a v e : 

( x k - x k ) + t y V f ( X

k ) + A f c ^ ] + Y ^ v k = 0 

o r , d k + a k [ V f ( x

k ) + A f c ~ ] = - Y ^ ( 1 . 2 ) 

k k t —t — 
As d 0 , V f ( x ) •*• V f ( x * ) a n d A * A u * w h e r e A i s t h e m a t r i x o f 

b i n d i n g c o n s t r a i n t s , t h e l e f t - h a n d s i d e o f ( 1 . 2 ) w i l l g o t o z e r o . How 

f a s t w i l l t h a t h a p p e n d e p e n d s o n h o w f a s t Y k v k g o e s t o z e r o . We s h o w i n 

l e m m a 1 3 t h a t Y ^ v k i s g o v e r n e d b y s e c o n d o r d e r i n f o r m a t i o n . T h a t i s , 
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t k 

Y ^ v ^ » 0 [ G ( x ) - G ( x * ) ] b e c a u s e t h e a p p r o x i m a t e c o n j u g a c y p r o p e r t y 

d e f i n e d a b o v e h o l d s . H e n c e t h e s e c o n d o r d e r r a t e o f c o n v e r g e n c e w i l l b e 

a c h i e v e d . Lemma 1 2 w i l l e s t a b l i s h s o m e i n t e r m e d i a t e r e s u l t s w h i c h a r e 

n e e d e d f o r l e m m a 1 3 a n d t h e o r e m 7 . 

2 . S t a b i l i z a t i o n o f t h e S e t o f B i n d i n g C o n s t r a i n t s 

To s h o w t h a t t h e b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l e v e n t u a l l y r e m a i n t h e 

s a m e w e w i l l f i r s t s h o w t h a t u ^ •*• u * , t h e v e c t o r o f K u h n - T u c k e r 

m u l t i p l i e r s a t x * . F o r t h i s w e f i r s t n e e d t h e f o l l o w i n g I n t e r m e d i a t e 

r e s u l t e s t a b l i s h i n g a p r o p e r t y o f m u l t i p l i e r s a s s o c i a t e d w i t h l i n e a r 

i n d e p e n d e n t v e c t o r s . 

Lemma 7 . S u p p o s e t h a t ( a ^ , . . . , a r ) a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t . T h e n 

r 

t h e r e e x i s t s y^ > 0 s u c h t h a t i f z e E i s g i v e n b y z = ^ i a i * t n e n 

w e h a v e : 

m a x i m u m { |IT ( } < y II zll 
K i < r 

P r o o f . L e t A = [ a , , . . . , a ] a n ( n x r ) m a t r i x w h o s e c o l u m n a r e t h e 
1 r 

r 

c o l u m n v e c t o r s a ^ , i = l , . . . , r . G i v e n z = ^^Tl^a^ a n d l e t t i n g 

TT = ( I T 1 , . . . , F r ) t w e h a v e : 

z = ATT o r A^z « ( A ^ ) ^ 

f r o m w h i c h TT = ( A ^ ) " 1 Atz 
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C l e a r l y , TT^ - [ ( A ^ ) " 1 A t ] i z 

And 

In | - | [ ( A ^ ) " ^ ] z | < l l ( A t A ) ~ 1 A t l l 1 ItzU 

< Max imum CH C A f c A ) 1 A t H I I z O = Y - J z l 
K i < r 

w h e r e T . = Max imum ( f l ( A t A ) ^"AtH } 
K i < r 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f . 

L e t k e M a n d k + 1 , k + 2 , k + q ^ t M. T h a t i s q f c c o n j u g a t e 

d i r e c t i o n s a r e c o n t r u c t e d a f t e r t h e k t h r e s t a r t . L e t 0 < I < q , a n d 
k 

n o t e t h a t I i s d e p e n d e n t o n k . T h e n e x t r e s u l t w i l l s h o w t h a t f o r 

i = r + l , . . . , m f ^ ^ l j 0 . C l e a r l y , i f £ = 0 i t c o r r e s p o n d s t o a r e s t a r t i n g 

I t e r a t i o n a n d i f £ > 1 i t c o r r e s p o n d s t o a c o n j u g a t e d i r e c t i o n i t e r a t i o n . 

Lemma 8 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , l e t a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n 

o n e b e s a t i s f i e d . L e t [ u

k + ^ l ^ b e t h e i t h c o m p o n e n t o f t h e K u h n - T u c k e r 

v e c t o r a s s o c i a t e d w i t h t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s o f t h e ( k + £ ) t h 

p r o j e c t i o n p r o b l e m . T h e n f o r k l a r g e e n o u g h we h a v e : 

f u k + * ] i * ° ; 1 = r + 1 » ' - - > m » 0 < 1 < \ 

P r o o f . F r o m t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m 

( P P ) w i t h 0 < I < q f c , w e h a v e : 
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, k+9, k+fc, 
( x - x 

P 

r k+1? 

w h e r e i f £ = 0 , f r o m t h e a l g o r i t h m w e h a v e = 0 , a n d t h e a b o v e 

c o n d i t i o n s r e d u c e t o t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e k t h p r o j e c t i o n 

p r o b l e m , w i t h k e M. F i r s t , w e n o t e t h a t ( 2 . 3 ) i s e q u i v a l e n t t o : 

k+H k+fc 
N o w , m u l t i p l y i n g ( 2 . 1 ) t h r o u g h b y ( x - x ) we g e t : 

. k + * k + f c H 2 L _ t , k+fc k + f c . ^ ? f U k + £ ^1 t , k + * k + £ N 1 

"X

P " x 1 + W W X

P " x ^ i i x ' v T " a* p " x 

. v r , t , k+Jt k + £ x A 

U s i n g ( 2 . 4 ) a n d l e t t i n g : 

. . k + * k + * „ 2 , t , k+9, k + f c v 

\+i ' "X

P ~ x 1 + °W W X

P " x > 

w e h a v e : 



1 = 1 

N o w , f r o m ( 2 . 2 ) w e h a v e : 

\ [ t W i a i ( x p " x > + W " 0 

a n d ( 2 . 5 ) c a n b e w r i t t e n a s : 

i » l 

N o w , a s k • b y t h e o r e m 1 i n C h a p t e r I I I , 6 , „ •> 0 a n d 

m 

£ [uk+)ili(bi - v > * 0 

t k+ i t 

B u t s i n c e b f - a f x > 0 , F u ^ J j > 0 f o r a l l k a n d 0 < it 

i s e q u i v a l e n t t o : 

t k + £ 
r \ + £ J i ( b i " a i x > * ° » ± = 1 , — ,m 
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k + £ 
A l s o , a s k •»• ° ° , x -»• x * a n d f o r i = r + l , . . . , m , u s i n g a s s u m p t i o n A: 

t k + £ _ t . . _ 
- a ^ x > b L - a ^ x * > 0 

w h i c h i m p l i e s t h a t t h e r e e x i s t s a k ^ s u c h t h a t f o r a l l k > k ^ , 

t k + 1 

- a ^ x > 0 f o r i = r + l , . . . , r a a n d t h e r e f o r e : 

f u k + J t U * 0 ; 1 = r + l » « " >

m ; 0 < I < q k . 

w h i c h c o m p l e t e t h e p r o o f o f t h i s l e m m a . 

We n e x t s h o w t h a t f o r k l a r g e e n o u g h t h e K u h n - T u c k e r m u l t i p l i e r s 

a s s o c i a t e d w i t h t h e b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l b e s t r i c t l y p o s i t i v e . 

Lemma 9 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , l e t : a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n 

o n e b e s a t i s f i e d . L e t C ^ + g l ^ h e a s d e f i n e d i n l e m m a 8 . T h e n f o r k 

l a r g e e n o u g h we h a v e : 

[ u k + * ] i 
* [u*L 5 i = l , . . . , r ; ft < i < q k + £ 

P r o o f . H e r e w e w i l l u s e a n i n d u c t i o n a r g u m e n t . L e t £ = 0 t h e n f r o m 

( 2 . 1 ) i n l e m m a 8 w e h a v e : 

( x * - x * ) + c l [ g + >; - J L - * a ] = 0 ( 2 . 7 ) 
p K K 1 = 1 \ 1 
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A l s o , a t x * w e h a v e : 

r 
V f ( x * ) + > [ u * ] a = 0 ( 2 . 8 ) 

1 = 1 

w h e r e [ u * ] ^ , i = l , . . . , r a r e u n i q u e s i n c e a ^ , 1 = 1 , . . . , r a r e l i n e a r l y 

i n d e p e n d e n t . 

F r o m ( 2 . 8 ) a n d ( 2 . 7 ) w e h a v e : 

[ 8 K . W ) ] + ( X P . X > + ^ _ L . T . > , W T . , . ± 

S i n c e ( a ^ , . . . , a r ) a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t , f r o m l e m m a 7 t h e r e e x i s t s 

> 0 s u c h t h a t : 

0 < m a x i m u m \ | [ u * ] — \ \ < y f i g . - V f ( x * ) H + — Hx - x It 
K K 1 1 \ \ P 

m 

i = r + l \ 

N o w , b y c o n t i n u i t y o f V f , t h e o r e m 1 i n C h a p t e r I I I , l e m m a 8 , a n d s i n c e 

i s u n i f o r m l y b o u n d e d , a s k » , w e g e t : 

0 < m a x i m u m { [ f u * ] - — — | \ + 0 
K K 1 ° k 
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w h i c h p r o v e s t h e d e s i r e d r e s u l t f r o fc*0. 

Now a s s u m e t h a t t h e r e s u l t h o l d s f o r 0 < I < q ^ . T h a t i s 

[ l W i 
a J i + [ u * ] . , f o r i = l , . . . , r ( 2 . 9 ) 

We n e e d t o e s t a b l i s h t h a t i t a l s o h o l d s t r u e f o r ( £ + 1 ) . F r o m ( 2 . 1 ) i n 

l e m m a 8 a n d ( 2 . 8 ) , a f t e r r e a r r a n g i n g t e r m s , w e h a v e : 

K + ' 1 - 1 ° W 1 1 i=r+l K + * 1 

m 

D e n o t i n g t h e r i g h t h a n d s i d e o f t h e a b o v e e x p r e s s i o n b y -̂HP a n d 

n o t i n g t h a t b y t h e o r e m 1 o f C h a p t e r I I I , l e m m a 8 , t h e c o n t i n u i t y o f g , 

( 2 . 9 ) a n d t h e u n i f o r m b o u n d e d n e s s o f ° ^ + ^ » \ + £ * 0 a s k * °°» a n ( * w e 

h a v e : 

w h i c h f o l l o w s f r o m t h e l i n e a r i n d e p e n d e n c e o f { y ^ i » •••rf^+x} a n < * l e m m a 

F i n a l l y , f r o m ( 2 . 1 0 ) , a s k + » , w e g e t : 

0 < m a x i m u m l ! v , J } + 0 a n d h e n c e H v . , , I I + 0 ( 2 . 1 1 ) 
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U s i n g ( 2 . 1 1 ) , t h e ( k + £ + l ) t h p r o j e c t i o n p r o b l e m a n d l e m m a 7 o n e 

m o r e t i m e , t h e s a m e a r g u m e n t i m p l i e s t h a t : 

k+fc+1 

a n d t h e p r o o f i s c o m p l e t e . 

We n o t e t h a t a s a c o n s e q u e n c e o f t h i s l e m m a , t h e r e e x i s t s a k^ 

s u c h t h a t f o r a l l k > k ^ , w e h a v e : 

[ u k + * ] i > 0 ; l ! s l » - - - . r ; 0 K 1 * \ 

U s i n g l e m m a s 8 a n d 9 w e n e x t s h o w t h a t e v e n t u a l l y t h e s e t o f 

b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l s t a b l i z e . 

T h e o r e m 5 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , l e t a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n 

o n e b e s a t i s f i e d . L e t f U j ^ l ^ D e a s d e f i n e d i n l e m m a 8 . T h e n t h e r e 

e x i s t s a n i n t e g e r k ^ s u c h t h a t f o r k > k ^ : 

t k U 4 1 
a i X ** i* » • • • » r 

t k 
a i X ^ b i * l = r + l , . . . , m 

P r o o f . By l e m m a 9 , t h e r e e x i s t s a n i n t e g e r k s u c h t h a t f o r 
o 

k > k Q : 
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— > 0 , f o r 0 < I < q. a n d 1 = 1 , . . . , r 

A l s o , f r o m : 

t- W+j?. 
[ u k + £ ] i ( a i x

P " V = 0 ; 0 < % * V 1 = 1 » - - - > r 

w e h a v e t h a t f o r k > k ^ : 

a t k + £ „ v j 0 < H < q, ; 1 = 1 , . . . , r 

F r o m t h e i t e r a t e s g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m : 

k+Jt+1 k+fc , , , k+£ k + £ N A x „ . 
x = x + A , . * ( x - x ) : 0 < £ < q, 

k + i l p ' ^1 

Two c a s e s c a n o c c u r : 

i ) A k + £ = T h i s I m p l i e s t h a t x

K + * + * = x k + ^ a n d 

a ^ x = b ^ , i = l , . . . , r a n d t h e r e s u l t f o l l o w s . 

k k 
1 1 ) A i < ! • 1 ° t h i s c a s e we n o t e t h a t b y c o n s t r u c t i o n , x = x fc+x. p 

f o r r e s t a r t i n g i t e r a t i o n s , a n d we h a v e : 



t k + « k + 1 t k + ^ k + 1 „ 
a , x = a . x = b . 

I i p i 

N o w , b y d e f i n i t i o n : 

k + q k + 1 k X , k + j k+1 -r 
x - x = ; ( x J - x 1 ) 

U s i n g ( 2 . 1 2 ) , w e h a v e : 

n t , k + c I k + 1 k . t , k + j k + j - l N M , 
0 - a ( x - x ) = ) a ( x J - x J ) ; 1 = 1 , 

.1=1 

I n a d d i t i o n , w e o b s e r v e t h a t : 

V i ( b i " a i x > * ° ' 

3=1 q k + i 

( 2 . 1 3 ) a n d ( 2 . 1 4 ) i m p l y t h a t : 

j = l , . . . , q k + l 
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And f i n a l l y , ( 2 . 1 5 ) I s w r i t t e n a s : 

. t , k + j - 1 k + j - 1 , n

 l s = 1 » - " . r 

X k + 1 - 1 a i ( x p " x 1 ) = 0 

S i n c e X t . , , i s b o u n d e d a w a y f r o m z e r o f o r a l l k , i t f o l l o w s t h a t 
k + j - 1 

1 P 

v t k + j - 1 t k + j - 1 
! > a . x = a . x - - b . , 

i p i I 

i = l , . . • , r 

j = i , • • • , q k + i 

t k 
And h e n c e , t h e r e i s a k g s u c h t h a t f o r a l l k > k ^ : a ^ x = b ^ , 

i = l , . . . , r . F i n a l l y w e n o t e t h a t f o r i = r + l , . . . , m f o r k l a r g e e n o u g h , 

t k t 
a ^ x - b ^ a ^ x * - b ^ < 0 w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f . 

3 . P r o p e r t i e s o f t h e I n i t i a l S t e p - S i z e A p p r o x i m a t i o n 

As w e h a v e m e n t i o n e d p r e v i o u s l y , w h e n k g e t s l a r g e e n o u g h t h e 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a l g o r i t h m r e q u i r e s t h a t t h e s t e p - s i z e s t a k e n b e 

c l o s e t o t h e e x a c t o n e s . T h i s r e q u i r e m e n t w i l l b e u s e d i n l e m m a 1 3 . I n 

t h i s p a r t w e d e s c r i b e a n e x t e n s i o n o f M u k a i ' s ( 1 9 7 8 ) a p p r o x i m a t i o n t o 

t h e i n t i t i a l s t e p - s i z e f o r u n c o n s t r a i n e d p r o b l e m s . T h e I d e a i s t o u s e 

a s a n i n i t i a l t r i a l s t e p - s i z e a n e s t i m a t e b a s e d o n t h e l o c a l q u a d r a t i c 

a p p r o x i m a t i o n . We f i r s t e x p l a i n i t s d e r i v a t i o n . 

k k k 
G i v e n x a n d d , t h e n a g o o d e s t i m a t e o f t h e s t e p - s i z e a l o n g d 
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c a n b e o b t a i n e d b y m i n i m i z i n g t h e q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n o f f a t 

x a l o n g d : 

f ( x k + a d k ) * f ( x k ) + a V f ( x k ) t d k + j a 2 ( d k ) t G ( x k ) d k 

w h e n e v e r t h e H e s s i a n m a t r i x G ( x ) i s p o s i t i v e d e f i n i t e . T h a t i s , 

M i n i m i z e { f ( x k + a d k ) | a e [0,o°)} 

y i e l d s t h e u n i q u e s o l u t i o n : 

. ~ V f < x ) d 

^ ( d k ) t G ( x k ) d k 

T h e a b o v e f o r m u l a w i l l o n l y b e v a l i d i f t h e d e n o m i n a t o r i s p o s i t i v e , a n d 

k t k k 
s i n c e ( d ) G ( x ) d i s n o t r e a d i l y a v a i l a b l e , I t c a n b e a p p r o x i m a t e d a s 

f o l l o w s : 

k k 
G i v e n x , d , f o r a s m a l l e > 0 w e h a v e : 

T k = f ( x k + 2 e d k ) - 2 f ( x k + e d k ) + f ( x k ) = e 2 ( d k ) t G ( x k ) d k 

o r , e q u i v a l e n t l y : 

r k = 2 [ f ( x k + e d k ) - f ( x k ) - e 7 f ( x

k ) t d k ] = e 2 ( d k ) t G ( x k ) d k 

N o w , g i v e n <5 > 0 , a n a p p r o x i m a t e w a y t o c h e c k f o r p o s i t i v e c u r v a t u r e i s 

t o t e s t i f : 
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( d k ) t G ( x k ) d k > « l d k l 2 > 0 

o r , s i n c e ( d k ) t G ( x k ) d k * X\J^> t h e n i f \ > " ^ H 2 , t h e 

a p p r o x i m a t i o n a ^ o f t h e s t e p - s i z e w i l l b e a c c e p t a b l e . O t h e r w i s e , i f 

2 lc 2 2 
< 8 5Rd H , t h e n e i t h e r ( T

R / e ) < 0 o r 5 i s n o t s m a l l e n o u g h . I n t h i s 

c a s e 6 i s r e d u c e d b y h a l f f o r t h e p u r p o s e o f t h e n e x t i t e r a t i o n , a n d t h e 

s t e p - s i z e w i l l b e t a k e n e q u a l t o o n e . 

We n o t e t h a t e v e n t h o u g h a ^ g i v e s a n e s t i m a t e o f t h e s t e p - s i z e 

w h e n t h e l o c a l q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n i s v a l i d , t h e r e i s n o g u a r a n t e e 

k k k 

t h a t i n g e n e r a l f ( x + a ^ d ) < f ( x ) i s a c h i e v e d . T h e u s e o f t h e A r m ! j o 

s c h e m e , h o w e v e r , w i l l i n s u r e t h a t i t w i l l h a p p e n a s d e m o n s t r a t e d b y 

l e m m a 5 i n C h a p t e r I I I . As k g e t s s u f f i c i e n t l y l a r g e , i t w i l l b e s e e n 

t h a t c o n j u g a t e d i r e c t i o n s r e q u i r e a s t e p - s i z e t h a t c l o s e l y a p p r o x i m a t e s 

t h e e x a c t o n e i n t h e s e n s e t h a t : 

T h e a b o v e M u k a i - t y p e a p p r o x i m a t i o n w i l l i n s u r e t h a t t h e e s t i m a t e d s t e p -

s i z e h a s t h i s p r o p e r t y , a n d I n a d d i t i o n , a s x x * , t h e A r m i j o n u m b e r 

w i l l b e e q u a l t o z e r o , s o t h a t t h e i n i t i a l t r i a l w i l l b e t h e o n l y t r i a l 

n e e d e d • 

We m o d i f y s t e p 3 o f t h e a l g o r i t h m i n t h e f o l l o w i n g w a y : 

- G i v e n S a n d e p o s i t i v e n u m b e r s 

- C o m p u t e T k - f ( x k + 2 c d k ) - 2 f ( x k + e d k ) + f ( x k ) 
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c 2 V f ( x

k ) t d k ^ 2 . „ - k . . 2 / a - L e t / * — , i f t , > e o I d I ( 3 . 1 ) 

, o t h e r w i s e ( 3 . 2 ) 

v

k 

L e t w ^ = m i n i m i z e { a f c > l } a n d s e t X f c = ( B ^ ) w ^ , w h e r e 

v f c - minimum | v > 0 I f ( x k + ( \ ) V w f c d k ] - f ( x k ) 
integer ' 

k 2 

to x v lid II i 

k 

- " \ i f \ i s g i v e n b v ( ^ . 1 ) a n < * 3 8 i s a k i s 8 i v e n 

b y ( 3 . 2 ) a b o v e . 

We n e x t s h o w t h a t i f t h e M u k a i - t y p e a p p r o x i m a t i o n i s u s e d t o c o m p u t e t h e 

i n i t i a l s t e p - s i z e a ^ , t h e n t h e s t e p - s i z e X ^ w i l l r e m a i n b o u n d e d a w a y 

f r o m z e r o . 

Lemma 1 0 . L e t x c S a n d s u p p o s e t h a t x I s n o t a s t a t i o n a r y p o i n t . 

I f a ^ i s d e f i n e d a s i n ( 3 . 1 ) a n d ( 3 . 2 ) t h e n t h e s t e p - s i z e X^ w i l l r e m a i n 

b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w a w a y f r o m z e r o f o r x e S i n a n e i g h b o r h o o d o f 

x . 

P r o o f . F r o m l e m m a 5 i n C h a p t e r I I I t h e r e e x i s t s X > 0 a n d X s u c h 

t h a t X̂  < X^ < X I f I t i s s h o w n h e r e t h a t w ^ i s b o u n d e d a b o v e a n d b e l o w 

k -

a w a y f r o m z e r o f o r x e S c l o s e t o x . B y d e f i n i t i o n w ^ = m i n i m i z e ! l , a k ) 

s o t h a t w ^ < 1 . Now w e n e e d t o s h o w t h a t a ^ i s b o u n d e d . B y d e f i n i t i o n 

a ^ < 1 . A l s o , t w o p o s s i b l e c a s e s m a y a r i s e : 



175 

- I f T f e < e 2 « k fldkH2, t h e n a f e = 1 > 0 

k 2 k -
- I f > e S ^ Ud 1 , t h e n f o r x c l o s e x , b y l e m m a 3 i n C h a p t e r 

k 2 
I I I t h e r e e x i s t s a p o s i t i v e n u m b e r s s u c h t h a t Hd H > s . I n a d d i t i o n 

s i n c e t h e t e s t p a s s e s w e h a v e > 0 a n d b y c o n t i n u i t y o f f , a s x i s 

c l o s e t o x , t i s b o u n d e d a b o v e . S o t h a t we h a v e : 
k 

- c 2 V f ( x V d k „ e W , JLJL.>o 
v T k 2 V k 2 o i \ 

k _ _ 
T h i s s h o w s t h a t f o r x e S s u f f i c i e n t l y c l o s e t o x , t h e s c a l a r s X a n d X 

e x i s t s u c h t h a t : 0 < X < X, < X . 
— k 

I n t h e n e x t r e s u l t w e s h o w t h a t f o r k l a r g e e n o u g h , u n d e r 

a p p r o p r i a t e a s s u m p t i o n s , t h e M u k a i - T y p e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n w i l l 

r e s u l t i n a g o o d e s t i m a t e o f t h e s t e p - s i z e i n a s i n g l e t r i a l . T h a t 

m e a n s t h a t t h e A r m i j o m e m b e r w i l l b e e q u a l t o z e r o . 

T h e o r e m 6 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , l e t : a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n 

o n e b e s a t i s f i e d . L e t X^ b e t h e s t e p - s i z e d e t e r m i n e d b y t h e a l g o r i t h m 

w i t h a ^ d e t e r m i n e d b y t h e M u k a i - T y p e a p p r o x i m a t i o n . T h e n t h e r e e x i s t s 

a n i n t e g e r k_ s u c h t h a t f o r a l l k > k r t , = 0 . 
0 O k 

P r o o f . We f i r s t n e e d t o s h o w t h a t t h e t e s t f o r p o s i t i v e c u r v a t u r e 

w i l l e v e n t u a l l y a l w a y s b e s a t i s f i e d a n d t h a t X^ = w ^ . 

2 k 2 

a ) F o r k l a r g e e n o u g h , w e s h o w t h a t > c 5 ^ lid 1 • 

We u s e t h e f o l l o w i n g H e s s i a n a p p r o x i m a t i o n s d e f i n e d b y M u k a i 

( 1 9 7 8 , p . 9 9 3 ) : 
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G? * 2 / ( 1 - t ) G ( x k + t e d k ) d t 
k 0 

G}€ - 2 / ( 1 - t ) G ( x k + e d k + t e d k ) d t , t £ [ 0 , 1 ) 
k 0 

£ f ^ k k 
G? - ] G ( x + t e d K ) d t 

* 0 

And f r o m M u k a i ( 1 9 7 8 , e q . A 2 3 ) w e h a v e : 

T f c = f ( x k + 2 e d k ) - 2 f ( x k + c d k ) + f ( x k ) 

- 2 , J c . t - e 1 k 1 2 , , k . t r - 2 £ 
- £ ( d ) G f c d + j £ ( d ) [ G f c - G f c ] d 

F o r k l a r g e e n o u g h , a n d s i n c e f i s a s s u m e d t o b e t w i c e 

k 2 e £ £ ' 
c o n t i n u o u s l y d i f f e r n e n t i a b l e a n d x x * , w e h a v e G k , G k , G k •+- G ( x * ) 

I n a d d i t i o n f r o m t h e o r e m 5 , t h e r e I s a k ^ s u c h t h a t f o r a l l k > k ^ , 

t k k t k 
a . ( x - x ) = a . d - 0 f o r 1 = 1 , . . . , r . T h u s , t h e r e e x i s t s m, > 0 s u c h 

I p i 1 

t h a t : 

N o w , f o r a n y k > 0 i f t h e p o s i t i v e c u r v a t u r e t e s t f a i l s w e h a v e 

£ 2 $ k u d k « 2 > T k > £ 2 ~ H d k H 2 + j £ 2 ( d k ) t [ G 2 £ - G k ] d k 
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f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t : 

* v 1 ^ 1 / T k

N t r _ 2 e „ e - k . j k d 
k > ~ 2 ( d ) f G k " G k ] d •

 = ~~iT 
B d H 

A s k g e t s l a r g e e n o u g h , w e g e t : 

> m, > 0 ( 3 . 3 ) 
k 1 

N o w , s u p p o s e t h a t t h e t e s t f o r p o s i t i v e c u r v a t u r e f a i l s i n f i n i t e l y 

o f t e n , t h e n 5 ^ w i l l b e h a l v e d i n f i n i t e l y o f t e n , t h a t i s , S f c 0 , 

c o n t r a d i c t i n g ( 3 . 3 ) a b o v e . T h e r e f o r e , t h e r e i s a k ^ s u c h t h a t f o r a l l k 

> k g , w e w i l l h a v e : 

k 2 
T. > e 6 , Hd II . 

k k 

b ) F o r k l a r g e e n o u g h , w e s h o w t h a t : 

r / k + i N k N „ nd k n 2 

f ( x ) - f ( x ) < - a k w k - _ 
k 

B y d e f i n i t i o n , w e h a v e : 

_ - £

2 V f ( x k ) t d k

 m - V f ( x k ) t d k 

k ( d ) G , d + T ( d ) (G, - G, ) d 
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Two p o s s i b l e c a s e s m a y a r i s e : 

i ) a ^ < 1 , t h e n w ^ = m i n i m u m ! l , a k ) » a ^ . 

U s i n g t h e d e f i n i t i o n : 

f ( x k + o d k ) - f ( x k ) = a V f ( x k ) t d k + j a 2 ( d k ) t G ° d k 

We h a v e : 

k 2 
£ / k • j k . a k N , M Bd H k N t , k 
f ( x + w f e d ) - f ( x ) + 0 k w k 2 o ^ = w f c V f ( x ) d 

w k ? 
1 2 , , k . tn k . k ± Bd II " 

+ 2 w k ( d > Sc* 1 + VkTST" 
k 

< w k . V f ( x

k ) t d k + i w 2 ( d k ) t G k

k d k - o w k V f ( x k ) t d k ( B y l e m m a 2 , C h a p t e r I V ) 

k v t , k . 1 2 , . k v t * k . k 
- ( 1 - a k ) w k v f ( x ~ ) - d ~ + ) V d 

" ( 1 ~ * k ) w 2 f ( d V ^ ' d 1 * + i ( d V ( G 2 e - G^)d k] + I w ^ d V c ^ V 

w

k f-C-g- + J ~ \ ) f ( d ) G

k d + y ( d ) ( G k - G f c ) d ] + j ( d ) G f c d ] 

2 r 1 , J c x t _ e ' k . 1 x / A M ' . k 
= w k [ - - ( d ) G k d - ( - - a k ) ( d ) Gy, d 
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- I ( 1 - \ ) ( d k ) t ( G k

G " G^)d k + I ( d k ) t ^ C d k ] 

- w k - V ( d k ) t c k ' d k - \ ( 1 - a k ) ( d k ) t ( G k £ - G k ) d k 

w 

2 V 2 ral 1 1 2 e e 1 W k e ' 
< w 2 I d V (a k - I) + I ( 1 - a k ) . I G 2 £ - G k « + \ - G* l ] 

< w 2 H d k H 2 ~ ( a f c - - j ) < 0 , s i n c e a f c < j f o r a l l k > 0 , 

T h u s , w e s h o w e d t h a t , i n t h i s c a s e : 

k 2 
k , , k x , k N lid It . A f ( x + w, d ) - f ( x ) + a, w. —= < 0 

v k 7 v k k 2 a , 

i i ) S u p p o s e a k > 1 , t h e n w k =* 1» And f r o m ( 3 . 4 ) w e h a v e 

V f ( x k ) t d k < - [<dVG£'dk + j (d k) f c(G 2 e - Gk)dk] 

U s i n g t h e e x a c t s a m e d e r i v a t i o n a s i n p a r t i ) a b o v e w e g e t 

nt k , , k A k . , H d k H 2 . , 1 . . . k - 2 , n 

f ( x + w f c d ) - f ( x ) + a k w k ~2^— < j - (\ ~ J> d 
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T h e r e f o r e , i t f o l l o w s t h a t t h e r e i s a k ^ s u c h t h a t f o r k > k Q , 

\ 
= ( B ^ ) w^ » w ^ , w h i c h i m p l i e s t h a t • 0 . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t f o r k l a r g e e n o u g h , s i n c e t h e p o s i t i v e 

c u r v a t u r e t e s t w a s s h o w n t o a l w a y s b e s a t i s f i e d , w e h a v e : 

f ( x k + a ^ ) - f ( x k ) = a ^ f ( x k ) t d k + ~ a ^ ( d k ) t G ( x k ) d k 

a k v f ( x V d 1 " - \ a ^ f ( x V d k = \ a k V f ( x k ) t d k < 0 

T h i s , t o g e t h e r w i t h t h e o r e m 6 s h o w s t h a t f o r k l a r g e e n o u g h = a ^ , 

w h i c h m e a n s t h a t t h e s t e p - s i z e e s t i m a t e b a s e d o n t h e l o c a l q u a d r a t i c 

a p p r o x i m a t i o n w i l l b e u s e d a s t h e a c t u a l s t e p - s i z e i n t h e l i n e s e a r c h . 

A s x x * , t h i s s t e p - s i z e c l o s e l y a p p r o x i m a t e s t h e e x a c t o n e . 

N o t e . I f T k = 2 [ f ( x k + e d k ) - f ( x k ) - e V f ( x

k ) t d k ] i s u s e d t o 

c o m p u t e a k , t h e n : 

= " g 2 v f ( x k ) t d k

 m - V f ( x k ) t d k 

^ T k ( d k ) t G k ' d k 

a n d t h e s a m e r e s u l t s s h o w n b y t h e o r e m 6 w i l l h o l d . T h a t i s =» o a n d 

X k » a k f o r k > k ^ . T h e a b o v e f o r m f o r T k h a s s o m e c o m p u t a t i o n a l 

k k k 
a d v a n t a g e s w h e n V f ( x ) I s r e a d i l y a v a i l a b l e a n d t h u s o n l y f ( x + e d ) 

n e e d t o b e c o m p u t e d , r e s u l t i n g i n o n l y o n e a d d i t i o n a l f u n c t i o n 

e v a l u a t i o n . 
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4 . V e r i f i c a t i o n o f t h e A p p r o x i m a t e C o n j u g a c y o f D i r e c t i o n s 

T h i s p a r t w i l l h a v e a s i n g l e r e s u l t . B a s e d o n t h e o r e m 5 , w h i c h 

e s t a b l i s h e d t h a t t h e s e t o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l n o t c h a n g e f o r k 

l a r g e e n o u g h , a n d t h e s e c o n d o r d e r a s s u m p t i o n s a r o u n d x * , i t w i l l b e 

s h o w n t h a t i n d e e d t h e a l g o r i t h m c o n s t r u c t s c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . As 

x x * t h e c o n j u g a c y p r o p e r t y w i l l h o l d w i t h r e s p e c t t o t h e H e s s i a n 

G ( x * ) . A s s u m i n g t h a t k e M a n d k + q ^ M w e h a v e t h e f o l l o w i n g l e m m a . 

Lemma 1 1 . L e t ( x } b e t h e s e q u e n c e g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m a n d 

l e t a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n o n e b e s a t i s f i e d . T h e n , f o r k 

s u f f i c i e n t l y l a r g e , a n d 1 < I < q ^ , t h e f o l l o w i n g w i l l h o l d : 

( d k + * ) t ( E ^ ; - E f e + i ) d k + i ; 1 - 0 , 1 , . . . , £ - 1 

t r k + i 
l ) y k + £ + l d 

> TI > 0 ; 1=1 

I D y £ + i d k + * > ( d ^ V t ^ - E k + ) t ) d*" 1 * ; l - t + 2 , . . . . q k - l 

w h e r e d . - d , / f l d J 
J j J 

P r o o f , i ) L e t u s f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e w h e r e i = £ . 

( g - g ) t d k + * 
y k + £ + l = 

I X k+£ d ' 

By T a y l o r ' s t h e o r e m , w e h a v e f o r £ e L ( x , x ) 
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, s t j k + £ . , . k + A . t ^ k + J L - r k + A 

( g k + A + l " > W d X k + * ( d ) G ( K ) d ,7k+* x t n , fcf*x7k+* 
= ( d ) G(C ) d 

k+Jfc "VH?, X ' "* " D 

k + £ - - k + £ 
N o w , f o r k l a r g e e n o u g h , C £ N ( x * ) a n d A d = 0 b y t h e o r e m 5 , s o 

we o b t a i n : 

t - k + £ / j k + A v t . , k + A x - k + A .
 m 2 „ - k + £ H 2 m 2 v A 

yk4*+id = ( d > G ( c ) d > 7" f l d 1 = T = no > °-

We n o w c o n s i d e r t h e c a s e w h e r e 1 = 0 , 1 , . . . , £ - 1 , 0 < £ < q ^ . 

t ;*fi _ ( gk+m " *fcrt> d

 = W d ) G(C )d 
y k + £ + l " n . M+l.

 = , . jk+fc. 
" X k + A d 1 \ + * " d 1 

= (d k +VGU k +Sd k + 1 - (dk +*) t
 [ E k + £ + G(x*)] d k + i

 ( 4 . 1 ) 

„ „ , , k + * v „ , . k + £ T , k + i l + 1 k+fcx w h e r e : ^ = G(C ) - G ( x * ) a n d £ e L ( x , x ) 

N o w , u s i n g t h e f a c t t h a t b y c o n s t r u c t i o n , f o r i = 0 , . . . , £ - l : 

t - k + £ 
t -jk+fc _ ^ e k + i + l "" 8 k + i ; 

y k + i + l „ . J c + i , 
, X k U d 1 

w e h a v e : 



O r , e q u i v a l e n t l y : 

. ( k + i k + i 

( d k + V G ( * . ) d k + I - ( t ^ M t n t " - ( 5 k + V "+1 ' — 
x k + 1 , d k + i . 

, -k+JJ . t^, * . ; r k + i , - k + J ^ t p / k + l . - k + l 
• ( d ) G ( x * ) d - ( d ) G ( £ ) d 

k + i T / k + i + 1 k + i N w h e r e C e L ( x , x ) 

T h e r e f o r e : 

(d k + VG(x*)d k + i - - ( d k + £ ) t [G(? k + 1 ) - G(x*)]dk + 1 

= - ( 3 k + * ) t [ \ + 1 ] d k + 1 ( 4 , 

N o w , u s i n g ( 4 . 2 ) i n ( 4 . 1 ) a b o v e , w e g e t : 

t -k+i . - k + l l . t - , jk+i , " * + * , t -k+i 
W l d " ( d > [ E-+* ' d " ( d > [ E k + l ! d 
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w h i c h h o l d s f o r i = 0 , l , . . . , - 1 , a n d c o m p l e t e s t h e p r o o f o f p a r t i ) . 

i i ) L e t i = £ + 2 , £ + q f c - l « 

t 5k +£ ( gk+i - W l } d X k+i - l ( d > G ( ^ } d 

Ak+i-l k+i-1 

( d k + i _ 1 ) t G ( x * ) d k + J ! ' + ( d k + i 1 ) t < E k + i _ 1 ) d k + t ' . ( 4 . 3 ) 

N o w , u s i n g t h e f a c t t h a t b y c o n s t r u c t i o n , f o r i = £ + 2 , . . . , q k ~ l 

( g - g ) f c d k + i _ 1 

yk+£+l ... jk+JL, 11 A. d || 
k+ 

b y a s i m i l a r a r g u m e n t u s e d t o d e r i v e ( 4 . 2 ) , w e c a n w r i t e : 

( d k + i _ 1 ) t ( K - * ) 
( D k + i " 1 ) t G ( « . ) D K + 1 = ( D k t l - 1 ) t G ( « * ) D K + L I T ' 

11X d k + ) l | | 

- ( D * * 1 ) ' ^ ) - GUM)] D K * I _ 1 = ( - d k + V ( E k + £ ) S**1"1
 ( 4 . 4 ) 

U s i n g ( 4 . 4 ) i n c o n j u n c t i o n w i t h ( 4 . 3 ) , w e g e t ; 
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t -rk+£ , T k + £ v t r T , - k + i - 1 , / T k + * N t r T , , T k + i - l 
y k + 1 a - (-d ) [ E K + ) l i d + (d ) [ ^ I d 

w h i c h h o l d s f o r i = £ + 2 , . . . a n d c o m p l e t e s t h e p r o o f o f p a r t i i ) a n d t h e 

l e m m a . 

5 . S u p e r l i n e a r C o n v e r g e n c e 

T h e r a t e o f c o n v e r g e n c e o f t h e a l g o r i t h m w i l l d e p e n d c r u c i a l l y o n 

t h e r a t e a t w h i c h "v^H c o n v e r g e s t o z e r o . I t w i l l b e s e e n t h a t t h e 

f o l l o w i n g e l e m e n t s a r e i m p o r t a n t i n t h a t r e g a r d : 

i ) T h e s e t o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l n o t c h a n g e . T h i s m e a n s 

t h a t t e r r a s o f t h e f o r m [ u

k l ^ a ^ » i = r + l , . . . , m w i l l n o t b e i n c l u d e d i n a n y 

b o u n d o n Hv, R. 

k 

i i ) T h e s t e p - s i z e s a l o n g t h e c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a r e c l o s e 

t k 

a p p r o x i m a t i o n s t o t h e e x a c t o n e s . T h i s m e a n s t h a t g^+^d. s h o u l d g o t o 

z e r o . 

i i i ) I f t h e d i r e c t i o n s a r e c o n j u g a t e t h e n a b o u n d o n " v ^ l c o u l d 
t k - 1 t k - 2 

b e d e r i v e d o n l y i n t e r m s o f d , g ^ d , t h e s e q u a n t i t i e s 

t e n d i n g t o z e r o a s f a s t a s t h e e r r o r i n t h e H e s s i a n a p p r o x i m a t i o n , t h a t 

i s v e r y r a p i d l y . I n l e m m a 1 3 w e w i l l d e r i v e s u c h a b o u n d a n d u s e i t i n 

t h e o r e m 7 t o e s t a b l i s h s u p e r l i n e a r c o n v e r g e n c e . T h e n e x t l e m m a , 

h o w e v e r , e s t a b l i s h e s s o m e i n t e r m e d i a t e r e s u l t w h i c h w i l l b e n e e d e d t o 

o b t a i n t h e d e s i r e d b o u n d . 

Lemma 1 2 . L e t { x } b e t h e s e q u e n c e g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m a n d 

l e t a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n o n e b e s a t i s f i e d . T h e n f o r k l a r g e 
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e n o u g h t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n s w i l l h o l d : 

k + q . 
I ) Wx - x * « - 0 ( l x - x * « ) 

k + q k k + q k 
i i ) « x - x * « = 0 ( « V f ( x ) + r . . R ) 

k + q k 

W h e r e r k + q k

 e 1 r 1 r = i l l V i 1 

k + q k + q 
i i i ) « V f ( x ) - v f ( x * ) » = 0 ( H x - x * H ) 

P r o o f . i ) By t h e o r e m 5 , t h e r e e x i s t s k ^ t h a t f o r k > k ^ , 

- k k k 
Ad = A ( X p - x ) = 0 . A l s o , s i n c e x * i s a s t a t i o n a r y p o i n t , w e h a v e 

V f ( x * ) t ( x k - x * ) > 0 , f o r a l l x k e S 

V f ( X * ) + ASi* = 0 

F r o m w h i c h w e g e t : 

0 < V f ( x * ) t ( x k - x * ) = - u ^ A ( x k - x * ) < 0 

- k - -
s i n c e A ( x - x * ) < b - b = 0 

T h e r e f o r e 7 f ( x * ) t ( x k - x * ) = 0 ( 5 . 1 ) 

0 k 
I n a d d i t i o n , f o r C e L f c ( x , x * ) 
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f ( x k ) - f ( x * ) = V f ( x * ) t ( x k - x * ) + i ( x k - x * ) t G ( C ° ) ( x k - x * ) ( 5 . 2 ) 

S i n c e f o r k l a r g e e n o u g h , C 0 e N ( x * ) , t h e r e e x i s t n u m b e r s m . , m ? w i t h 
0 

0 < m^ < s u c h t h a t : 

•j- B x k - x * « 2 < ( x k - x * ) t G ( ? ; 0 ) ( x k - x * ) < Y~ ! ! x k - x * « 2 

T h i s , t o g e t h e r w i t h ( 5 . 1 ) a n d ( 5 . 2 ) g i v e s : 

m 
l « k i n 2 ~, k v / - r j - v ^ ^̂ 2 « k . „ 2 

y 1
 «X - x*n < f ( x ) - f ( x * ) < — " x - X*H ( 5 . 3 ) 

k + q k k 

F r o m t h e o r e m 1 i n C h a p t e r I I I , f ( x ) < f ( x ) f o r a l l q f c > 0 , s o t h a t 

f o r k l a r g e e n o u g h , w e h a v e : 

k + q , , 
f ( x ) - f ( x * ) < f ( x K ) - f ( x * ) 

a n d I t f o l l o w s t h a t : 

m l k + q k 2 k + q k k m 2 k 2 
Y~ Hx - x*H < f ( x ) - f ( x * ) < f ( x ) - f ( x * ) < Y~ " x - x*l l 

w h i c h g i v e s t h e d e s i r e d r e s u l t : 

1_ 

k + q k r m 2 l 2 k k + q k k 
l x - x*R < I ~-J Bx - x*B o r B x - x*B = 0 ( B x - x * f l ) 
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1 1 ) To s h o w t h i s p a r t w e l e t r , e ( r | r = ?, t . a . } w h e r e 
k + q k 1 = 1 1 1 

t h e t ^ ' s a r e m u l t i p l i e r s . T h e n f r o m t h e o r e m 5 f o r k l a r g e e n o u g h 

t k t k+o 
a . d = 0 , i = l , . . . , r a n d h e n c e r . , d = 0 . A l s o f r o m t h e o r e m 5 a n d 

i k+q, k 
r 

t h e r e l a t i o n V f ( x * ) + £ u * a . = 0 w e h a v e : 
i = l 

r k+q,- k+q, 
[ V f ( x * ) + T u * a ] ( x - x * ) = 0 => V f ( x * ) t ( x - x * ) - 0 

1 = 1 

N o w , 

t k + q k t k + q k t k + q k 
< V f k+q k

 + r k + q / < X - X * > - V f k + q k ^ " X*> + * U , < * ^ 

t k + \ 
= V f k + q J X " X * > < 5 ' 4 > 

a n d b y T a y l o r ' s t h e o r e m : 

k+q k+q, k+q, k+q 
[ ( ^ f k + q ^ " * f ( x * ) J t ( x - x * ) = ( x k - x * ) ^ ? k ) ( x k - x * ) 

k+q, 
- V f k+q k <X " X*> < 5 ' 5 > 

k+qk k+q k+q k+q 
w h e r e r, £ L f x , x + t ( x - x * ) ] 



F r o m ( 5 . 4 ) a n d ( 5 . 5 ) w e h a v e : 

k + q k + q k + q 

< V f

k + q k

 + r k + q k

) ( X " * * > ' ( X - * * > G ( C 

k + q k 

F o r k l a r g e e n o u g h X, e N ( x * ) a n d w e g e t : 
0 

v k + q k k + q k ) ( x - x * ) > — " x 

f r o m w h i c h : 

m 1 k + q k 2 t k + q k 
^ H x k - x * « 2 < ( V f ^ + r ^ ^ x 

< nvf ^ - vf(x*)« nx k + q 

k + q k 

H e n c e : 

k + q , 7 

Hx - x*H < (-=-1 Hv-f, . + r . I 
m l " ^ k " ^ k 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f o f t h i s p a r t . 

i i i ) H e r e w e u s e T a y l o r ' s t h e o r e m t o g e t : 
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k + q , j k + q , . k + q , k + q , 
« V f ( x ) - V f ( x * ) H = ( x - x * ) G ( £ ) [ ^ f ( x ) - V f ( x * ) ] 

k + q , k + q k + q 
< Hx - x * « HG(C )!! flVf(x ) - V f ( x * ) ! t 

k + q k 

A s k g e t l a r g e e n o u g h , C e N ( x * ) a n d h e n c e t h e r e e x i s t s A > 0 s u c h 
0 

k + q , 
t h a t : BG(C )ff < A . T h e r e f o r e w e o b t a i n : 

k + q , k + q 
I I V f ( x ) - V f ( x * ) H < A l!x - x*H ( 5 . 7 ) 

a n d t h e p r o o f o f t h e l e m m a s i s c o m p l e t e . 

T h e n e x t l e m m a i s t h e o n e i n w h i c h w e s h o w t h a t t h e b o u n d o n Rv, " 
k 

g o e s t o z e r o r a p i d l y . T h e d e t a i l s o f t h e p r o o f o f t h i s l e m m a a r e r a t h e r 

l e n g t h y b u t t h e s u b s t a n c e o f i t i s b a s e d o n t w o k e y p o i n t s w h i c h w e r e 

p r e v i o u s l y d i s c u s s e d : 

- T h e s t e p - s i z e a p p r o x i m a t e s t h e e x a c t o n e n e a r x * . 

- T h e s t a b i l i z a t i o n o f t h e b i n d i n g c o n s t r a i n t s a n d t h e c o n j u g a c y 
t k - 2 t k - 2 

o f t h e d i r e c t i o n i n s u r e t h a t t h e q u a n t i t i e s g ^ d , g ^ d , . . . , g o t o 

r a p i d l y . T h e s e q u a n t i t i e s w i l l m a k e u p t h e b o u n d o n I v J . 
K. 

Lemma 1 .3 . L e t ( x } b e t h e s e q u e n c e g e n e r a t e d b y t h e a l g o r i t h m a n d 

l e t a s s u m p t i o n A d e f i n e d i n s e c t i o n o n e b e s a t i s f i e d . T h e n a s k g e t s 

s u f f i c i e n t l y l a r g e , t h e f o l l o w i n g b o u n d s w i l l h o l d : 

« iw^i <2 [=7] "* K -**" ' \ M ~ E k + » . " 
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1 
nun 2 , q k 

k L m U i - A + 2 

i i i ) « v » = 0 f « x K - x * « [ I ( « E k + 1 . 1 - \ + , ) + « E k + , - B ^ l ] ) 

q k 

1 = 1 k k 

P r o o f , i ) F r o m t h e o r e m 6 f o r k l a r g e e n o u g h , 

t k+l 
~ gk+* , ^ t n , k+JL . _ ,k+* 

k+H ^ k + L t ^ e .k+£ 
( d ) G k + * d 

, w h e r e G~ = / G ( x K * + t e d K " ^ ) d t 

°> + - - w d k + * > X + * d k 4 * < 5 - 8 > 

A l s o , f r o m T a y l o r ' s t h e o r e m : 

g k + * + l d = g k + * d + W d ) G ( C ) d 

U s i n g ( 5 . 8 ) w e h a v e : 



GK+£+ID = - W D > GK+*D + W d ) G a ) d 

= * k + £ ( d ) f G ( C ) " < W d 

X ^ C d ^ S ^ G C x * ) + - G ( x * ) - E ^ ] d ^ 

, k + t + l k + * . t r „ _ E , -jk+Jt 
( x - k ) [ E k w - E f c + ! l ] d 

I n a d d i t i o n , 

i t -7k+*i ^ . k+fc+1 k+ft_ „e . ,jk+e 

U s i n g t h e f a c t t h a t : 

B x - x I' < I x - x*H + " x - x * l 

a n d f r o m l e m m a 1 2 - i w e h a v e : 

1 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f o f p a r t i ) . 

i i ) To s h o w t h i s p a r t w e w r i t e g. . a s : 
k + q k 
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( g k + £ + 2 ^ + £ + 1 ^ + g k + £ + l 

-k+l 
M u l t i p l y i n g t h r o u g h b y d , w e g e t : 

t -k+l , . t ,k+l , , x t -k+l , 

s i n c e , 

, t -k+l 

q k 
\ ' , N t -rk+«. , t -zk+l 

/ • ^ ( g k + l " ^ + 1 - 1 } d + g k + * + l d 

i = f c + 2 

q, , k + i - l _ 
V t -k+l A k + i - l d t - k + £ 

' g k + i ~ g k + i - l ^ k + i - 1 g k + £ + l 
i = * + 2 1 1 1 " X i d H 

k + i - 1 

q k 
v - k + i k + i - 1 . t -zk+t , t -k+l 

± ^ + 2 " X " X 1 y k + i d + g k + * + l d 

( g k + i " g k + i - l ) . . k + i - 1 . . _ k + 1 k + i - 1 , 
— --k+Tr: = y k + i a n d ' W i d " = B x " x 1 

a k + i - i d ' 
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N o w , w e n o t e t h a t : 

„ k + i ^ H k+1 . , . , > k + i - 1 .„ 
Hx - x n < Kx - x*n + flx - x*H 

a n d u s i n g l e m m a 1 2 - i , w e g e t : 

q k 

t -k+Z . v k+1 * , . . k + i - 1 . . . t j k + £ , t jk+J l 

^ k i=*+2 " " k + i g k + J l + 1 

q k r m « T 2 
1_ 

^ V , o rm2l 2 . k t -rk+£ , t 7 k + £ 

l-*+2 KJ " Yk+i Yk+"+1 

F i n a l l y , u s i n g l e m m a 1 1 - i i ) a n d p a r t i ) o f t h i s l e m m a , w e h a v e : 

1 
t Tk+£i , 0 r m 2 "I 2 „ k . . . v ' C . x j k + i - l x t / 1 ? w x j k + f c . 

^ k + q , d I < 2 [m7j R X " X * " " ( d } ( E k + i - l " E k + £ ) d ' 

. q k 

l k 

1 

1 
r m 9 i 

< 2 [=7] 2 " x k " **" , X + 2 < " k + 1 - 1 ' W > + ' 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f o f p a r t i i ) . 

i i i ) T o s h o w t h i s p a r t c o n s i d e r t h e K u h n - T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e 

( k + q ^ ) t h p r o j e c t i o n p r o b l e m . T h i s p r o b l e m i s t h e l a s t o n e s o l v e d b e f o r e 



r e s t a r t i n g : 

k + q ^ r m 

d + \ + a g k + a + )• f u k + a ] i a i + I [ u k + o M i 
k + q k k + q k i - 1 k + q k 1 1 1 - r + l k + q k 1 1 

q k 

+ A t v V k + i - ° 
1 = 1 

k + q k k + q t 

T h e n a n e c e s s a r y c o n d i t i o n f o r r e s t a r t i n g i s t h a t x ^ = x 

k + q k 

Y, * 6 , h e n c e d = 0 . A l s o , u s i n g l e m m a 8 w e g e t : 
k 

a

k + q k « k + ^ + >; [ U k 1 . + ). [ v l y k + 1 = 0 

1 = 1 n k i = l ^k 

- k + & 
M u l t i p l y i n g t h r o u g h b y d , w e h a v e : 

r q k 
t -rk+£ . v r , tjk+l , v r i t -rk+fc 

S i n c e b y t h e o r e m 5 t h e s e c o n d t e r m i s e q u a l t o z e r o , w e h a v e : 

q k 
V r , t -rk+fc t -rk+fc 

1 > 1 f \ + q k V k + i d " " " k + q / ^ V 

O r , e q u i v a l e n t l y : 



/ • , 1 T f c h L 1 1 yfcM d + [ V k + q t ' * + l y k + * + l A 

i = l k k 

qk 
. V r i t -jk+fc t jk+S , 

t - k + £ 
S i n c e , b y c o n s t r u c t i o n , y k + i < * = 0 f o r i = l £ , w e o b t a i n : 

qk 
t -rk+£ v r , t T k + * 

t -k+£ 
N o w , f r o m l e m m a 1 1 - i ) , y k 4 - £ + l d > n 

And t h u s : 

q

k 

n [ Vk+q, W < < W W y k+*+l d = " >• ^ [ V k + q J i y k + i d 

k k i = £ + 2 k 

t - k + £ 
\ + q k S k + q k 

C o n s e q u e n t l y , 

t - k + £ 

U s i n g t h e e x p r e s s i o n f o r y ^ + ^ d f r o m l e m m a 1 1 - i i ) a n d n o t i n g t h a t 

a , . < a , , w e h a v e : 
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k+q 

l-t+2 k + q k 
( 5 . 1 0 ) 

N o w , w e o b s e r v e t h e f o l l o w i n g : 

I^k+qjil <"Ek+i-l ~ W > 
i = £ + 2

 k + q k 

C,Vk+qk

 1 1 ' * * *' 1 Vk+qk I £ + 1 ' 1 Vk+qk

 1 £ + 2 ' ' ' ' ' 1 Vk+qJ q J 

"Ek+£+l " * W 

" E k + £ + 2 " E k + £ f l 

(IE. , , - E, , „ II k+qk~l k+£ 

< IIv, . U • 6, , § w h e r e 6, , i s t h e v e c t o r w i t h c o m p o n e n t s k+q k+qfc» k+qfc 

HE. , . - E. , -H . 
k + i - 1 k + £ 

( 5 . 1 1 ) 

U s i n g ( 5 . 1 1 ) i n ( 5 . 1 0 ) w e h a v e : 

8 k + q K ^ L + " \ + q k " 6k+qk 

( 5 . 1 2 ) 

F i n a l l y , u s i n g p a r t i i ) o f t h i s l e m m a , a n d o b s e r v i n g t h a t ( 5 . 1 2 ) h o l d s 

f o r a l l 0 < £ < q, w e h a v e : 
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k + q k n • s k + q k

 1 V k + q k k + q f c 

o r , e q u i v a l e n t l y : 

| V B < 

B y d e f i n i t i o n 5 > 0 a s k > » a n d t h e r e f o r e t h e d e n o m i n a t o r g o e s t o 
k + q k 

1 . I t f o l l o w s t h a t : 

a n d t h e d e s i r e d r e s u l t f o l l o w s f r o m p a r t 1 1 ) o f t h e l e m m a . 

i v ) T h e p r o o f o f t h i s p a r t f o l l o w s d i r e c t l y f r o m p a r t i i i ) 

a b o v e , s i n c e : 

q k q k 

1 = 1 n k 1 * 1 k 

a n d o b s e r v i n g t h a t : 

/ ^ •V , . k + i - l x t „ , k + i - l x 

, , 2 _ < W « k 4 d - l > y k + l X k + i - l ( d > ) y k + l 
Y K + 1 II ^ k + i - l _ = IT J • 

" X k + I - l d 1 ffXk+i-ld 1 

( S ^ -V G C C * * 1 - 1 ) ^ < "D" 6* 1" 1 . . G ^ Y ^ I < ACE 1 6 * 1 - 1 )! « y k + 1 « 
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w h i c h g i v e s : 

k + i - 1 
H y k + J J < HG(C ) « < A ( 5 . 1 4 ) 

w h e r e A i s a b o u n d o n t h e n o r m o f G ( C ^ + * ^ ) a n d £ k + l 1 £ ^ ( x * ) . 

U s i n g ( 5 . 1 4 ) i n ( 5 . 1 3 ) w e f i n a l l y g e t : 

a n d t h e r e f o r e : 

1 = 1 k k 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f o f t h i s l e m m a . 

We n o w h a v e a l l t h e i n g r e d i e n t s f o r s u p e r l i n e a r c o n v e r g e n c e . I t 

w i l l b e s e e n t h a t t h e r e d u c t i o n i n t h e e r r o r f r o m t h e p o i n t x * i s o f t h e 

o r d e r o f t h e l e n g t h o f t h e d u a l v e c t o r a s s o c i a t e d w i t h t h e c o n j u g a c y 

c o n t r a i n t s . T h i s v e c t o r i s b a s e d o n s e c o n d o r d e r i n f o r m a t i o n a n d w i l l 

g o t o z e r o a s f a s t a s E ( 0 , t h e e r r o r i n t h e a p p r o x i m a t i o n o f t h e 

H e s s i a n m a t r i x a t x * . 

T h e o r e m 7 . L e t f b e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e a n d b o u n d e d b e l o w 

o n t h e b o u n d e d s e t S . I n a d d i t i o n , l e t a s s u m p t i o n A b e s a t i s f i e d . T h e n 

w e h a v e : 

i ) 1 < q k < n - r , f o r k l a r g e e n o u g h 



2 0 0 

. . . , . I l x k + q k - X * l l _ „ 
1 1 ) 1 i m = 0 

k-*» l l x - x * II 

P r o o f . i ) F r o m t h e o r e m 5 , t h e r e i s k g s u c h t h a t f o r k 5: k g , t h e 

s e t o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s w i l l n o t c h a n g e a n d w e h a v e : 

a . x = b . . i = l . . . , r 
l l ' ' ' 

S i n c e { a ^ , . . . , a r > a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t , t h e r a n k o f A i s e q u a l t o r 

T h i s i m p l i e s t h a t a t m o s t ( n - r ) c o n j u g a t e d i r e c t i o n s t e p s w i l l b e 

p e r f o r m e d b e f o r e t h e s y s t e m 

A x k = b 

v k -
V " e k 

i s i n c o n s i s t e n t . I n a d d i t i o n , s i n c e { a ^ , . . . , a r } a r e o t h o g o n a l t o d ^ , 

k + 1 k + q k 

i = k + l , . . . , k + q ^ , { a ^ , . . . , a r , d , . . . , d } f o r m a s e t o f l i n e a r l y 

i n d e p e n d e n t v e c t o r s i n E ° a n d t h u s : r + ( l k - n ~^ 1 k - n - r » A l s o , i f 

q ^ = 0 c o n j u g a t e d i r e c t i o n s a r e c o n s t r u c t e d , s o q ^ ^ 1 . I t f o l l o w s t h e n 

t h a t : 

1 " q k : S n " r 

i i ) T o p r o v e t h i s p a r t w e n e e d t o e s t a b l i s h s e v e r a l i n t e r m e d i a t e 

r e s u l t s . F i r s t , w e s h o w t h a t f o r k l a r g e e n o u g h w e h a v e 
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k + q 

nvf(x

 K ) - vf(x*)ii = 0 ( H v _ « ) 
k + q k 

F r o m ( 5 . 6 ) a n d ( 5 . 7 ) i n l e m m a 1 2 w e h a v e : 

H V f ( x ) - V f ( x * ) 1 < ] 1 V f ( x ) + r _ I* ( 5 . 1 5 ) 
m " ^ k 

w h e r e r k + a e ^ r I r 3 ). t i a j ^ 
k + q k t - i 

T h e n , t o g e t t h e d e s i r e d r e s u l t w e o b s e r v e t h e f o l l o w i n g f r o m t h e K u h n -

T u c k e r c o n d i t i o n s o f t h e ( k + q ^ ) t h p r o j e c t i o n p r o b l e m : 

k + q r q k 

V F ( 5 } + , \ '"k+q ' I 3 ! + A t V f c h , J l y f c « = ° V l " ° 
M k 1 = 1 k 1 = 1 ^k 

o r , 

k + q k k r v k + J i 
V f ( x k ) + r _ = - > k + q 1 y _ 

k + q k i = l \ + q k + 1 

k + q , 
fiVf(x ' ) + r 

k + q , 
II = • ) 

1 = 1 

\ [ V k + q k i 

" k + q , 
V i 
y k + I 

N o w , u s i n g ( 5 . 1 5 ) w e h a v e : 
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k+q 9 A k+q \ 

and u s i n g p a r t i v ) o f lemma 13 we have: 

k+q, 
« V f ( x ) - V f ( x * ) ! l - O O v . . II) ( 5 . 1 6 ) 

k + q k 

Next we show t h a t : 

k+q f c 

0 f o r k l a rge enough 
V f ( x k ) - V f ( x * ) H 

To do t h a t , we use T a y l o r ' s theorem to g e t : 

[ V f ( x

k ) - V f ( x * ) ] t ( x k - x * ) = ( x k - x * ) t G ( ^ k ) ( x k - x * ) 

m l k 2 > y - Hx - x*H f o r k l a rge enough. 

T h e r e f o r e : 

W x

k - x * n 2 < [ V f ( x

k ) - V f ( x * ) l t ( x k - x * ) < I I V f ( x k ) - V f ( x * ) H flxk - x*H 

»> H 7 f ( x k ) - V f ( x * ) H > ( y i ) l l x k - x*H ( 5 . 1 7 ) 



N o w , u s i n g ( 5 . 1 7 ) a n d p a r t i i i ) o f l e m m a 1 3 : 

"VkV , "VkV 

1=1+ 

( • j i ) « x K - x<M 

" k 

i = f c + 2 

T h e l a s t e x p r e s s i o n g o e s t o z e r o a s k g o e s t o i n f i n i t y w h i c h p r o d u c e 

t h e d e s i r e d r e s u l t . 

S i m i l a r l y t o ( 5 . 1 7 ) a n d ( 5 . 7 ) w e h a v e : 

k + q m k + q 
« V f ( x ) - V f ( x * ) B > (-Tp) Bx - x*B 

B V f ( x k ) - V f ( x * ) H < A B x

k - x*!l 

w h i c h g i v e s : 
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k + q , 
- x*B < r=3 

k + q k ^ m ^ f l V f k + a - V f f x * ) « 

H x - x * I m. Bx - x * « ( - | - ) l l V f ( x k ) - V f ( x * ) R 
1 

N o w , u s i n g ( 5 . 1 6 ) a n d ( 5 . 1 8 ) w e g e t : 

k + q k 2A k ^ k 0 ( , , V k + q fl) 

Bx - x*B <

 B V f - V f ( x * ) B _ K ^ k 

X

K _ X*B m i J ! V f ( x k ) - V f ( x * ) B B V f ( x k ) - V f ( x * ) B 

q k 

0 ( i L + 2 " w
 + " E k + * " E k V > ( 5 * 1 9 ) 

A s k g e t s l a r g e e n o u g h ^ ^ ^ j * E k + £ ® a n < * t n e r e 1 ^ o r e : 

k + q k 
l i m * X - X * " = 0 
k+«» Bx - x*B 

w h i c h c o m p l e t e s t h e p r o o f o f t h e t h e o r e m . 

As a c o n s e q u e n c e o f t h e o r e m 7 w e c a n a c h i e v e a q u a d r a t i c r a t e o f 

c o n v e r g e n c e u n d e r a L i p s c h i t z c o n d i t i o n o n G ( x * ) . 

C o r o l l a r y . U n d e r t h e a s s u m p t i o n s o f t h e o r e m 7 s u p p o s e t h e r e 

e x i s t s L > 0 s u c h t h a t f o r r, e N ( x * ) w e h a v e : 

B G ( £ ) - G ( x * ) B < L H - x*B 

w h e r e £ k e L ( x k , x k + * ) 

T h e n t h e f o l l o w i n g w i l l h o l d : 
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k + q k 
, . B x - x * B _ 
l i m £ ~2 ~ c o n s t a n t * 
k*°° Bx - x*B 

v 
P r o o f . B y d e f i n i t i o n , E f e = G ( £ ) - G ( x * ) a n d 

IE « < B G ( £ k ) - G ( x * ) B < L B £ k - x*B 

I n a d d i t i o n : 

k k k + 1 
H - x*B - B t x + ( 1 - t ) x - x * B , f o r 0 < t < 1 

= B t x k + ( 1 - t ) x k + 1 - t x * + ( 1 - t ) x * B 

k k + 1 
= B t ( x - x * ) + ( 1 - t ) ( x - x * ) B 

k k + 1 
< t l x - x*B + ( 1 - t ) Bx - x*B 

k k + 1 
< Bx - x*B + Bx - x*B 

T h u s : 

BE f cB < L ( B x k - x*H + B x

k + 1 - x * B ) ( 5 . 2 0 ) 

N o w , f r o m t h e o r e m 7 u s i n g ( 5 . 1 9 ) w e h a v e : 
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k + q k q k 

HX - X*N ±=i+2 

q k q k 

- O i l " E k + i - 1 " E k + £ " ^ " * " E k + i - l " + <«> " W ^ I —It+2 1 —V- + 2 

U s i n g ( 5 . 2 0 ) , w e h a v e : 

lx + < I K - X*TL Qr YK

 L IIx^ 1" 1 - X*B , HXK+1 - X*B 
l x

k _ x *n 2 ±=i+2 «X

K - X*R HXK - X*B 

+ LF"X ' X " + " X

 K ' X *' ) ) 
II X - X* II H X - X* B 

1-1+2 K J L \ 

1_ 

r t n 2 1 2 
0 f 2 ( n - r + l ) L — ) =» c o n s t a n t 

LMLJ 

T h e r e f o r e : 

k + q k k 2 X - X*B = 0(BX - X*HZ) 

a n d t h e p r o o f I s c o m p l e t e . 
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CHAPTER V I 

COMPUTATIONAL RESULTS 

1 . I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s c h a p t e r w e e x a m i n e t h e p e r f o r m a n c e o f t h e b a s i c a l g o r i t h m 

d e v e l o p e d i n c h a p t e r t h r e e o n n u m e r i c a l t e s t p r o b l e m s . T h e m a i n 

n u m e r i c a l f e a t u r e s we w i l l c o n s i d e r a r e r e l i a b i l i t y , e f f i c i e n c y a n d 

s e n s i t i v i t y . R e l i a b i l i t y i s c o n c e r n e d w i t h c o n v e r g e n c e t o a s o l u t i o n 

p o i n t a n d i t s a c c u r a c y . E f f i c i e n c y i s m e a s u r e d i n t e r m s o f t o t a l n u m b e r 

o f i t e r a t i o n s , f u n c t i o n a n d g r a d i e n t e v a l u a t i o n s , a n d c o m p u t i n g t i m e . 

S e n s i t i v i t y w i l l b e e v a l u a t e d b y u s i n g d i f f e r e n t v a l u e s f o r c e r t a i n k e y 

p a r a m e t e r s f o r a t e s t p r o b l e m . To a c c o m p l i s h t h i s t a s k , t h i r t y t e s t 

p r o b l e m s , f r o m t w o t o o n e h u n d r e d v a r i a b l e s i n s i z e , a r e s e l e c t e d f r o m 

t h e l i t e r a t u r e o f n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g . 

T h e a l g o r i t h m w a s c o d e d i n F o r t r a n V a n d t h e c o m p u t a t i o n s w e r e 

p e r f o r m e d I n s i n g l e - p r e c i s i o n o n a CDC C y b e r 7 0 M o d e l 7 4 2 8 / C D C 6 4 0 0 . 

I n t h e n e x t s e c t i o n w e d i s c u s s r e l e v a n t a s p e c t s o f c o d i n g a n d 

i m p l e m e n t a t i o n o f t h e a l g o r i t h m . I n s e c t i o n t h r e e w e p r e s e n t t h e 

n u m e r i c a l r e s u l t s a n d t h e i r c o m p a r i s o n t o o t h e r p u b l i s h e d w o r k s i n t h e 

f i e l d . I n A p p e n d i x A t h e t h i r t y t e s t p r o b l e m s a r e g i v e n i n d e t a i l . 

H o w e v e r , i n T a b l e 6 . 1 b e l o w w e g i v e a s u m m a r y o f t h e m a i n 

c h a r a c t e r i s t i c s o f e a c h p r o b l e m . 



T a b l e 6 - 1 : A S u m m a r y o f T e s t P r o b l e m s 

NUMBER OF CONSTRAINTS 
PROBLEM VARIABLES OBJECTIVE E q u a l i t y I n e q u a l i t y B o u n d s SOURCE 

1 2 Q u a d r a t i c 2 2 B a z a r a a & S h e t t y ( 1 9 7 9 ) 
2 2 Q u a r t i c 1 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
3 2 C u b i c 2 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
4 2 T r i g . 1 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
5 2 Q u a d r a t i c 1 4 H o c k ( 1 9 8 1 ) 

6 3 N o n l i n e a r 6 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 
( e x p - l o g . ) 

7 3 Q u a d r a t i c 1 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
8 3 Q u a d r a t i c 1 3 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
9 3 N o n l i n e a r 1 6 May ( 1 9 7 9 ) 

1 0 3 N o n l i n e a r 2 6 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
1 1 3 N o n l i n e a r 1 r 

D H o c k ( 1 9 8 1 ) 
( l o g . ) 

1 2 4 Q u a r t i c 8 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 
1 3 4 Q u a d r a t i c 6 4 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
1 4 4 N o n l i n e a r 1 8 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
1 5 4 Q u a d r a t i c 3 4 H o c k ( 1 9 8 1 ) 
16 4 Q u a d r a t i c 2 4 L u e n b e r g e r ( 1 9 7 3 ) 

1 7 5 C u b i c 1 0 5 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 
1 8 5 N o n l i n e a r 1 0 H o c k ( 1 9 8 1 ) 



T a b l e 6 - 1 : ( C o n t . ) 

NUMBER OF CONSTRAINTS 
PROBLEM VARIABLES OBJECTIVE E q u a l i t y I n e q u a l i t y B o u n d s SOURCE 

19 
2 0 

5 
5 

Q u a d r a t i c 
N o n l i n e a r 

2 
3 2 0 

H o c k ( 1 9 8 1 ) 
H o c k ( 1 9 8 1 ) 

2 1 6 N o n l i n e a r 
( e x p . ) 

6 8 H o c k ( 1 9 8 1 ) 

2 2 8 N o n l i n e a r 
( e x p . ) 

1 1 6 B r a c k e n , 
M c C o r m i c k ( 1 9 6 8 ) 

2 3 

2 4 

1 0 

1 0 

N o n l i n e a r 
( l o g . ) 

N o n l i n e a r 
( l o g . ) 

3 

2 0 

1 0 

H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 

H i m r a e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 

2 5 1 1 C u b i c 1 0 2 2 D a y ( 1 9 7 9 ) 

2 6 1 4 N o n l i n e a r 
( e x p . ) 

4 5 2 8 K e z o u h ( 1 9 8 3 ) 

2 7 1 5 Q u a d r a t i c 2 9 3 0 H o c k ( 1 9 8 1 ) 

2 8 1 6 Q u a r t i c 8 3 2 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 

2 9 4 5 N o n l i n e a r 
( l o g . ) 

16 4 5 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 

3 0 1 0 0 N o n l i n e a r 1 2 1 0 0 H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) 
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2 . C o d i n g a n d I m p l e m e n t a t i o n 

T h e p r o p o s e d m e t h o d w a s c o d e d i n F o r t r a n V . T h e c o d e c o n s i s t e d o f 

a m a i n p r o g r a m a n d t h e f o l l o w i n g s u b r o u t i n e s : 

I ) F u n c t i o n e v a l u a t i o n : P r o v i d e s n u m e r i c a l v a l u e s o f 

a n a l y t i c a l l y s p e c i f i c e d o b j e c t i v e f u n c t i o n s . 

I I ) G r a d i e n t e v a l u a t i o n : A t e a c h I t e r a t i o n , t h i s f i n i t e 

d i f f e r e n c i n g r o u t i n e p r o v i d e s a n a p p r o x i m a t i o n t o t h e 

g r a d i e n t v e c t o r , 

i i i ) L i n e a r C o m p l e m e n t a r y P i v o t i n g : T h i s r o u t i n e p r o v i d e s t h e 

d u a l s o l u t i o n o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m f r o m w h i c h t h e 

d i r e c t i o n v e c t o r I s c o m p u t e d . I t i n c l u d e s d e t e r m i n i n g 

v a r i a b l e s t o b e c o m e b a s i c , m i n i m u m r a t i o t e s t , a n d 

p i v o t i n g . 

i v ) O r t h o g o n a l F a c t o r i z a t i o n : T h i s r o u t i n e c o m p u t e s t h e QR 

f a c t o r i z a t i o n o f t h e m a t r i x o f c o n j u g a c y c o n s t r a i n t s , 

v ) P r o j e c t i o n U p d a t i n g : When a n e w c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t i s 

a d d e d t o t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m , t h i s r o u t i n e u p d a t e s t h e 

o p e r a t o r : 

T h e u p d a t i n g i s p e r f o r m e d u s i n g t h e r e c u r s i v e f o r m u l a : 

P „ P _ w £ k 
k+1 k t„ 

W k 
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v i ) A p p r o x i m a t e L i n e S e a r c h : T h i s r o u t i n e c o m p u t e s t h e A r m i j o 

n u m b e r a t e a c h i t e r a t i o n g i v i n g t h e s t e p - s i z e 

v i i ) M u k a i ' s A p p r o x i m a t i o n : T h i s r o u t i n e i s u s e d c l o s e t o a 

s o l u t i o n p o i n t t o g i v e a n i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n a ^ t o t h e 

s t e p - s i z e a t e a c h i t e r a t i o n . T h i s a p p r o x i m a t i o n i s b a s e d 

o n t h e c u r r e n t l o c a l q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n . 

v i i i ) S l a c k V a r i a b l e s : T h i s r o u t i n e i s u s e d t o e v a l u a t e t h e 

c o n s t r a i n t s a n d d e t e r m i n e t h e a m o u n t o f s l a c k s , -
k 

b - A x ^ • 

P a r a m e t e r s 

F o r t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p : 

x £ « x * - a k V f ( x k ) 

a v a l u e o f ct^ n e e d s t o b e s p e c i f i e d i n t h e r a n g e [ a Q » ° ^ ] » a 0 > 0» 

F o r a l l t h e p r o b l e m s s o l v e d , i t w a s d e t e r m i n e d e m p i r i c a l l y t h a t £ 

[ 0 . 1 , 3 . 0 ] . T h e f o l l o w i n g v a l u e s o f ot^ g a v e t h e b e s t s o l u t i o n f o r e a c h 

p r o b l e m : 

ot^ % P r o b l e m s 

0 . 2 5 73% 

0 . 5 0 23% 

1 . 0 0 3% 
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O t h e r p a r a m e t e r s u s e d w e r e t h e c o n s t r a i n e d s t e p - s i z e p a r a m e t e r s : 

a k = 1 / 3 , B f c = 1 / 2 f o r a l l k > 0 . T h e i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n a f c w a s 

a l w a y s s e t t o t h e v a l u e 1 . 0 w h e n e v e r M u k a i ' s a p p r o x i m a t i o n w a s n o t 

u s e d . 

R e s t a r t i n g 

k - 4 

A r e s t a r t i n g i t e r a t i o n i s i n i t i a t e d i f lid 1 < 1 0 . T h e s l i g h t l y 

l o w e r a c c u r a c y u s e d h e r e i s d u e t o t h e f a c t t h a t w e w a n t t o a v o i d 

g e n e r a t i n g s t e p s t h a t a r e n e a r l y p a r a l l e l , w h i c h i n t r o d u c e s a l o t o f 

i l l - c o n d i t i o n i n g i n t h e m a t r i x Y ^ . 

T e r m i n a t i o n C r i t e r i a 

k - 5 

T h e p r o b l e m I s t e r m i n a t e d i f I d II < 1 0 a n d = 0 . T h i s r e s u l t 

I n a p p r i x i m a t e l y f i v e s i g n i f i c a n t d i g i t s o f a c c u r a c y i n t h e v a l u e s o f 

f ( x ^ ) a n d x ^ . 

L i n e S e a r c h S c h e m e 

A s d e s c r i b e d i n s e c t i o n 3 o f c h a p t e r 3 , t h e l i n e s e a r c h i s 

p e r f o r m e d u n t i l t h e f i r s t n o n n e g a t i v e i n t e g e r s a t i s f i e s : 

k V k k k V k Hd^ll^ 
f [ x R + ( B k ) \ d k ] - f ( x k ) < a <P ) \ i 2 J L ( 2 . 1 ) 

2 a k 

w h i c h r e s u l t s i n a s t e p - s i z e X k = ( B k ) w k » T h e s e a r c h s t a r t s w i t h 

k k 

V k 5 8 ®' ° r e c I u i v a l e n t l y » A

k = 1 . 0 . T h e v a l u e o f f ( x + X k d ) I s 

c o m p u t e d a n d t h e s e a r c h I s c o n t i n u e d u n t i l t h e i n e q u a l i t y ( 2 . 1 ) i s 

s a t i s f i e d , a t w h i c h t i m e t h e s e a r c h i s t e r m i n a t e d . O t h e r w i s e , X k i s 

h a l v e d a n d t h e p r o c e s s I s r e p e a t e d . 
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T h e I n i t i a l A p p r o x i m a t i o n 

T h e f o l l o w i n g i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n , d i s c u s s e d i n s e c t i o n 3 . 3 o f 

C h a p t e r 4 i s u s e d w h e n x ^ i s c l o s e t o a s t a t i o n a r y p o i n t : 

C o m p u t e T k = 2 [ f ( x k + e d k ) - f ( x k ) - e V f ( x

k ) t d k ] 

e 2 V f ( x k ) t d , c . 2 . B J k . ( 2 
- — - — , i f t . > e Hd II 

T - * k k 
k 

1 , o t h e r w i s e 

a n d l e t 

t h e n s e t w ^ * minCa ,̂ 1 } 

I n c a s e a, = 1 , 6, i s h a l v e d f o r t h e p u r p o s e s o f t h e n e x t i t e r a t i o n . I t 

w a s d e t e r m i n e d e m p i r i c a l l y t h a t t h e v a l u e s f o r t h e p a r a m e t e r e a n d 6 ^ 

w e r e a c c e p t a b l e i n t h e f o l l o w i n g r a n g e s : 

e e [ l ( f 4 , 1 0 " 3 ] ; <$Q e [ 0 . 5 , 2} 

S i n c e i t w a s s h o w n t h a t t h i s i n i t i a l a p p r o x i m a t i o n i s o n l y n e c e s s a r y 

w h e n x i s c l o s e t o a s t a t i o n a r y p o i n t , i t w a s d e c i d e d n o t t o u s e i t i n 

t h e e a r l y i t e r a t i o n s . H o w e v e r , s i n c e a l l t h e p r o b l e m s s o l v e d h a d k n o w n 

o p t i m a l o b j e c t i v e f u n c t i o n v a l u e s , s o m e e x p e r i m e n t a t i o n r e s u l t e d i n t h e 

f o l l o w i n g r u l e : I n i t i a t e M u k a i ' s a p p r o x i m a t i o n w h e n f ( x ) i s w i t h i n 10% 

o f t h e o p t i m a l v a l u e f * . M o r e s p e c i f i c a l l y , w h e n : 
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/ 10% f* 
| f ( x k ) - f * | < A = 

( 10% | f ( x ) - f * | 

G r a d i e n t A p p r o x i m a t i o n 

To a v o i d t h e n e e d f o r h a v i n g t o p r o v i d e a n a l y t i c a l d e r i v a t i v e s o f 

f ( x ) , t h e g r a d i e n t v e c t o r i s a p p r o x i m a t e d a t e a c h i t e r a t i o n b y t h e 

f o r w a r d - d i f f e r e n c e f o r m u l a : 

V f ( x

k ) - f < » * + - f 

w h e r e h = 0 . 0 0 0 1 . 

T h e P r o j e c t i o n O p e r a t o r 

A s d i s c u s s e d i n C h a p t e r 3 , t h e p r o p o s e d m e t h o d r e q u i r e s t h e 

o p e r a t o r : 

P k = [ I - T ^ V ^ ) - 1 Y k ] 

w h i c h p r o j e c t s a n y v e c t o r i n E n i n t o t h e n u l l s p a c e o f Y ^ , t h e m a t r i x 

o f c o n j u g a c y r e q u i r e m e n t s . 

F o r a g e n e r a l i t e r a t i o n , t h e u p d a t i n g i n p e r f o r m e d b y t h e 

f o r m u l a : 

y k p k y k 

W h e n t h i s u p d a t i n g f a i l s a n o r t h o g o n a l f a c t o r i z a t i o n o f Y i s 

p e r f o r m e d w h i c h i s g i v e n b y : 
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a n d t h e n P f c » Q ^ ^ . Q ^ k * 

I f t h i s p r o c e s s f a i l s , t h e p r o c e d u r e i s r e s t a r t e d w i t h 

r e i n i t i a l i z e d t o t h e i d e n t y m a t r i x . I n a d d i t i o n , w h e n e q u a l i t y 

c o n s t r a i n t s a r e p r e s e n t i n t h e o r i g i n a l p r o b l e m i n t h e f o r m : 

Dx « d 

t h e i n i t i a l m a t r i x PQ i s i n i t i a l i z e d t o : 

P Q = [ I - D t ( D D t ) " 1 D l 

v i a a QR f a c t o r i z a t i o n . T h i s i s b e c a u s e t h i s f a c t o r i z a t i o n a l l o w s 

t h e d e t e c t i o n o f d e p e n d e n c i e s a m o n g t h e r o w s o f D . 

3 . N u m e r i c a l R e s u l t s 

I n t h i s s e c t i o n t h e n u m e r i c a l s o l u t i o n s f o r t h e 3 0 t e s t p r o b l e m s 

a r e p r e s e n t e d w i t h s o m e r e l e v a n t i n f o r m a t i o n o n e a c h p r o b l e m . T h e s e 

r e s u l t s a r e t h e n s u m m a r i z e d a n d c o m p a r e d t o p u b l i s h e d r e s u l t s f r o m o t h e r 

m e t h o d s . F i n a l l y , a t e s t p r o b l e m i s u s e d t o s h o w t h e s e n s i t i v i t y o f t h e 

p r o c e d u r e t o c e r t a i n k e y p a r a m e t e r s . 

3 . 1 S o l u t i o n s 

T h e p r o b l e m s w i l l b e i d e n t i f i e d b y t h e i r n u m b e r g i v e n i n T a b l e 

6 . 1 . I n a d d i t i o n , t h e d e t a i l e d f o r m u l a t i o n o f e a c h p r o b l e m i s g i v e n i n 

A p p e n d i x A f o r r e f e r e n c e . F o r e a s e o f p r e s e n t a t i o n a n d r e a d a b i l i t y t h e 
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s o l u t i o n s a r e p r e s e n t e d i n t a b u l a r f o r m b y c l a s s o f p r o b l e m s g r o u p e d 

a c c o r d i n g t o t h e n u m b e r o f v a r i a b l e s . T h e f o l l o w i n g s t a t i s t i c s a r e 

p r o v i d e d f o r e a c h p r o b l e m : 

a ) T h e v a l u e o f t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n f ( x * ) . 

b ) T h e s o l u t i o n v e c t o r x * . 

c ) T h e n u m b e r o f i t e r a t i o n s r e q u i r e d t o s o l v e t h e p r o b l e m . 

d ) T h e t o t a l n u m b e r o f r e s t a r t s r e q u i r e d . 

e ) T h e t o t a l n u m b e r o f f u n c t i o n a l e v a l u a t i o n s . 

f ) T h e t o t a l n u m b e r o f g r a d i e n t e v a l u a t i o n s . 

g ) T h e n u m b e r o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s c o n s t r u c t e d . T h e s e a r e 

b r o k e n d o w n i n t o : 

i ) T h e m a x i m u m n u m b e r o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s c o n s t r u c t e d 

b e t w e e n r e s t a r t s , 

i i ) T h e m i n i m u m n u m b e r o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s c o n s t r u c t e d 

b e t w e e n r e s t a r t s . 

h ) L i n e s e a r c h s t a t i s t i c s . T h e s e i n c l u d e : 

i ) T h e m a x i m u m n u m b e r o f t r i a l s , c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

l a r g e s t v a l u e o f v ^ , r e q u i r e d p e r I t e r a t i o n , 

i i ) T h e m i n i m u m n u m b e r o f t r i a l s , c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

s m a l l e s t v a l u e o f v ^ , r e q u i r e d p e r i t e r a t i o n . 

i ) F o r t h e c o m p u t a t i o n o f t h e d i r e c t i o n v e c t o r , L e m k e ' s l i n e a r 

c o m p l e m e n t a r y p i v o t i n g r o u t i n e i s u s e d . Two s t a t i s t i c s a r e 

g i v e n : 

i ) T h e m a x i m u m n u m b e r o f p i v o t s r e q u i r e d p e r i t e r a t i o n , 

i i ) T h e m i n i m u m n u m b e r o f p i v o t s r e q u i r e d p e r i t e r a t i o n , 

j ) T h e n u m b e r o f b i n d i n g c o n s t r a i n t s a t o p t i m a l l t y . 
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1 ) T h e e x e c u t i o n t i m e r e q u i r e d i n CPU s e c o n d s . 

m ) T h e v a l u e o f t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p - s i z e p a r a m e t e r a ^ . 

T a b l e s ( 6 - 2 ) t o ( 6 - 1 4 ) c o n t a i n t h e s e s t a t i s t i c s f o r e a c h g r o u p o f 

p r o b l e m s . T a b l e ( 6 - 1 5 ) g i v e s a n a v e r a g e p i c t u r e o f t h e p e r f o r m a n c e o f 

t h e a l g o r i t h m s o n e a c h c l a s s o f p r o b l e m s . T h e s e a v e r a g e s a r e c o m p u t e d 

b a s e d o n t h e n u m b e r o f p r o b l e m s s o l v e d i n e a c h c l a s s , w h i c h i s i n d i c a t e d 

i n p a r a t h e s e s I n c o l u m n o n e . 
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T a b l e 6 - 2 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r 2 - V a r i a b l e P r o b l e m s 

^ ^ ^ P R O B L E M # 

S T A T I S T I C S 1 2 3 4 5 

f ( x * ) - 7 . 1 6 0 1 0 . 0 0 0 3 2 . 6 6 6 6 - 0 . 4 9 9 8 - 9 9 . 9 5 9 0 

X l 
1 . 1 1 9 1 0 . 9 9 9 8 1 . 0 0 0 0 - 2 . 9 9 9 8 2 . 0 0 0 0 

X 
X* 

2 
0 . 7 7 6 3 0 . 9 9 9 9 0 . 0 0 0 0 - 4 . 0 0 0 1 - 0 . 0 0 0 1 

VALUE OF a , USED 
k 

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 

NUMBER OF ITERATIONS 3 1 0 2 4 5 

NUMBER OF RESTARTS 3 5 2 4 5 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 4 2 5 3 6 6 

GRADIENT EVALUATIONS 3 1 0 2 4 5 

CONJUGATE MAX. # 1 2 1 1 1 

DIRECTIONS M I N . # 1 2 1 1 1 

LINE MAX. 
k 

0 6 0 1 0 

SEARCH M I N . v , 
k 

0 0 0 0 0 

PIVOTS MAX. # 1 0 2 0 1 

M I N . # 1 0 2 1 2 

BINDING CONSTRAINTS 1 0 2 1 2 

EXECUTION TIME 0 . 0 7 1 0 . 2 3 0 . 0 2 8 0 . 0 8 6 0 . 1 4 



T a b l e 6 - 3 : S o l u t i o n Summary f o r 2 - V a r i a b l e P r o b l e m s 

^ ^ \ P R O B L E M # 

S T A T I S T I C S 6 7 8 9 10 11 

f ( x * ) 0 . 0 0 0 0 1 0 .0002 0 .1115 - 3 3 0 0 . 0 0 0 0 - 3 4 5 5 . 9 9 9 9 - 2 6 2 7 2 . 5 1 4 3 

x t 50 .0000 0 .5000 1 .3121 20 .0000 24 .0002 0 .6178 
2 5 . 0 0 0 1 - 0 . 4 9 9 9 0 .7870 11 .0000 11.9999 0 . 3 2 8 1 

X5 1.4999 0 .4998 0 .4500 15 .0000 11.9999 0 .0539 

VALUE OF a k USED 0 .25 0 .25 0 .25 0 .25 0 .25 0 .25 

NUMBER OF ITERATIONS 5 5 4 2 3 8 

NUMBER OF RESTARTS 4 5 3 1 2 8 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 8 a c 

J 
3 5 34 

GRADIENT EVALUATIONS 5 5 4 2 3 8 

CONJUGATE MAX. # 1 1 2 2 3 1 

DIRECTIONS MIN. # 0 1 1 0 0 1 

LINE MAX. v k 2 0 0 0 1 7 

SEARCH M I N . v f c 0 0 0 0 0 1 

PIVOTS MAX. # 2 0 1 3 1 2 

MIN. # 1 0 1 3 1 1 

BINDING CONSTRAINTS 0 0 1 4 1 0 

EXECUTION TIME 0 . 2 1 4 0 .125 0 .105 0 . 0 9 4 0 .138 0 .83 
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T a b l e 6 - 4 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r 4-- V a r i a b l e P r o b l e m s 

* ^ ^ ^ P R 0 B L E M # 

S T A T I S T I C S 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 

f ( x * ) 0 . 0 0 0 1 - 1 5 . 0 0 0 0 1 . 9 2 9 9 - 4 . 6 8 0 3 1 . 4 0 9 9 

X* 
i 

0 . 9 9 8 8 0 . 0 0 0 0 0 . 6 6 6 6 0 . 2 7 2 7 1 . 1 2 2 9 

l 

x * 0 . 9 9 9 8 3 . 0 0 0 0 0 . 3 3 3 3 2 . 0 6 0 6 0 . 6 5 0 9 

2 

X* 1 . 0 0 0 1 - 0 . 0 0 0 0 0 . 3 3 3 3 0 . 0 0 0 0 1 . 8 2 8 9 

3 

X* 1 . 0 0 0 2 4 . 0 0 0 0 2 . 0 0 0 0 0 . 5 4 5 4 0 . 5 6 8 0 

4 

VALUE OF a k USED 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 5 0 

NUMBER OF ITERATIONS 2 0 1 4 5 9 2 

NUMBER OF RESTARTS 6 5 4 4 2 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 3 2 1 5 7 1 0 3 

GRADIENT EVALUATIONS 2 0 1 4 5 9 2 

CONJUGATE MAX. # 4 4 3 3 1 

DIRECTIONS M I N . # 0 0 0 1 0 

LINE MAX. v 
k 

8 0 1 0 0 

SEARCH M I N . v 
k 

0 0 0 0 0 

P I V O T S MAX. # 0 1 1 4 0 

M I N . # 0 0 1 0 0 

BINDING CONSTRAINTS 0 4 1 2 2 

EXECUTION TIME 0 . 9 9 5 1 . 1 6 5 0 . 1 7 3 0 . 9 5 6 0 . 0 6 
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T a b l e 6 - 5 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r 5 - V a r i a b l e P r o b l e m s 

^^PROBLEM # 

S T A T I S T I C S 17 1 8 19 2 0 

f ( x * ) - 3 2 . 3 4 8 6 1 . 0 0 0 1 0 . 0 0 0 0 4 . 0 8 9 9 

X* 

1 

X* 

0 . 3 0 0 0 1 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 - 0 . 7 7 7 7 X* 

1 

X* 0 . 3 3 3 5 1 . 9 9 9 9 0 . 9 9 9 9 0 . 2 5 9 9 

2 

X* 0 . 4 0 0 0 2 . 9 9 9 9 0 . 9 9 9 9 0 . 6 2 9 9 

3 

X* 0 . 4 2 8 4 4 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0 - 0 . 1 1 9 8 

4 

X* 0 . 2 2 3 9 4 . 9 0 0 0 1 . 0 0 0 0 0 . 2 5 9 9 

5 

VALUE OF OL USED 
k 

0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 2 5 

NUMBER OF ITERATIONS 8 7 7 7 

NUMBER OF RESTARTS 5 3 7 5 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 1 8 8 8 8 

GRADIENT EVALUATIONS 8 7 7 7 

CONJUGATE MAX. # 2 2 1 2 

DIRECTIONS M I N . # 1 0 0 1 

LINE MAX. v 
k 

4 0 0 0 

SEARCH M I N . v 

k 
0 0 0 0 

PIVOTS MAX. # 9 4 0 2 

M I N . # 4 1 0 0 

BINDING CONSTRAINTS 4 5 2 0 

EXECUTION TIME 1 . 7 8 0 . 6 2 0 . 0 6 3 0 . 0 8 1 
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T a b l e 6 - 5 : S o l u t i o n S u m m a r y 
f o r P r o b l e m 2 1 

T a b l e 6 - 7 : S o l u t i o n S u m m a r y 
f o r P r o b l e m 2 2 

f ( x * ) 6 . 3 3 3 3 f ( x * ) 1 1 3 8 . 4 1 6 2 

x l 
X* 
x 2 
X * 
X 3 
X* 
X 4 
X5 
x? 

0 . 0 0 0 0 

1 . 3 3 3 3 

1 . 6 6 6 6 

1 . 0 0 0 1 

0 . 6 6 6 6 

0 . 3 3 3 3 

x f 
x * 

x * 
X 3 
X* 

4 
X5 
X* 

7 
x 8 

0 . 4 1 2 8 

0 . 4 0 3 3 

1 3 1 . 2 6 1 3 

1 6 4 . 3 1 3 4 

2 1 7 . 4 2 2 2 

1 2 . 2 8 0 1 

1 5 . 7 7 1 7 

2 0 . 7 4 6 8 

VALUE OF a k USED 0 . 2 5 0 . 2 5 

NUMBER OF ITERATIONS 8 1 3 

NUMBER OF RESTARTS 8 9 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 1 2 19 

GRADIENT EVALUATIONS 8 1 3 

CONJUGATE MAX. # 1 4 

DIRECTIONS M I N . # 0 1 

LINE MAX. v k 2 3 

SEARCH M I N . v k 0 0 

PIVOTS MAX. # 2 4 

M I N . # 1 2 

BINDING CONSTRAINTS 8 0 

EXECUTION TIME 1 . 6 5 3 1 . 9 3 5 



T a b l e 6 - 8 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r 1 0 - V a r i a b l e P r o b l e m s 

*^^PROBLEM # 

S T A T I S T I C S 2 3 2 4 

f ( x * ) - 4 5 . 7 7 8 3 - 4 7 . 7 6 0 9 

X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 3 0 . 0 4 0 9 
X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 3 0 . 1 4 7 9 
X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 2 0 . 7 8 3 0 

X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 3 0 . 0 0 0 9 

X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 3 0 . 4 8 4 8 

X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 

9 . 3 5 0 3 0 . 0 0 0 9 

X l 
x * 

2 
x * 

3 
x * 

4 
x * 
X 5 
x * 

6 
X* 

7 
9 . 3 5 0 2 0 . 0 2 6 9 

x * 
8 

9 . 3 5 0 2 0 . 0 1 7 8 

X* 
9 

X* 
1 0 

9 . 3 5 0 3 0 . 0 3 6 9 X* 
9 

X* 
1 0 

9 . 3 5 0 3 0 . 0 9 7 0 

VALUE OF a USED 
k 

0 . 5 0 0 . 5 0 

NUMBER OF ITERATIONS 1 4 1 6 

NUMBER OF RESTARTS 1 3 1 6 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 2 1 2 7 

GRADIENT EVALUATIONS 1 4 1 6 

CONJUGATE MAX. # 2 1 

DIRECTIONS M I N . # 0 0 

LINE MAX. v 
k 

4 5 

SEARCH M I N . v 

k 
0 0 

PIVOTS MAX. # 3 6 

M I N . # 1 1 

BINDING CONSTRAINTS 0 2 

EXECUTION TIME 2 . 0 1 2 . 3 3 



T a b l e 6 - 9 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r P r o b l e m 2 5 

f ( x * ) 3 7 . 6 4 5 9 

X l 
X* 
X 2 
X* 
x 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 

6 
X 7 
X* 
x 8 
X* 

9 
X* 

1 0 
X* 
X l l 

0 . 0 0 9 9 

0 . 0 9 8 4 

0 . 0 6 3 1 

0 . 4 0 0 5 4 

0 . 3 8 8 1 

0 . 1 8 1 0 

0 . 6 4 9 9 

0 . 3 3 3 0 

0 . 3 4 0 9 

0 . 1 6 3 5 

0 . 6 4 9 9 

VALUE OF a USED 
k 

0 . 5 0 

NUMBER OF ITERATIONS 1 5 

NUMBER OF RESTARTS 7 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 3 7 

GRADIENT EVALUATIONS 1 5 

CONJUGATE 

DIRECTIONS 

MAX. # 

CO CONJUGATE 

DIRECTIONS M I N . # 2 

LINE 

SEARCH 

MAX. v 
k 

4 LINE 

SEARCH M I N . v 
k 

0 

PIVOTS MAX. # 8 PIVOTS 

M I N . # 4 

BINDING CONSTRAINTS 5 

EXECUTION TIME 7 . 7 9 



T a b l e 6 - 1 0 : S o l u t i o n Summary f o r P r o b l e m 2 6 

f ( x * ) - 1 1 1 4 . 5 4 7 5 

X l 
x * 

x ? 

X* 
4 

X* 
5 

X* 
6 

X* 
7 

X* 
8 

X* 
9 

X* 
1 0 

X* 
1 1 

X* 
1 2 

X* 
1 3 

X* 
1 4 

3 . 4 0 2 1 

- 0 . 1 3 6 6 

- 0 . 0 5 4 8 

0 . 0 9 5 5 

0 . 0 9 4 8 

0 . 5 8 6 9 

0 . 1 4 1 6 

- 0 . 7 2 8 6 

0 . 1 5 1 2 

- 0 . 7 5 1 6 

- 0 . 7 3 3 8 

0 . 4 8 6 4 

- 1 . 5 4 1 1 

0 . 5 4 1 1 

VALUE OF a k USED 0 . 2 5 

NUMBER OF ITERATIONS 2 4 

NUMBER OF RESTARTS 2 3 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 1 0 2 

GRADIENT EVALUATIONS 2 4 

CONJUGATE MAX. # 2 

DIRECTIONS M I N . # 1 

LINE MAX. v f e 6 

SEARCH M I N . v k 4 

P I V O T S MAX. # 1 

MIN. # 1 

BINDING CONSTRAINTS 4 

EXECUTION TIME 4 . 3 2 



T a b l e 6 - 1 1 : S o l u t i o n Summary f o r P r o b l e m 2 7 

f ( x * ) 6 6 4 . 8 2 1 3 

X l 
7 . 9 9 9 8 

X 2 
4 9 . 0 0 0 1 

X 3 
3 . 0 0 0 

J 
X* 

L 
0 . 9 9 9 9 

X 5 
5 5 . 9 9 8 9 

j 
X* 

6 
0 . 0 0 0 9 

X 7 
0 . 9 9 9 9 

/ 

X* 
X 8 
X* 

9 

6 3 . 0 0 0 0 
/ 

X* 
X 8 
X* 

9 
5 . 9 9 8 0 

y 
X* 

1 0 
X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

3 . 0 0 0 0 
y 

X* 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

7 0 . 0 0 1 6 

y 
X* 

1 0 
X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

1 1 . 9 9 7 3 

y 
X* 

1 0 
X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

1 2 . 0 0 0 0 

y 
X* 

1 0 
X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

7 7 . 9 9 9 8 

y 
X* 

1 0 
X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 

1 8 . 0 0 0 1 

VALUE OF a 
k 

USED 0 . 5 0 

NUMBER OF ITERATIONS 1 7 

NUMBER OF RESTARTS 9 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 2 3 

GRADIENT EVALUATIONS 1 7 

CONJUGATE MAX. # 5 

DIRECTIONS MIN. # 1 

LINE MAX. v 
k 

2 

SEARCH M I N . v 
k 

0 

PIVOTS MAX. # 1 0 

MIN. # 4 

BINDING CONSTRAINTS 1 5 

EXECUTION TIME 3 . 4 7 



T a b l e 6 - 1 2 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r P r o b l e m 2 8 

f ( x * ) - 2 4 4 . 8 9 9 7 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 0 3 8 9 X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 7 9 1 9 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 2 0 2 8 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 8 4 4 3 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

1 . 1 2 6 9 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 9 3 4 7 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

1 . 6 8 1 9 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

0 . 1 5 5 3 

X* 
X l 
x * 
X 2 
x * 
X 3 
X* 
X 4 
X* 
X 5 
X* 
X 6 
X* 
X 7 
X* 
X 8 
X* 

9 

1 . 5 6 7 8 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

0 . 0 0 0 0 X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

- 0 . 0 0 0 0 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

- 0 . 0 0 0 0 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

0 . 6 6 0 2 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

0 . 0 0 0 0 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

0 . 6 7 4 2 

X * 
1 0 

X* 
X l l 
X* 
X 1 2 
X* 
X 1 3 
X* 
X 1 4 
X* 

1 5 
x 1 6 

0 . 0 0 0 0 

VALUE OF a 
k 

USED 0 . 5 0 0 

NUMBER OF ITERATIONS 1 2 

NUMBER OF RESTARTS 1 2 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 5 0 

GRADIENT EVALUATIONS 1 2 

CONJUGATE MAX. # 1 

DIRECTIONS MIN. # 1 

LINE MAX. v 
k 

4 

SEARCH M I N . v 
k 

0 

PIVOTS MAX. # 1 3 

MIN. # 8 

BINDING CONSTRAINTS 5 

EXECUTION TIME 5 . 1 2 



2 2 8 

T a b l e 6 - 1 3 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r P r o b l e m 2 9 

f ( x * ) - 1 9 1 1 . 4 0 5 2 4 

" 1 0 
X l l 
X 1 2 
X 1 3 
X 1 4 
x 1 5 

- . 3 4 9 7 E - 1 3 

. 2 1 3 9 E + 0 0 

. 3 5 9 5 E + 0 1 

• 2 4 6 6 E + 0 0 

. 6 3 3 0 E + 0 0 

. 4 5 7 2 E - 0 1 

. 3 2 3 1 E - 1 3 

. 1 1 8 2 E - 1 2 

. 2 9 0 3 E - 1 3 

• 7 0 7 7 E + 0 0 

• 2 4 9 6 E - 0 1 

- . 3 7 7 5 E - 1 3 

• 2 5 5 9 E + 0 2 

• 2 2 1 6 E - 0 1 

• 8 2 6 6 E - 1 3 

A 1 6 
X 1 7 
x 1 8 
X 1 9 
X 2 0 
X 2 1 
X 2 2 
X 2 3 
X 2 4 
X 2 5 
X 2 6 
X 2 7 
X 2 8 
X 2 9 
x 3 0 

. 8 7 1 0 E - 1 3 

. 1 5 5 0 E - 0 1 

. 2 2 5 9 E - 1 3 

- . 3 0 6 4 E - 1 3 

• 5 8 4 3 E - 1 3 

• 6 2 0 6 E - 1 3 

• 4 2 9 1 E - 1 3 

. 9 2 8 1 E - 0 1 

• 6 3 0 4 E - 0 1 

• 4 8 3 0 E - 0 1 

• 2 1 1 6 E + 0 2 

. 3 5 7 5 E - 1 3 

- . 2 9 1 2 E - 1 3 

• 2 1 0 7 E - 1 3 

. 2 1 1 0 E - 0 1 

31 
X 3 2 
x 3 3 
x 3 4 
x 3 5 
X 3 6 
X 3 7 
x 3 8 
x 3 9 
x 4 0 
X 4 1 
X 4 2 
X 4 3 
X 4 4 
x 4 5 

. 2 3 0 0 E - 0 2 

• 4 7 3 0 E - 1 3 

. 1 7 9 4 E - 1 3 

- . 3 4 5 8 E - 1 3 

. 2 4 2 9 E - 1 3 

- . 4 4 4 1 E - 1 5 

. 9 7 8 1 E - 1 3 

• 1 9 4 3 E - 1 5 

• . 2 1 0 9 E - 1 4 

. 1 6 6 5 E - 0 2 

. 7 3 3 5 E - 0 2 

. 3 4 3 9 E - 1 3 

• 1 0 2 1 E - 1 2 

. 2 9 3 4 E - 0 1 

. 1 4 7 4 E - 1 3 

VALUE OF » k USED 0 . 5 0 0 

NUMBER OF ITERATIONS 6 2 

NUMBER OF RESTARTS 5 5 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 1 7 8 

GRADIENT EVALUATIONS 6 2 

CONJUGATE 

DIRECTIONS 

MAX. # 2 CONJUGATE 

DIRECTIONS M I N . # 1 

L I N E 

SEARCH 

MAX. v k 7 L I N E 

SEARCH MIN. v k 0 

P I V O T S MAX. # 2 8 P I V O T S 

M I N . # 1 1 4 

BINDING CONSTRAINTS 4 1 

EXECUTION TIME 2 6 5 . 5 0 



2 2 9 

T a b l e 6 - 1 4 : S o l u t i o n S u m m a r y f o r P r o b l e m 3 0 

f ( x * ) - 1 7 3 2 . 0 3 3 3 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 12 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 2 0 

x l 
2 4 3 2 3 7 2 8 2 2 5 5 2 x 9 9 

2 8 2 1 8 1 1 2 9 9 2 1 

9 2 9 6 2 3 5 17 2 5 6 2 6 0 

9 3 9 5 8 4 4 

4 7 
x 5 

5 
x 1 0 

3 6 1 2 6 5 0 4 2 5 1 1 
x 1 0 0 

VALUE OF a k USED 1 . 0 0 

NUMBER OF ITERATIONS 2 7 2 

NUMBER OF RESTARTS 1 9 2 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 4 9 8 

GRADIENT EVALUATIONS 2 7 2 

CONJUGATE MAX. 8 

DIRECTIONS M I N . # 1 

L I N E MAX. 4 

SEARCH MIN. v k 0 

P I V O T S MAX. # 5 2 

M I N . # 4 

BINDING CONSTRAINTS 7 0 

EXECUTION TIME 9 1 2 . 5 9 

( a ) T h e v a l u e s o f t h e d e c i s i o n v a r i a b l e s a r e r o u n d e d t o t h e c l o s e s t 

i n t e g e r , s i n c e X £ j r e p r e s e n t s t h e n u m b e r o f w e a p o n s o f t y p e i 

a s s i g n e d t o t a r g e t j . 



T a b l e 6 - 1 5 : A v e r a g e R e s u l t s p e r N u m b e r o f V a r i a b l e s 

S t a t i s t i c s 

P B . P e r 
# V a r . 

A v e r a g e # 
I t e r a t i o n s 

A v e r a g e # 
R e s t a r t s 

A v e r a g e Maximum 
A v e r a g e # 
F u n c t i o n 
E v a l u a t i o n s 

A v e r a g e # 
G r a d i e n t 
E v a l u a t i o n s 

A v e r a g e 
E x e c u t i o n 

T i m e 

S t a t i s t i c s 

P B . P e r 
# V a r . 

A v e r a g e # 
I t e r a t i o n s 

A v e r a g e # 
R e s t a r t s 

C o n j u g a t e 
D i r e c t i o n 

L i n e 
S e a r c h 

P i v o t s 
A v e r a g e # 
F u n c t i o n 
E v a l u a t i o n s 

A v e r a g e # 
G r a d i e n t 
E v a l u a t i o n s 

A v e r a g e 
E x e c u t i o n 

T i m e 

2 ( 5 ) 4 . 8 3 . 8 1 . 2 1 . 4 0 . 8 8 . 8 4 . 8 0 . 1 1 

3 ( 6 ) 4 . 5 3 . 8 1 . 7 1 . 7 1 . 5 1 0 . 2 4 . 5 0 . 2 5 

4 ( 5 ) L0 4 . 2 3 . 0 1 . 8 1 . 2 1 3 . 4 1 0 0 . 6 7 

5 ( 4 ) 7 . 3 5 . 0 1 . 8 1 . 0 3 . 0 1 0 . 5 7 . 3 0 . 6 4 

6 ( 1 ) 8 . 0 8 . 0 1 . 0 2 . 0 2 . 0 1 2 . 0 8 . 0 1 . 6 5 

8 ( 1 ) 1 3 . 0 9 . 0 4 . 0 3 . 0 4 . 0 1 9 . 0 1 3 . 0 1 . 9 3 

1 0 ( 2 ) 1 5 . 0 1 4 . 5 1 . 5 4 . 5 4 . 5 2 4 . 0 1 5 . 0 2 . 1 7 

1 1 ( 1 ) 1 5 . 0 7 . 0 3 . 0 4 . 0 8 . 0 3 7 . 0 1 5 . 0 7 . 7 9 

1 4 ( 1 ) 2 4 . 0 2 3 . 0 2 . 0 6 . 0 1 . 0 1 0 2 . 0 2 4 . 0 4 . 3 2 

1 5 ( 1 ) 1 7 . 0 9 . 0 5 . 0 2 . 0 1 0 . 0 2 3 . 0 1 7 . 0 3 . 4 7 

1 6 ( 1 ) 1 2 . 0 1 2 . 0 1 . 0 4 . 0 1 3 . 0 5 0 . 0 1 2 . 0 5 . 1 2 

4 5 ( 1 ) 6 2 . 0 5 5 . 0 2 . 0 7 . 0 2 8 . 0 1 7 8 . 0 6 2 . 0 2 6 5 . 5 0 

1 0 0 ( 1 ) 2 7 2 . 0 1 9 2 . 0 8 . 0 4 . 0 5 2 . 0 4 9 8 . 0 2 7 2 . 0 9 1 2 . 5 9 



231 

3 . 2 S e n s i t i v i t y 

S o m e e x p e r i m e n t a t i o n s h o w e d t h a t t h e m e t h o d i s n o t a f f e c t e d b y 

d i f f e r n e t s t a r t i n g p o i n t s i n t e r m s o f a c h i e v i n g t h e s a m e o p t i m a l 

s o l u t i o n . T h i s i s t r u e a s l o n g a s t h e i n i t i a l p o i n t i s f e a s i b l e . 

H o w e v e r , t h e m e t h o d s h o w s o m e s e n s i t i v i t y t o t h e u n c o n s t r a i n e d s t e p s i z e 

a n d d i f f e r e n t s t r a t e g i e s o f r e i n i t i a l i z i n g t h e p r o j e c t i o n m a t r i x P ^ . 

C o n c e r n i n g a ^ , i t i s s e e n t h a t f r o m a c o m p u t a t i o n a l p o i n t o f v i e w 

t h i s p a r a m e t e r s a c t s a s a s e a l i n g f a c t o r i n t h e e x p r e s s i o n : 

z ^ = x k - o t k P k V f ( x

k ) 

I n a d d i t i o n , t h e p e r f o r m a n c e o f t h e l i n e s e a r c h I s a f f e c t e d t h r o u g h t h e 

c o m p u t a t i o n o f v ^ : 

( v > 0 
v . = Min5 

\ i n t e g e r 

k 2 

f [ x k + ( 6 , , ) V w, d k] - f ( x k ) C$, ) V w,, " d 1 

k ' k ~ ' - x - / - ~ k v " k ' "k 2 

T h i s e f f e c t o f I s s h o w n i n T a b l e 6 - 1 6 f o r t h e t e s t p r o b l e m 1 7 . 

F i g u r e 6 - 1 g i v e s a g r a p h i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f d i f f e r e n t p e r t i n e n t 

. s t a t i s t i c s a s a f u n c t i o n o f a k « I t c a n b e s e e n t h a t f o r p r o b l e m 1 7 t h e 

v a l u e =* 1 . 0 g i v e s t h e b e s t s o l u t i o n o v e r a l l . 

C o n c e r n i n g d i f f e r e n t r e i n i t i a l i z a t i o n s t r a t e g i e s f o r t h e m a t r i x 

P k > i t i s s e e n i n T a b l e 6 - 1 6 t h a t t h e b e s t s o l u t i o n f o r p r o b l e m 1 7 I s 

a c h i e v e d w h e n P k i s r e i n i t i a l i z e d t o t h e i d e n t i t y m a t r i x . T h i s 

c o r r e s p o n d s t o a f r e s h s e t o f c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . E x p e r i m e n t a t i o n 

w i t h r e s t a r t i n g t h e p r o c e d u r e w i t h o u t d i s c a r d i n g p r e v i o u s l y a c q u i r e d 

d i r e c t i o n a l i n f o r m a t i o n p r o v e d i n f e r i o r . T a b l e 6 - 1 6 s h o w s t h a t i n m o s t 



T a b l e 6 - 1 6 : R e s u l t s S h o w i n g S e n s i t i v i t y t o a k a n d T y p e o f R e s t a r t i n g f o r P B . 17 

RESTARTING FRESH RESTARTING: P k + 1 R E I N I T I A L I Z E D TO I 

0 .10 0 .25 0 .50 0 .75 1.00 1.50 2 .00 2 .50 

f ( x * ) - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 1 

X l 
0 .3000 0 .3000 0 .3000 0 .3000 0 .3000 0 .3000 0 .3000 0 .3000 

X 2 0 .3335 0 .3335 0 .3335 0 .3335 0 .3335 0 .3335 0 .3335 0 .3335 
X * 

3 
0 .4000 0 .4000 0 .4000 0 .4000 0 .4000 0 .4000 0 .4000 0 .4000 

x * 
4 0 .4275 0 .4275 0 .4275 0 .4275 0 .4275 0 .4275 0 .4275 0 .4275 

x * X 5 0 .2244 0 .2247 0 .2247 0 .2247 0 .2247 0 .2247 0 .2247 0 .2247 

NUMBER OF ITERATIONS 15 8 12 10 7 12 8 8 

NUMBER OF RESTARTS 13 5 8 8 5 9 5 5 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 31 18 28 29 17 38 l n i r\ 
1 ? 

GRADIENT EVALUATIONS 15 8 12 10 7 12 8 8 

CONJUGATE 

DIRECTIONS 

MAX. # 2 2 2 2 2 2 2 2 CONJUGATE 

DIRECTIONS M I N . # 1 1 1 1 1 1 1 1 

LINE 

SEARCH 

MAX. v f c 2 4 5 5 5 6 7 7 LINE 

SEARCH M I N . v f c 0 0 0 0 0 0 0 0 

PIVOTS MAX. # 7 9 9 9 9 9 13 13 PIVOTS 

M I N . # 3 4 6 6 6 6 6 6 

BINDING CONSTRAINTS 4 4 4 4 4 4 4 4 

EXECUTION TIME 3 .63 1.78 2 . 8 6 2 .57 1.72 3 .05 1.95 1.97 



2 3 3 

T a b l e 6 - 1 6 : C o n t i n u e d 

RESTARTING P k + 1 " P k ( b ) P k + 1 " P k 

a 
k 

0 . 2 5 1 . 0 0 0 . 2 0 0 . 2 5 0 . 7 5 0 . 5 0 

f ( x * ) - 3 7 . 6 3 3 2 - 3 5 . 2 5 0 5 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 2 . 3 4 8 6 - 3 6 . 6 0 0 3 - 3 2 . 3 4 8 6 

x l 
0 . 3 0 0 0 0 . 2 2 5 0 0 . 3 0 0 0 0 . 3 0 0 0 0 . 2 8 6 5 0 . 3 0 0 0 

X 

X* 
3 

X* 
4 

X* 
5 

0 . 5 3 0 0 

0 . 4 3 9 8 

0 . 6 0 9 7 

0 . 2 0 6 7 

0 . 0 5 9 0 

0 . 6 1 3 4 

0 . 4 8 5 9 

0 . 5 5 1 4 

0 . 3 3 3 5 

0 . 4 0 0 0 

0 . 4 2 9 1 

0 . 2 2 4 0 

0 . 3 3 3 5 

0 . 4 0 0 0 

0 . 4 2 8 4 

0 . 2 2 3 9 

0 . 5 5 9 5 

0 . 3 9 8 5 

0 . 5 0 4 0 

0 . 1 8 6 6 

0 . 3 3 3 3 

0 . 4 0 0 0 

0 . 4 2 7 9 

0 . 2 2 4 4 

NUMBER OF ITERATIONS 2 1 2 1 1 5 8 2 1 1 1 

NUMBER OF RESTARTS 0 1 8 5 5 3 

FUNCTIONAL EVALUATIONS 7 2 7 8 3 6 1 8 4 8 2 3 

GRADIENT EVALUATIONS 2 1 2 1 1 5 8 2 1 1 1 

CONJUGATE MAX. # 3 3 5 2 5 5 

D I R E C T I O N S M I N . # 3 3 1 1 2 2 

L I N E MAX. V f c 6 7 5 4 6 7 

SEARCH M I N . V k 0 0 0 0 0 0 

P I V O T S MAX. # 1 4 1 4 9 9 1 1 1 0 

M I N . # 8 8 4 4 6 5 

B I N D I N G CONSTRAINTS - - 4 4 - 4 

EXECUTION TIME 3 . 6 5 4 . 1 0 2 . 6 3 1 . 8 3 3 . 2 0 2 . 0 5 

( a ) R e i n i t i a l i z a t i o n o c c u r s w h e n e v e r P.* • - 1 0 o r y k P k y k

 1 

-' t 

( b ) R e i n i t i a l i z a t i o n o c c u r s o n l y w h e n y k P k y k ^ 1 . 0 E - 1 0 

0 E - 1 0 



2 3 4 

c a s e s t h e m e t h o d d i d n o t c o n v e r g e t o t h e o p t i m a l s o l u t i o n . F i n a l l y , w e 

n e e d t o m e n t i o n t h a t t h e u p d a t i n g f o r m u l a f o r ^ ^ + ^ : 

k+1 k t „ 
y k V k 

c a n c a u s e s o m e i l l - c o n d i t i o n i n g w h e n t h e t e r m y ^ ^ k l t l t n e d e n o m i n a t o r 

b e c o m e s t o o s m a l l . P r a c t i c a l l y , e a c h t i m e t h i s h a p p e n e d , t h e QR 

f a c t o r i z a t i o n w a s t r i e d a n d i f n o t s u c c e s s f u l , a r e s t a r t w a s 

i n i t i a l i z e d . 

F i n a l l y , w e n o t e t h a t n o s p e c i a l p r o v i s i o n s f o r d e t e c t i n g 

d e p e n d e n c i e s a n d i l l - c o n d i t i o n i n g w e r e i m p l e m e n t e d . T h i s a c c o u n t s f o r 

t h e h i g h p e r c e n t a g e o f r e s t a r t s o n m o s t o f t h e p r o b l e m s . 



2 3 5 

3 . 3 C o m p a r i s o n w i t h O t h e r M e t h o d s 

I n t h e l a s t t h r e e t a b l e s , ( 6 - 1 7 ) - ( 6 - 1 9 ) , w e p r e s e n t a s u m m a r y o f 

t h e p e r f o r m a n c e o f t h e n e w m e t h o d c o m p a r e d t o s i x o t h e r m e t h o d s f o r 

w h i c h p u b l i s h e d r e s u l t s e x i s t . I t I s t o b e n o t e d t h a t n o t a l l p r o b l e m s 

w e r e s o l v e d b y a l l m e t h o d s , a n d s o m e o f t h e r e l e v a n t s t a t i s t i c s a r e 

m i s s i n g . I n a d d i t i o n , t h e s e s o l u t i o n s a r e o b t a i n e d o n d i f f e r e n t 

c o m p u t e r s y s t e m s . E x c e p t f o r t h e s e c o n d m e t h o d ( B G ) a l l o t h e r s a r e t h e 

r e s u l t o f c o m m e r c i a l c o d e s . We a l s o n o t e t h a t s o m e o f t h e e x e c u t i o n 

t i m e s a p p e a r t o b e s t a n d a r d i z e t i m e s e v e n t h o u g h t h e y w e r e r e p o r t e d t o 

b e a c t u a l CPU s e c o n d s . F r o m t h e s e r e s u l t s w e c a n d r a w t h e f o l l o w i n g 

c o n c l u s i o n s c o n c e r n i n g t h e p r o p o s e d m e t h o d : 

i ) R e l i a b i l i t y : C o m p u t a t i o n a l r e s u l t s c l e a r l y s h o w t h a t t h e 

m e t h o d I s r e l i a b l e i n t h e s e n s e t h a t a l l t e s t p r o b l e m s w e r e 

s o l v e d t o o p t i m a l i t y . 

i i ) E f f i c i e n c y : I n t e r m s o f n u m b e r o f i t e r a t i o n s , f u n c t i o n a n d 

g r a d i e n t e v a l u a t i o n s , t h e m e t h o d s e e m s t o c o m p a r e v e r y w e l l 

w i t h o t h e r m e t h o d s . I n m a n y c a s e s i t s p e r f o r m a n c e i s 

s u p e r i o r i n t h i s r e g a r d . H o w e v e r , e x e c u t i o n t i m e s a r e h i g h e r 

t h a n f o r o t h e r m e t h o d s . T h i s s e e m s t o b e a n i n d i c a t i o n o f 

m o r e w o r k p e r i t e r a t i o n . T h i s c a n b e p a r t i a l l y e x p l a i n e d b y 

t h e f a c t t h a t t h e m e t h o d u s e s t h e e n t i r e c o n s t r a i n t s e t a t 

e a c h i t e r a t i o n t o s o l v e t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m . I n a d d i t i o n , 

s p e c i a l s t r u c t u r e s , s u c h a s l o w e r a n d u p p e r b o u n d s , a r e n o t 

t a k e n a d v a n t a g e o f . F i n a l l y , t o a l e s s e r d e g r e e , t h e " r o u g h " 

n a t u r e o f t h e c o d e m a y b e a f a c t o r . 



T a b l e 6 - 1 7 : C o m p a r a t i v e R e s u l t s : F u n c t i o n a n d G r a d i e n t E v a l u a t i o n s 

P r o b l e m 
# 

N , M, NEQ GRG BG BR MS MSH 
( c ) 

M 
( a ) 

New 
M e t h o d 

6 3 , 6 , 0 6 , 1 2 - - - - - 8 , 5 

1 0 3 , 7 , 0 - - - - - 4 8 5 , 3 

1 2 4 , 8 , 0 2 5 5 , 4 3 - - - - 4 6 2 3 2 , 2 0 

1 7 5 , 1 5 , 0 6 3 , 9 3 0 , 11 1 2 , 12 9 , 9 - 6 1 1 8 , 8 

2 3 1 0 , 1 0 , 3 7 7 , 1 7 6 1 , 1 7 6 5 , 3 7 - - - 2 7 , 1 6 

2 4 1 0 , 2 0 , 0 3 2 , 5 - - - - - 2 1 , 1 4 

2 5 1 1 , 3 2 , 0 - - - - - 5 1 2 3 7 , 1 5 

O O 1 r O « Q 1 6 2 , 3 7 2 4 , 9 1 7 , 15 1 6 , 1 6 4 4 1 8 7 5 0 , 1 2 

2 9 4 5 , 4 5 , 16 2 2 9 , 5 0 1 1 0 5 , 1 8 2 - 4 5 2 , 4 5 2 5 1 3 - 1 7 8 , 6 2 

3 0 1 0 0 , 1 1 2 , 0 2 3 9 , 4 1 1 4 5 5 , 4 8 5 2 0 8 , 1 6 9 2 9 6 , 2 9 6 3 1 0 - 4 9 8 , 2 7 2 

GRG: G e n e r a l i z e d R e d u c e d G r a d i e n t ( I B M 3 7 0 / 1 4 5 ) 
BG: B a z a r a a a n d G o o d e (CDC C y b e r 7 0 M o d e l 7 4 - 2 8 / C D C 6 4 0 0 ) 
BR: B e s t a n d R i t t e r ( I B M 3 6 0 - 7 5 ) 
MS: M u r t a g h a n d S a u n d e r s ( IBM 3 7 0 / 1 6 8 ) 

MSH: M a r s t e n a n d S h a n n o (CDC C y b e r 1 7 5 ) 
M: May (DEC - 1 0 7 7 K I - 1 0 ) 

( a ) : M a y ' s m e t h o d i s a n o n - d e r i v a t i v e m e t h o d . T h e n u m b e r s 
g i v e n a r e f u n c t i o n e v a l u a t i o n s o n l y . 
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T a b l e 6 - 1 8 : C o m p a r a t i v e R e s u l t s : N u m b e r o f I t e r a t i o n s 

P r o b l e m 

# 

N , M, NEQ GRG BG BR MS MSH M 

( b ) 

New 

M e t h o d 

6 3 , 6 , 0 1 0 - - - - - 5 

1 0 3 , 7 , 1 0 - - - - - - 3 

1 2 4 , 8 , 0 4 3 - - - - - 2 0 

1 7 5 , 1 5 , 0 9 11 1 1 8 - - 8 

2 3 1 0 , 1 0 , 3 9 1 7 3 6 - - - 1 6 

2 4 1 0 , 2 0 , 0 1 6 - - - - - 1 4 

2 5 1 1 , 3 2 , 0 5 - - - - - 1 5 

2 8 1 6 , 3 2 , 8 3 6 9 1 4 1 6 2 6 - 1 2 

2 9 4 5 , 4 5 , 1 6 4 9 1 8 2 - 1 0 3 2 7 4 - 6 2 

3 0 1 0 0 , 1 1 2 , 0 4 0 4 8 5 1 6 8 1 3 3 1 7 0 - 2 7 2 

( b ) N o t p r o v i d e d i n p u b l i s h e d s t u d y . 

( c ) T h e n u m b e r s g i v e n a r e c o m b i n e d f u n c t i o n a n d g r a d i e n t e v a l u a t i o n s . 



T a b l e 6 - 1 9 : C o m p a r a t i v e R e s u l t s : E x e c u t i o n T i m e s ( i n CPU s e c o n d s ) 

P r o b l e m 
# 

N , M, NEQ GRG BG BR MS MSH M New 
M e t h o d 

6 3 , 6 , 0 1 . 9 0 - - - - - 0 . 2 1 4 

1 0 3 , 7 , 0 - - - - - 0 . 1 4 0 . 1 3 8 

1 2 4 , 8 , 0 1 . 3 2 - - - - 0 . 5 8 0 . 9 9 5 

1 7 5 , 1 5 , 0 1 . 5 3 0 . 2 0 0 . 2 3 0 . 6 3 - 0 . 4 3 1 . 7 8 

2 3 1 0 , 1 0 , 3 3 . 8 1 0 . 5 9 1 . 1 9 - - - 2 . 0 1 

2 4 1 0 , 2 0 , 0 1 . 7 2 - - - - - 2 . 3 3 

2 5 1 1 , 3 2 , 0 - - - - - 9 . 1 8 7 . 7 9 

2 8 1 6 , 3 2 , 8 3 8 . 5 5 2 . 7 8 1 . 1 9 1 . 5 0 0 . 2 8 3 4 . 4 8 5 . 1 2 

2 9 4 5 , 4 5 , 1 6 2 2 7 . 2 6 1 1 1 . 5 7 - 2 . 9 1 . 8 0 7 - 2 6 5 . 5 0 

3 0 1 0 0 , 1 1 2 , 0 5 7 0 . 3 7 6 1 4 . 2 7 2 9 0 . 6 7 4 8 . 3 2 . 5 4 8 - 9 1 2 . 5 9 
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CHAPTER V I I 

CONCLUSIONS AND EXTENSIONS 

T h e p r i m a r y p u r p o s e o f t h i s t h e s i s w a s t o d e v e l o p a m e t h o d t o 

s o l v e t h e g e n e r a l l i n e a r l y c o n s t r a i n e d n o n l i n e a r p r o g r a m m i n g p r o b l e m 

u s i n g c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . T h e c o m p u t a t i o n a l r e s u l t s s h o w t h a t t h e 

m e t h o d s e e m s t o c o m p a r e w e l l w i t h t h e b e s t e x i s t i n g m e t h o d s i n t h e 

f i e l d , s u c h a s t h e G e n e r a l i z e d R e d u c e d G r a d i e n t M e t h o d . 

F i r s t , a r e l i a b l e p r o c e d u r e i s d e v e l o p e d t o p r o d u c e a d e s c e n t 

d i r e c t i o n . T h e p r o c e d u r e i s b a s e d o n s o l v i n g a p r o j e c t i o n p r o b l e m w h i c h 

i s s t r i c t l y c o n v e x a n d r e q u i r e s a f i n i t e n u m b e r o f s t e p s . T h i s 

p r o j e c t i o n p r o b l e m i s d e s i g n e d t o p r o j e c t a n u n c o n s t r a i n e d d e s c e n t 

d i r e c t i o n o n t o t h e f e a s i b l e r e g i o n i n s u c h a w a y a s t o p r o d u c e a 

f e a s i b l e d i r e c t i o n w h i c h i s c o n j u g a t e t o p r e v i o u s l y c o n s t r u c t e d 

c o n j u g a t e d i r e c t i o n s . T h i s c o n j u g a c y p r o p e r t y i s a i m e d a t p r o d u c i n g a 

s e c o n d o r d e r c o n v e r g e n c e o f t h e a l g o r i t h m . 

S e c o n d , t h e l i n e s e a r c h p r o c e d u r e i s a n A m i j o - t y p e i n e x a c t l i n e 

s e a r c h w h i c h i s b a s e d o n t h e p r o p e r t i e s o f t h e p r o j e c t i o n p r o b l e m a n d 

p r o d u c e s a s t e p - s i z e w i t h a f i n i t e n u m b e r o f f u n c t i o n e v a l u a t i o n s 

a u t o m a t i c a l l y . An i n i t i a l s t e p - s i z e a p p r o x i m a t i o n i s i n t r o d u c e d c l o s e 

t o a s o l u t i o n p o i n t . T h i s a p p r o x i m a t i o n h a s t h e p r o p e r t y t h a t t h e e x a c t 

s t e p - s i z e a l o n g t h e c o n j u g a t e d i r e c t i o n s i s c l o s e l y a p p r o x i m a t e d a n d 

t h a t t h e A r m i j o n u m b e r w i l l e v e n t u a l l y a l w a y s e q u a l z e r o . 

C o m p u t a t i o n a l r e s u l t s s h o w t h a t o n t h e a v e r a g e o n l y t w o t o t h r e e 

f u n c t i o n a l e v a l u a t i o n s a r e r e q u i r e d p e r i t e r a t i o n . I n a d d i t i o n , o t h e r 
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c o n t r i b u t i o n s w e r e m a d e i n t h i s r e s e a r c h . P r i n c i p a l l y , w e h a v e 

e s t a b l i s h e d t h e g l o b a l c o n v e r g e n c e o f t h e p r o c e d u r e t h r o u g h t h e u s e o f 

t h e i n e x a c t l i n e s e a r c h s c h e m e a n d t h e c o n v e r g e n c e o f t h e e n t i r e 

s e q u e n c e u n d e r a d d i t i o n a l a s s u m p t i o n s . We h a v e a l s o e s t a b l i s h e d t h e 

s u p e r l i n e a r c o n v e r g e n c e o f t h e p r o c e d u r e o w i n g t o t h e u s e o f c o n j u g a t e 

d i r e c t i o n s . 

T h e f o l l o w i n g e x t e n s i o n s a r e w o r t h w h i l e i n v e s t i g a t i n g : 

1. M o d i f i c a t i o n o f t h e p r o p o s e d m e t h o d t o d i r e c t l y h a n d l e l o w e r 

a n d u p p e r b o u n d e d v a r i a b l e s . 

2 . F u r t h e r I n v e s t i g a t i o n o f s t r a t e g i e s t o s o l v e t h e p r o j e c t i o n 

p r o b l e m a n d u p d a t i n g t h e p r o j e c t i o n o p e r a t o r t o a v o i d i l l -

c o n d i t i o n i n g . 

3 . E x t e n d i n g t h e c o m p u t a t i o n a l r e s u l t s b y s o l v i n g l a r g e r p r o b l e m s 

a n d d u p l i c a t i n g t h e r u n s m a d e s o t h a t t h e s e n s i t i v i t y o f t h e 

p r o c e d u r e t o c e r t a i n k e y p a r a m e t e r s c a n b e b e t t e r a s c e r t a i n e d . 

I n p a r t i c u l a r , t h e e f f e c t o f c h a n g e s i n o n a l a r g e r s e t o f 

p r o b l e m s w i l l b e a d e s i r a b l e s t u d y . 

4 . C o m p u t a t i o n a l t e s t i n g o f a n a c c e l e r a t e d a n d n e a r - b i n d i n g 

e x t e n s i o n s t o t h e b a s i c a l g o r i t h m . 

5 . N u m e r i c a l l y m o r e s t a b l e i m p l e m e n t a t i o n o f t h e b a s i c a l g o r i t h m 

s o t h a t t h e l o c a l c o n v e r g e n c e b e h a v i o r c a n b e b e t t e r 

e v a l u a t e d . 
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APPENDIX A 

T e s t P r o b l e m s 

P r o b l e m 1 

S o u r c e : B a z a r a a a n d S h e t t y ( 1 9 7 9 ) , p . 3 6 6 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 2 

S t a r t i n g P o i n t : x - ( 0 , 0 ) , f ( x Q ) = 0 . 0 0 

2 2 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = 2 x ^ + 2 x 2 " ^ X 1 X 2 " ^ X l " ^ X < 

C o n s t r a i n t s : x ^ 4- x 2 < 2 

X l + 5 x 2 < 5 

x . ^ , x 2 > 0 

P r o b l e m 2 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 2 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 2 

S t a r t i n g P o i n t : x = ( - 2 , 1 ) , f ( x ) = 9 0 9 . 0 0 
o o 

2 2 2 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = 1 0 0 ( x 2 ~ x ^ + ( 1 - x ^ 

C o n s t r a i n t s : - x 2 < 1 . 5 

P r o b l e m 3 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 2 7 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 2 

S t a r t i n g P o i n t : x q = ( 1 . 1 2 5 , 0 . 1 2 5 ) , f ( x Q ) - 3 . 3 2 3 5 
q 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = l / 3 ( x + 1 ) + x 0 
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C o n s t r a i n t s : - x ^ < - 1 

- x „ < 0 

P r o b l e m 4 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 3 2 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 2 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 0 . 0 , 0 . 0 ) , f ( x ) - 0 . 0 0 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) - s i n ( T t x 1 / 1 2 ) c o s ( T T x 2 / 1 6 ) 

C o n s t r a i n t s : 4 x , - 3 x « » 0 

P r o b l e m 5 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 4 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 2 

S t a r t i n g P o i n t : x - ( - 1 . 0 , - 1 . 0 ) , f ( x ) • - 9 8 . 9 9 
o o 

2 2 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = O.OlXj^ + x 2 - 1 0 0 

C o n s t r a i n t s : - 1 0 x 1 + x 2 < 1 0 

x L < 5 0 

x 2 < 5 0 

- x x < - 2 

- x 2 < 5 0 

P r o b l e m 6 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) P r o b l e m 2 1 , p . 4 2 2 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 
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S t a r t i n g P o i n t : x = ( 1 0 0 . 0 , 1 2 . 5 , 3 , 0 ) 
o 

f ( x ) - 3 2 . 8 3 5 
o 

9 9 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) * I 

1 = 1 
e x p ( - O . O l i ) ] 2 

x 1 

1 / 1 . 5 
u± = 2 5 + ( - 5 0 Zn O . O l i ) 

C o n s t r a i n t s : 0 . 1 < x 1 < 1 0 0 . 0 

0 . 0 < x 2 < 2 5 . 6 

0 . 0 < x 3 < 5 . 0 

P r o b l e m 7 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 5 1 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 

S t a r t i n g P o i n t : x ^ - ( - 4 . 0 , 1 . 0 , 1 . 0 ) 

f ( x ) - 1 3 . 0 0 
o 

2 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = ( x ^ + x 2 ) + ( x ^ + x ^ ) 

C o n s t r a i n t s : * l + 2 x 2 + 3 x 3 - 1 = 0 

P r o b l e m 8 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 l ) , p . 5 8 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 

S t a r t i n g P o i n t : x = ( 0 . 5 , 0 . 5 , 0 . 5 ) 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = 2 x . + 2 x . + x , + 2 x . x 0 + 2 x . x « - 8 x . 

o 

o 

f ( x ) = 2 . 2 5 

- 6 x 2 - 4 x 3 + 9 
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C o n s t r a i n t s : x ^ + x 2 + 2 x ^ < + 3 

x l » x 2 ' x 3 > 0 

P r o b l e m 9 

S o u r c e : M a y ( 1 9 7 9 ) , p . 4 7 9 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 1 0 . 0 , 1 0 . 0 , 1 0 . 0 ) 

f ( x ) - - 1 0 0 0 . 0 0 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) =» - x ^ x x ^ 

C o n s t r a i n t s : x^^ + 2 x 2 + 2 x 3 < 7 2 

0 < X l < 2 0 

0 < x 2 < 1 1 

0 < x 3 < 4 2 

N o t e : T h i s p r o b l e m , k n o w n a s t h e " P o s t O f f i c e P r o b l e m " h a s t h e 

d i s t i n c t i v e f e a t u r e t h a t t h e H e s s i a n d i a g o n a l e n t r i e s a r e a l l z e r o . 

P r o b l e m 1 0 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 6 0 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 1 0 . 0 , 1 0 . 0 , 1 0 . 0 ) 

f ( x ) - - 1 0 0 0 . 0 0 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) - - x . x . x , 
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C o n s t r a i n t s : x^^ + 2 x 2 + 2 x 3 < 7 2 

- 2 x 2 - 2 x 3 < 0 

0 < x x < 4 2 

0 < x 2 < 4 2 

0 < x 3 < 4 2 

P r o b l e m 1 1 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 8 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 3 

S t a r t i n g P o i n t : x q = ( 0 . 7 0 , 0 . 2 0 , 0 . 1 0 ) 

f ( x ) - - 2 5 6 9 8 . 3 0 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : 

f ( x ) - - 3 2 . 1 7 4 ( 2 5 5 In ((xl + x 2 + x ^ + 0 . 0 3 ) / ( 0 . 9 x 1 + x ? + x 3 + 0 . 0 3 ) ) 

+ 2 8 0 £ n ( ( x 2 + x 3 + 0 . 0 3 ) / ( 0 . 0 7 x 2 + x 3 + 0 . 0 3 ) ) 

+ 2 9 0 £ n ( ( x 3 + 0 . 0 3 ) / ( 0 . 1 3 x 3 + 0 . 0 3 ) ) ) 

C o n s t r a i n t s : 0 < x ^ < 1 

0 < x 2 < 1 

0 < x 3 < 1 

P r o b l e m 1 2 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , P r o b l e m 8 , p . 4 0 3 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 

S t a r t i n g P o i n t : x q = ( - 3 . 0 , - 1 . 0 , - 3 . 0 , - 1 . 0 ) 

f ( x ) - 1 9 . 1 9 2 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : 

f ( x ) =* 1 0 0 ( x 2 - x 2 ) 2 + ( 1 - x x ) 2 + 9 0 ( x 4 - x 2 ) 2 + ( 1 - x 3 ) 2 

+ 1 0 . 1 [ ( x 2 - l ) 2 + ( x 4 - l ) 2 ] + 1 9 . 8 ( x 2 - l ) ( x 4 - 1 ) 
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C o n s t r a i n t s : - 1 0 < x t < 1 0 

- 1 0 < x 2 < 1 0 

- 1 0 < x 3 < 1 0 

- 1 0 < x , < 1 0 

N o t e : T h i s p r o b l e m w a s d e s i g n e d t o h a v e a n o n o p t i m a l s t a t i o n a r y p o i n t 

a t f ( x ) - 8 . 0 t h a t c a n c a u s e p r e m a t u r e c o n v e r g e n c e . 

P r o b l e m 1 3 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 6 7 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 

S t a r t i n g P o i n t : x - ( 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 ) 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = x . - x « - x ~ - x . x - + x . x , + x « x , - x « x 

o 

f ( x ) - 0 . 0 0 
o 

C o n s t r a i n t s : 

< 1 2 

< 1 2 

< 8 

2 x „ + x . < 8 
3 4 

x _ + 2 x , < 8 
3 4 

x , , + x . < 5 
3 4 

x ^ , x 2 » x ^ ^ 0 

P r o b l e m 1 4 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 6 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 ) 

f ( x ) = - 6 . 0 0 
o 



2 4 7 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = 2 - X ^ X 2 X 2 

C o n s t r a i n t s : x^^ + 2 x 2 + 2 x 3 + x ^ = 0 

0 < x x < 1 

0 < x 2 < 1 

0 < x 3 < 1 

0 < x , < 2 
4 

P r o b l e m 1 5 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 9 6 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 0 . 5 , 0 . 5 , 0 . 5 , 0 . 5 ) 

f ( x ) = - 1 . 2 5 
o 

2 2 2 2 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = x ^ + 0 . 5 x 2 + x 3 + 0 . 5 x ^ - x ^ x 3 

+ x 3 x 4 - x 1 - 3 x 2 + x 3 - x 4 

C o n s t r a i n t s : x ^ + 2 x 2 + x 3 + x ^ < 5 

3 x ^ + x 2 + 2 x 3 - x ^ < 4 

- x 2 - 4 x 3 < - 1 . 5 

x ^ » x 2 , x 3 > x ^ > 0 

P r o b l e m 1 6 

S o u r c e : L u e n b e r g e r ( 1 9 7 3 ) , p . 2 6 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 

S t a r t i n g P o i n t : x q - ( 2 . 0 , 2 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 ) 

f ( x ) » 5 . 0 0 
o 

2 2 2 2 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = x , + x „ + x~ + x . - 2 x - - 3 x , 

1 2 3 4 1 4 
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C o n s t r a i n t s : 2 x ^ + + x 3 + ^ x 4 = ^ 

X l + x 2 + ^ X 3 + x 4 = ^ 

x l > X 2 * ^3' ^ 4 ^ ^ 

P r o b l e m 1 7 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , P r o b l e m 1 0 , p . 4 0 4 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 5 

S t a r t i n g P o i n t : x - ( 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 1 . 0 ) 
o 

f ( x ) = 2 0 . 0 0 
o 

5 5 5 5 3 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = T e x + 51 T, c x.x + Z d . x 

i = l j 1 1 = 1 j = l j = l ' j 

5 
C o n s t r a i n t s : - T. a x < - b , 1 = 1 1 0 

j = l 3 3 

X j > 0 , j - 1 , . . . , 5 

T h e d a t a f o r e ^ , i = l , . . . , 5 ; i = l , . . . , 5 , - ] = 1 , . . . , 5 ; a ^ j » i = l , « » » , 1 0 , 

j = l , . . . , 5 ; a n d b ^ , i = l , . . . , 1 0 i s g i v e n b e l o w i n T a b l e A - l . 

N o t e : T h i s p r o b l e m i s k n o w n a s t h e S h e l l D e v e l o p m e n t C o m p a n y P r o b l e m . 

I t s o b j e c t i v e f u n c t i o n i s n o n - c o n v e x . 

P r o b l e m 1 8 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 6 8 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 5 

S t a r t i n g P o i n t : x q = ( 1 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 ) 

f ( x ) = 1 . 8 7 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = 2 - 1 / 1 2 0 x x x x x 
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T a b l e A - l 

j 1 2 3 4 5 

c j 
- 1 5 - 2 7 - 3 6 - 1 8 - 1 2 

c l j 
3 0 - 2 0 - 1 0 3 2 - 1 0 

C 2 j 
- 2 0 3 9 - 6 - 3 1 3 2 

C 3 j 
- 1 0 - 6 1 0 - 6 - 1 0 

C 4 j 
3 2 - 3 1 - 6 3 9 - 2 0 

C 5 j 
- 1 0 3 2 - 1 0 - 2 0 3 0 

d J 
4 8 1 0 6 2 

a U - 1 6 2 0 1 0 

a 2 j 
0 - 2 0 4 2 

3 3 j - 3 . 5 0 2 0 0 

a 4 j 
0 - 2 0 - 4 - 1 

a 5 j 
0 - 9 - 2 1 - 2 . 8 

a 6 j 
2 0 - 4 0 0 

a 7 j 
- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 

* 8 j - 1 - 2 - 3 - 2 - 1 

a 9 j 1 2 3 4 5 

a 1 0 j 1 1 1 1 1 

> 2 b 3 b 4 h '5 b 6 b y b g b 9 b 1 Q 

- 4 0 •2 - . 2 5 - 4 •4 - 1 - 4 0 - 6 0 5 1 



2 5 0 

C o n s t r a i n t s : 0 < < 1 

0 < x 2 < 2 

0 < x 3 < 3 

0 < x 4 < 4 

0 < x 5 < 5 

P r o b l e m 1 9 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 7 1 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 5 

S t a r t i n g P o i n t : x q = ( 3 . 0 , 5 . 0 , - 3 . 0 , 2 . 0 , - 2 . 0 ) 

f ( x ) = 8 4 . 0 0 
o 

2 2 2 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = (x^ - 1 ) + ( x 2 - x ^ ) + (x^, - x 5 ) 

C o n s t r a i n t s : x , + x _ + x . + x . + x , . = 5 
1 2 3 4 5 

x „ + 2 x , 4- 2 x _ = - 3 
3 4 5 

P r o b l e m 2 0 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 7 6 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 5 

S t a r t i n g P o i n t : x q =» ( 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 , 2 . 0 ) 

f ( x ) = 6 . 0 0 
o 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : 

f ( x ) = ( X ] [ - x 2 ) 2 4- ( x 2 + x 3 - 2 ) 2 4- ( x 4 - l ) 2 + ( x 5 - l ) 2 



2 5 1 

C o n s t r a i n t s : 4- 3 x 2 = o 

x ^ + x ^ - 2 x 5 = 0 

x 2 - x 5 = 0 

- 1 0 < x x < 1 0 

- 1 0 < x 2 < 1 0 

- 1 0 < x 3 < 1 0 

- 1 0 < x , < 1 0 
4 

- 1 0 < x 5 < 1 0 

P r o b l e m 2 1 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 7 8 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 6 

S t a r t i n g P o i n t : x Q = ( 1 . 0 , 2 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 2 . 0 ) 

f ( x ) - 6 . 0 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = x ^ + 2 x 2 + 4x,» + e x p ( x ^ x ^ ) 

C o n s t r a i n t s : x ^ + 2 x 2 + 5 x ^ = 6 

X l + X 2 + X 3 ™ ^ 

x . + x _ + x , = 2 
4 5 6 

x , + x . = 1 
1 4 

x 2 + x 5 = 2 

x - + x, = 2 
3 6 

0 < x x < 1 

0 < x . < 1 
4 

X 2 ' X 3 ' X e j ' X 5 ^ ^ 
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P r o b l e m 2 2 

S o u r c e : B r a c k e n a n d M c C o r m i c k ( 1 9 6 8 ) , p . 9 0 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 8 

S t a r t i n g P o i n t : x Q - ( 0 . 1 , 0 . 2 , 1 0 0 , 1 2 5 , 1 7 5 , 1 1 . 2 , 1 3 . 2 , 1 5 . 8 ) 

f ( x Q ) = 1 , 2 9 7 . 6 7 

2 3 5 ( a ± ( x ) + b <x) + c ± ( x ) 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) - - ?. £ n | = 

(27T)2 

w h e r e : 

a ( x ) = — e x p 
X 6 

( y i " X 3 y 

i = l , . . . , 2 3 5 

ix. 

X 2 , ( y i " X 4 V 

h , (x ) = — - e x p I = — 
X 7 2xZ 

1 - 1 , . . . , 2 3 5 

C o n s t r a i n t s : x^ + x^ < 1 

0 . 0 0 1 < x < 0 . 4 9 9 

2 
( 1 - x - x ) (y - x ) 

c , ( x ) — exp I D | ; 1 - 1 , . . . , 2 3 5 
8 2 x 8 

0 . 0 0 1 < xn < 0 . 4 9 9 
2 

1 0 0 < x 3 < 1 8 0 

1 3 0 < x , < 2 1 0 
4 

1 7 0 < x 5 < 2 4 0 



5 < x „ < 2 5 
6 

5 < x y < 2 5 

5 < x 0 < 2 5 
o 

T h e d a t a f o r y i s g i v e n i n T a b l e A - 2 

T a b l e A - 2 

i y i y 

i i 

1 9 5 1 6 8 - 1 7 5 1 7 5 

2 1 0 5 1 7 6 - 1 8 1 1 8 0 

3 - 6 1 1 0 1 8 2 - 1 8 7 1 8 5 

7 - 1 0 1 1 5 1 8 8 - 1 9 4 1 9 0 

1 1 - 2 5 1 2 0 1 9 5 - 1 9 8 1 9 5 

2 6 - 4 0 1 2 5 1 9 9 - 2 0 1 2 0 0 

4 1 - 5 5 1 3 0 2 0 2 - 2 0 4 2 0 5 

5 6 - 6 8 1 3 5 2 0 5 - 2 1 2 2 1 0 

6 9 - 8 9 1 4 0 2 1 3 2 1 5 

9 0 - 1 0 1 1 4 5 2 1 4 - 2 1 9 2 2 0 

1 0 2 - 1 1 8 1 5 0 2 2 0 - 2 2 4 2 3 0 

1 1 9 - 1 2 2 1 5 5 2 2 5 2 3 5 

1 2 3 - 1 4 2 1 6 0 2 2 6 - 2 3 2 2 4 0 

1 4 3 - 1 5 0 1 6 5 2 3 3 2 4 5 

1 5 1 - 1 6 7 1 7 0 2 3 4 - 2 3 5 2 5 0 



2 5 4 

P r o b l e m 2 3 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , P r o b l e m 1 7 , p . 4 1 6 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 0 

S t a r t i n g P o i n t : x Q = ( 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 , 9 ) 

f ( x Q ) - - 4 3 . 1 3 4 

1 0 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = T. | ( * n ( x - 2 ) ) + ( J t n ( 1 0 - x ) ) J 

i = l 

i = l 

C o n s t r a i n t s : 2 . 0 0 1 < X i < 9 . 9 9 9 , i = l , . . . , 1 0 

N o t e : T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n o f t h i s p r o b l e m i s u n d e f i n e d o u t s i d e t h e 

f e a s i b l e r e g i o n . 

P r o b l e m 2 4 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , P r o b l e m 4, p . 3 9 5 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 0 

S t a r t i n g P o i n t : x Q = ( 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 , 0 . 1 ) 

f ( x Q ) = - 2 0 . 9 6 1 

1 0 x± 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = £ x ^ Jc^ + in J 

1 = 1 1 x . 

w h e r e c ^ , 1 = 1 , . . . , 1 0 a r e g i v e n i n T a b l e A - 3 

C o n s t r a i n t s : x . + 2 x 0 + 2 x 0 + xc + x _ n = 2 

1 2 j O 10 
x . + 2 x c + xr + x , = 1 

4 5 6 7 

x 3 + x 7 + x 8 + 2 x 9 + x 1 0 = 1 

x± > 0 ; i = l , . . . , 1 0 
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T a b l e A - 3 

j j 

1 - 6 . 0 8 9 6 - 1 4 . 9 8 6 

2 - 1 7 . 1 6 4 7 - 2 4 . 1 0 0 

3 - 3 4 . 0 5 4 8 - 1 0 . 7 0 8 

4 - 5 . 9 1 4 9 - 2 6 . 6 6 2 

5 - 2 4 . 7 2 1 1 0 0 2 2 . 1 7 9 

N o t e : F o r x ^ = 0 , t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s n o t d e f i n e d . A l s o , b o t h 

t h e g r a d i e n t a n d H e s s i a n a r e u n b o u n d e d i n t h e v i c i n i t y o f x . = 0 . 

P r o b l e m 2 5 

S o u r c e : D a y ( 1 9 7 9 ) , p . 4 8 0 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 1 

S t a r t i n g P o i n t : 

x Q = ( 0 . 3 3 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 , 0 . 6 5 ) 

1 1 2 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = X 0 1 ^ x ^ ( 8 ^ + + ^ ± x ± ^ 

w h e r e t h e d a t a f o r oc^, 8 ^ , y , 6"̂ , i = l , . . . , l l i s g i v e n i n T a b l e A . 4 : 

1 1 

C o n s t r a i n t s : T. a ^ . x . < 1 ; i = l , 2 , . . . , 1 0 
j = l 1 J J 

0 . 0 1 < xx < 0 . 3 3 

0 . 0 1 < x < 0 . 6 5 ; 1 = 2 , 3 , . . . , 1 1 



2 5 6 

w h e r e t h e a . , a r e g i v e n i n T a b l e A - 5 . 

T a b l e A - 4 ( P o w e r o f 1 0 i n p a r e n t h e s e s ) 

j 

1 6 . 5 7 7 6 C - 1 ) - 2 . 6 4 0 8 ( - 2 ) - 1 . 2 0 9 9 ( - 2 ) 8 . 5 9 4 K - 5 ) 

2 3 . 6 0 1 7 ( 0 ) - 4 . 3 8 0 8 ( - l ) 6 . 5 4 0 0 ( - 3 ) - 5 . 4 8 7 2 ( - 5 ) 

3 1 . 9 2 4 4 C - 1 ) - 2 . 5 3 2 7 ( - 1 ) - 1 . 3 6 5 K - 2 ) 1 . 0 1 9 0 ( - 4 ) 

4 1 . 5 1 2 2 ( 0 ) - 6 . 3 9 2 5 ( - l ) 1 . 1 8 3 2 ( - 2 ) - 9 . 1 4 1 8 ( - 5 ) 

5 2 . 0 8 8 9 ( 0 ) - 2 . 3 5 2 7 ( - 1 ) - 1 . 6 1 5 6 ( - 3 ) 8 . 1 5 0 8 ( - 6 ) 

6 1 . 8 3 2 6 ( 0 ) - 1 . 7 7 9 7 ( - 1 ) 7 . 8 4 1 6 ( - 4 ) - 1 . 3 1 0 5 ( - 5 ) 

7 3 . 0 4 2 7 ( 0 ) - 3 . 6 9 9 4 ( - l ) 5 . 2 7 9 8 ( - 3 ) - 3 . 9 6 0 7 ( - 5 ) 

8 3 . 9 0 7 5 ( 0 ) - 5 . 1 0 3 3 ( - 1 ) 6 . 4 6 4 3 ( - 3 ) - 4 . 5 7 3 0 ( - 5 ) 

9 1 . 2 0 0 3 ( 0 ) - 1 . 2 8 6 5 ( - 1 ) - 1 . 5 0 1 2 ( - 3 ) 5 . 3 3 2 5 ( - 6 ) 

1 0 8 . 9 7 1 4 ( - 2 ) - 1 . 5 4 6 8 ( - 1 ) - 1 . 9 9 0 8 ( - 1 ) - 5 . 1 8 9 8 ( - 6 ) 

1 1 5 . 3 5 0 8 ( 0 ) - 5 . 9 0 2 3 ( - l ) 1 . 5 1 6 6 ( - 2 ) - 1 . 2 0 1 5 ( - 4 ) 

N o t e : T h i s p r o b l e m i s k n o w n a s t h e " W a t e r Q u a l i t y P r o b l e m . " T h e 

d a t a c o m e f r o m a v e r s i o n o f t h e W i l l a m e t t e R i v e r S y s t e m i n O r e g o n . T h e 

v a r i a b l e x ^ i s t h e m a x i m u m a l l o w a b l e r a t i o o f BOD ( b i o c h e m i c a l o x y g e n 

d e m a n d ) o f t h e e f f l u e n t o u t f l o w t o t h e BOD o f t h e w a s t e w a t e r i n f l o w f o r 

t r e a t m e n t p l a n t i . T h e c o s t c u r v e s c o m e f r o m l e a s t s q u a r e s f i t t i n g o f 

c o s t d a t a r e s u l t i n g i n a n o n c o n v e x o b j e c t i v e f u n c t i o n . T h e f i n a l v a l u e s 

o f t h e v a r i a b l e s x . a r e e q u a l t o o n e m i n u s t h e e f f i c i e n c y o f e a c h 



T a b l e A - 5 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 

1 1 . 2 6 7 0 0 

2 1 . 0 7 6 0 0 7 . 7 3 8 0 . 2 1 5 8 0 0 . 5 3 6 0 0 

3 0 . 5 1 8 8 0 3 . 9 4 5 0 . 2 1 2 4 0 0 . 6 6 0 1 0 . 4 9 6 7 0 . 7 5 5 5 0 

4 0 . 0 7 5 4 8 0 . 6 0 1 2 . 0 4 4 7 6 0 . 1 4 7 5 0 . 1 3 5 9 0 . 2 1 3 0 0 . 1 3 5 5 0 

5 0 . 0 7 1 4 4 0 . 5 6 9 0 . 0 4 2 3 7 0 . 1 3 9 6 0 . 1 2 8 6 0 . 2 0 1 6 0 . 1 2 8 2 0 2 . 1 5 4 0 

6 0 . 0 6 8 8 4 0 . 5 4 0 9 . 0 3 7 0 3 0 . 1 2 0 4 0 . 1 0 6 5 0 . 1 6 6 0 0 . 0 8 6 4 2 1 . 4 1 5 0 . 4 6 5 5 0 

7 0 . 0 4 0 1 4 0 . 3 1 9 7 . 0 2 3 8 1 0 . 0 7 8 4 2 . 0 7 2 2 6 . 1 1 3 3 0 . 0 7 2 0 5 1 . 2 1 0 0 . 7 1 4 5 0 

oo 0 . 0 2 2 1 3 0 . 1 7 6 3 . 0 1 3 1 3 0 . 0 4 3 2 3 . 0 3 9 8 4 . 0 6 2 4 6 . 0 3 9 7 2 0 . 6 6 7 4 . 3 9 3 9 0 . 0 8 5 0 0 

9 0 . 0 1 3 3 9 0 . 1 0 6 7 . 0 0 7 9 4 3 . 0 2 6 1 7 . 0 2 4 1 1 . 0 3 7 8 0 . 0 2 4 0 4 0 . 4 0 3 9 . 2 3 8 4 0 . 0 5 1 4 4 1 . 1 1 2 0 

1 0 0 . 0 3 0 6 1 0 . 2 4 1 6 . 0 1 7 0 3 0 . 0 5 5 6 1 . 0 4 9 9 2 . 0 7 7 9 9 , 0 4 3 8 9 0 . 7 2 6 4 . 3 1 8 8 0 . 0 3 8 9 0 0 . 5 6 0 5 
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t r e a t m e n t p l a n t j . T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n r e f l e c t s t h e t o t a l c o s t o f 

b u i l d i n g o r e x p a n d i n g t h e t r e a t m e n t : p l a n t s t o a c c o m o d a t e c e r t a i n 

s p e c i f i e d BOD l o a d s . 

P r o b l e m 2 6 

S o u r c e : K e z o u h ( 1 9 8 3 ) : U n p u b l i s h e d 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 4 

S t a r t i n g P o i n t : x Q = ( 5 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 5 , - 1 , 0 , 0 , - 1 , 0 ) 

f ( x Q ) = 4 3 , 0 7 4 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : 

f ( x ) = - T 4 1 7 X l + 9 6 x 2 + 1 0 4 x 3 + H O x ^ + 1 0 7 x 5 + 2 0 6 x 6 

+ 1 2 9 x ? + 4 8 x g + 6 1 x 9 x 1 0 x 1 3 + 2 8 x 9 x 1 Q x 1 4 + 7 x q x 1 ( ) + 6 8 x 9 x l l X l 3 

+ 2 3 x 9 x n x 1 4 + 1 3 x g X l l + 5 8 x 9 x 1 2 x 1 3 + 4 0 x g x 1 2 x l 4 + 1 2 x g x 1 2 + 5 3 x g x 1 3 

+ 3 8 x g x 1 4 ] + e x p ( x t + x 2 ) [ e x p ( x 6 + x g x 1 ( ) x 1 3 ) + e x p ( x ? + x g x 1 ( ) x 1 4 ) 

+ e x p ( x g + x

q

x

1 0 ) ] + e x P ( x

x + x 3 ) [ e x p ( x 6 + X

9

X

1 1

X

1 3 ) 

+ e x p ( x ? + X

9

X

1 1

X

1 4 ) + e x P ( x g + x 9 x

n ) l + e x P ( x ! + x

4 ) [ e x p ( x 6 + X

9

X

1 2

X ! 3 ) 

+ e x p ( x ? + x

9

x

1 2

x i 4 ) + e x P ( x

8

+ x 9 X i 2 ^ + e x P ^ x i + x

5 ) [ e x p ( x 6 + X

9

X

1 3 ) 

+ e x p ( x ? + X

9

X

1 4 ) + e x p ( x g + x g ) ] 

C o n s t r a i n t s : xn + x ^ + x, + x , . = 0 

x 6 + x 7 + x 8 0 

X 1 0 + X l l + X 1 2 
= - 1 

X 3 + X 1 4 
= - 1 

X 1 0 ~ X l l 
< 0 

X l l ~ x 1 2 
< 0 

X 1 2 
< 1—

» 

x 1 3 ~ x 1 4 
< 0 
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- 2 0 < x ± < 2 0 ; i = 2 , 3 8 

- 3 < x ± < 1 ; 1 = 1 0 , 1 1 , . , 1 3 , 1 4 

- 1 0 < x g < 1 0 

0 < x L < 2 0 

P r o b l e m 2 7 

S o u r c e : H o c k a n d S c h i t t k o w s k i ( 1 9 8 1 ) , p . 1 2 6 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 5 

S t a r t i n g P o i n t : x Q = ( 2 0 , 5 5 , 1 5 , 2 0 , 6 0 , 2 0 , 2 0 , 6 0 , 2 0 , 2 0 , 6 0 , 2 0 , 2 0 , 6 0 , 2 0 ) 

f ( x ) = 6 6 4 . 8 2 
o 

4 2 
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = I [ 2 . 3 0 x ^ ^ + 0 . 0 0 0 1 ^jk+i + 1 , 7 x 3 k + 2 

k = 0 

+ 0 . 0 0 0 1 x 2

 0 + 2 . 2 x 0 1 + 0 . 0 0 0 1 5 x 2 

3 k + 2 3 k + 3 3 k + 3 

C o n s t r a i n t s : 0 < x , - x , < 6 
4 1 

0 < x 5 - x 2 < 6 

0 < x . - x 0 < 6 
b J 

0 < x , - x . < 6 
7 4 

0 < x _ - x _ < 6 
o j 

0 < x n - x , < 6 
9 6 

0 < x ^ q - Xj < 6 

0 < x ^ - X g < 6 

0 * x 1 2 " * 1 9 * 6 

0 < x 1 3 - x 1 0 < 6 

0 < x - / - x , - < 6 
1 4 1 1 



2 6 0 

0 < x 1 5 - x 1 2 < 6 

~ X 1 " X 2 " x 3 < ~ 6 0 

~ x 4 ~ x 5 " x

6

 < " 5 0 

" x 7 ~ x 8 ' x 9 < - 7 0 

" X 1 0 " x l l " x 1 2 < ~ 8 5 

- x , 0 - x , . - x - c < - 1 0 0 
1 3 1 4 1 5 

0 < x q < 6 0 

8 < x 1 < 2 1 0 < x 1 Q < 9 0 

4 3 < x 2 < 5 7 0 < x n < 1 2 0 

3 < x 3 < 1 6 0 < x 1 2 < 6 0 

0 < x , < 9 0 
4 

0 < x 1 3 < 9 0 

0 < x 5 < 1 2 0 

0 < x . < 6 0 
6 

0 < x - . < 1 2 0 
1 4 

0 < x < 6 0 

0 < x ? < 9 0 

0 < x 0 < 1 2 0 
8 

N o t e : T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i s a q u a d r a t i c , s t r i c t l y c o n v e x f u n c t i o n . 

T h i s i s a p r o b l e m r e l a t e d t o e l e c t r i c p o w e r s c h e d u l i n g a s d i s c u s s e d i n 

B i g g s ( 1 9 7 6 ) . I t i s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e p r o b l e m o f s c h e d u l i n g t h r e e 

g e n e r a t o r s t o m e e t t h e d e m a n d f o r p o w e r o v e r a p e r i o d o f t i m e . T h e 

v a r i a b l e s d e n o t e t h e o u t p u t f r o m t h e d i f f e r e n t g e n e r a t o r s a t s p e c i f i c 

p o i n t s i n t i m e . 

P r o b l e m 2 8 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , p r o b l e m 1 9 , p . 4 1 7 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 6 
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S t a r t i n g P o i n t : 

x = ( 0 , 0 . 8 8 5 , 0 , 0 . 2 8 9 , 1 . 3 0 8 , 0 . 8 2 8 , 2 . 2 7 0 , 0 , 1 . 6 9 1 , 0 . 2 6 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 . 2 7 6 , 0 ) 

1 6 1 6 2 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) - E E a . ( x . + x + l ) ( x + x + 1 ) 
i = l j = i x3 1 1 

1 6 
C o n s t r a i n t s : E b . x = c . ; 1 = 1 , 2 , . . . , 8 

j = l J J 

0 < x £ < 5 ; 1 = 1 , . . . , 1 6 

T h e d a t a f o r a j j » a n < * C £ * s S i v e n i n T a b l e A - 6 . 

P r o b l e m 2 9 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , p r o b l e m 6 , p . 3 9 7 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 4 5 

S t a r t i n g P o i n t : x -
o 

[ . 6 5 4 0 0 . 0 0 0 0 3 . 7 0 5 0 4 6 . 7 5 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 

0 . 0 0 0 0 . 8 0 0 5 . 0 8 8 1 . 0 4 8 3 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 2 6 1 5 . 0 2 0 4 

. 0 1 5 5 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 2 2 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 

0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 0 2 1 1 . 0 0 2 3 0 . 0 0 0 0 

0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 9 1 0 . 0 0 0 0 

0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 ] 

x ib-
O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = I \ }[ x 4 U {c„m + £ n 3 — ) 

k = l j = l 
j k 

^ X i k 
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7 

- x < 0 n k ) , k - 1 , . . . , 7 ] 

w h e r e t h e d a t a f o r n , , c „ , a n d b . i s g i v e n i n T a b l e A - 7 , a n d t h e d a t a 
k j k i 

f o r E i s g i v e n i n T a b l e A - 8 . 

N o t e : T h i s p r o b l e m i s k n o w n a s t h e " C h e m i c a l E q u i l i b r i u m . P r o b l e m " 

T a b l e A - 7 

1— 
i b i j k j k c . 1 k 

1 0 . 6 5 2 9 5 8 1 1 1 0 . 0 6 3 0 . 0 
2 0 . 2 8 1 9 4 1 2 1 - 7 . 6 9 7 3 2 . 2 4 3 5 
3 3 . 7 0 5 2 3 3 3 1 - 1 1 . 5 2 8 3 0 . 0 
4 4 7 . 0 0 0 2 2 4 1 - 3 6 . 6 0 9 3 - 3 9 . 3 9 
5 4 7 . 0 2 9 7 2 1 2 - 1 0 . 9 4 1 0 3 - 2 1 . 4 9 
6 0 . 0 8 0 0 5 2 2 0 . 0 1 1 3 - 3 2 . 8 4 
7 0 . 0 8 8 1 3 3 2 0 . 0 1 2 3 6 . 1 2 
8 0 . 0 4 8 2 9 4 2 0 . 0 1 3 3 0 . 0 
9 0 . 0 1 5 5 5 2 0 . 0 1 4 3 0 . 0 

1 0 0 . 0 2 1 1 2 7 5 6 2 0 . 0 1 5 3 - 1 . 9 0 2 8 
1 1 0 . 0 0 2 2 7 2 5 7 2 0 . 0 1 6 3 - 2 . 8 8 8 9 
1 2 0 . 0 8 2 2 . 5 9 6 6 1 7 3 - 3 . 3 6 2 2 
1 3 0 . 0 9 2 - 3 9 . 3 9 1 8 3 - 7 . 4 8 5 4 
1A 0 . 0 1 0 2 - 2 1 . 3 5 1 4 - 1 5 . 6 3 9 
1 5 0 . 0 1 1 2 - 3 2 . 8 4 2 4 0 . 0 
1 6 0 . 0 1 2 2 6 . 2 6 3 4 2 1 . 8 1 

1 3 2 0 . 0 1 5 - 1 6 . 7 9 
1 3 1 0 . 4 5 2 5 0 . 0 
2 3 0 . 0 3 5 1 8 . 9 7 7 9 
3 3 - 0 . 5 0 1 6 0 . 0 
4 3 0 . 0 2 6 1 1 . 9 5 9 
5 3 0 . 0 1 

2 
7 
7 

0 . 0 
1 2 . 8 9 9 

C o n s t r a i n t s : f ( x ) = T [ Y E , x . , ) » b , ; i = l „ . . . , 1 6 
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T a b l e A - 8 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 
x 1 k 
x l l 1 
x 2 1 1 
x 3 1 1 
x 4 1 1 
x 1 2 1 
x 2 2 1 
x 3 2 1 
x 4 2 1 
x 5 2 
x 6 2 
x 7 2 
x 8 2 
x 9 2 1 
x 1 0 . 2 1 1 
x 1 1 . 2 1 1 1 
x 1 2 . 2 1 - 1 1 
x 1 3 . 3 
x 1 3 1 
x 2 3 1 
x 3 3 1 
x 4 3 1 
x 5 3 
x 6 3 
x 7 3 
x 8 3 
x 9 3 1 
x 1 0 . 3 1 1 
x 1 1 . 3 1 1 1 
x 1 2 . 3 1 - 1 1 
x 1 3 . 3 
x 1 4 . 3 
x 1 5 . 3 1 
x 1 6 . 3 2 
x 1 7 . 3 3 
x 1 8 . 3 4 
x 1 4 1 
x 2 4 
x 3 4 - 1 
x 1 5 
x 2 5 
x 3 5 - 1 
x 1 6 
x 2 6 1 - 1 
x 1 7 
x 2 7 1 - 1 

1 
- 1 
- 1 

1 
1 

- 1 

- 2 
- 1 

- 4 
- 3 
- 2 
- 1 

1 
1 
1 - 4 

- 4 

1 
1 1 

1 
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P r o b l e m 3 0 

S o u r c e : H i m m e l b l a u ( 1 9 7 2 ) , p r o b l e m 2 3 , p . 4 2 3 

N u m b e r o f V a r i a b l e s : 1 0 0 

S t a r t i n g P o i n t : x q i s g i v e n i n T a b l e A - 9 

f ( x ) = - 1 8 1 . 8 0 
o 

2 0 
5 x i . 

O b j e c t i v e F u n c t i o n : f ( x ) = u . [ a . * J - 1 ] 
j = l J i = l J 

C o n s t r a i n t s : 

- ( x . . ) - b . ; 6 , 1 0 , 1 4 , 1 5 , 1 6 , 2 0 
i = l J J 

2 0 

( x . . ) c . ; i = l , . . . , 5 
j - i 1 J 

- x . . 0 ; i = l , . . . , 1 0 0 

T h e d a t a f o r a . . , 
i j J 

, b . , a n d c • , i s 
J i 

g i v e n i n T a b l e A - 1 0 

N o t e : T h i s p r o b l e m i s k n o w n a s t h e " W e a p o n s A s s i g n m e n t P r o b l e m . " 

T a b l e A - 9 

j 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 1 4 15 1 6 1 7 1 8 19 2 0 

l 
1 x l x 6 3 5 5 0 7 0 3 5 x 9 1 1 0 

2 9 5 5 

3 3 0 5 

4 
5 x 5 x 1 0 x 9 0 x 9 5 x 1 0 0 



T a b l e A - 1 0 

a ^ p r o b a b i l i t y t h a t w e a p o n i w i l l n o t d a m a g e t a r g e t j 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 19 2 0 : n o o f 
w e a p o n s 
a v a i l a b l e 

1 1 . 9 5 1 1 1 . 8 5 . 9 0 . 8 5 . 8 0 1 1 1 1 1 1 1 1 . 9 5 1 1 2 0 0 

2 . 8 4 . 8 3 . 8 5 . 8 4 . 8 5 . 8 1 . 8 1 . 8 2 . 8 0 . 8 6 1 . 9 8 1 . 8 8 . 8 7 . 8 8 . 8 5 . 8 4 . 8 5 . 8 5 1 0 0 

3 . 9 6 . 9 5 . 9 6 . 9 6 . 9 6 . 9 0 . 9 2 . 9 1 . 9 2 . 9 5 . 9 9 . 9 8 . 9 9 . 9 8 . 9 7 . 9 8 . 9 5 . 9 2 . 9 3 . 9 2 3 0 0 

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . 9 6 . 9 1 . 9 2 . 9 1 . 9 2 . 9 8 . 9 3 1 1 1 1 1 5 0 

5 . 9 2 . 9 4 . 9 2 . 9 5 . 9 5 . 9 8 . 9 8 1 1 . 9 0 . 9 5 . 9 6 . 9 1 . 9 8 . 9 9 . 9 9 1 1 1 1 2 5 0 

b « : m i n i m u m n o . o f w e a p o n s t o b e a s s i g n e d t o t a r g e t j 

3 0 1 0 0 4 0 5 0 7 0 3 5 1 0 

1 1 • • n 

V " 
m 1 T ^ *3 T" V LX J _ JL A. L, CA 1_ V v a l u e o f t a r g e t j 

6 0 5 0 5 0 7 5 4 0 6 0 3 5 3 0 2 5 1 5 0 3 0 4 5 1 2 5 2 0 0 2 0 0 1 3 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 5 0 
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