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CHAPTER I 

I N T R O D U C T I O N 

T h i s t h e s i s c o n t a i n s a s t u d y o f t h r e e t o p i c s i n p o i n t - s e t t o p o l o g y 

w h i c h a r e v a g u e l y s u g g e s t e d b y t h e t i t l e * T h e s e t h r e e t o p i c s , w h i l e t o 

be s u r e r e l a t e d w i t h i n t o p o l o g y , a r e n o t t r e a t e d as b e i n g i n t e r r e l a t e d 

w i t h i n t h i s w o r k and a c c o r d i n g l y e a c h t o p i c o c c u p i e s a s e p a r a t e c h a p t e r 

o f t h e t h r e e c h a p t e r s w h i c h f o l l o w o 

I n C h a p t e r I I , a number o f c o n d i t i o n s o n a f u n c t i o n f r o m one t o p 

o l o g i c a l s p a c e t o a n o t h e r a r e c o n s i d e r e d 0 Among t h e s e c o n d i t i o n s a r e 

t h o s e o f a f u n c t i o n o r i t s i n v e r s e p r e s e r v i n g o p e n n e s s , c l o s e d n e s s , o r 

c o m p a c t n e s s o f s e t s . O t h e r c o n d i t i o n s a r e h a v i n g a c l o s e d g r a p h and a 

c o n c e p t g e n e r a l i z i n g c o n t i n u i t y , s u b c o n t i n u i t y , w h i c h we i n t r o d u c e i n 

S e c t i o n 2, 

Some i n t e r e s t i n g r e s u l t s u n c o v e r e d i n C h a p t e r I I a r e t h e f o l l o w i n g 

( l ) a f u n c t i o n w h i c h i s c l o s e d w i t h c l o s e d p o i n t i n v e r s e s , and a r e g u l a r 

s p a c e f o r i t s d o m a i n h a s a c l o s e d grapho (2) I f a f u n c t i o n maps i n t o a 

H a u s d o r f f s p a c e , c o n t i n u i t y o f t h e f u n c t i o n i s e q u i v a l e n t t o t h e r e q u i r e 

ment t h a t t h e f u n c t i o n be s u b c o n t i n u o u s and h a v e a c l o s e d g r a p h , (3) T h e 

u s u a l n e t c h a r a c t e r i z a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r a f u n c t i o n w i t h v a l u e s i n 

a H a u s d o r f f s p a c e i s s t i l l v a l i d i f i t i s r e q u i r e d o n l y t h a t t h e image 

o f a c o n v e r g e n t n e t be c o n v e r g e n t ( n o t n e c e s s a r i l y t o t h e " r i g h t " v a l u e ) . 

I n C h a p t e r I I I v a r i o u s modes o f c o n v e r g e n c e o f n e t s o f f u n c t i o n s 

w i l l be c o n s i d e r e d o I n p a r t i c u l a r t h r e e A s c o l i t y p e t h e o r e m s and a D i n i 



2 

t y p e t h e o r e m a r e p r o v e d 0 

T h e f i r s t t w o A s c o l i t h e o r e m s a r e c l o s e l y r e l a t e d t o t h e t o p o 

l o g i c a l - u n i f o r m and p u r e l y t o p o l o g i c a l A s c o l i t h e o r e m s f o u n d i n K e l l e y 

[ 2 0 , C h a p t e r 7 ] 0 W h i l e t h e t h e o r e m s i n K e l l e y c o n s i d e r t h e q u e s t i o n o f 

when a f a m i l y o f f u n c t i o n s w i t h a c e r t a i n t o p o l o g y i s c o m p a c t , we c o n 

s i d e r t h e q u e s t i o n o f when a n e t o f f u n c t i o n s h a s a s u b n e t w h i c h c o n 

v e r g e s i n a c e r t a i n m o d e . T h i s a p p r o a c h e n a b l e s u s t o c o n s i d e r i n t h i s 

c o n n e c t i o n modes o f c o n v e r g e n c e w h i c h a r e n o t t o p o l o g i c a l b u t a r e , f r o m 

a c e r t a i n p o i n t o f v i e w , , v e r y n a t u r a l . I n t h i s r e s p e c t o u r m o t i v a t i o n 

i s v e r y much t h e same as Cook and F i s c h e r [ 7 ] w i t h t h e i r c o n v e r g e n c e and 

u n i f o r m c o n v e r g e n c e s t r u c t u r e s . , A l o n g t h e s e l i n e s we s h o u l d m e n t i o n t h a t 

P o p p e [ 2 8 ] h a s g e n e r a l i z e d t h e t o p o l o g i c a l A s c o l i t h e o r e m s i n K e l l e y (due 

t o K e l l e y and M o r s e ) t o t h e c o n v e r g e n c e s p a c e o f F i s c h e r . 

T h e t h i r d A s c o l i t h e o r e m i s a u n i f o r m v e r s i o n . A n o t h e r u n i f o r m 

v e r s i o n a p p e a r s , f o r i n s t a n c e , i n I s b e l l [ 1 7 , p . 51]» 

F i n a l l y i n C h a p t e r I I I , we c h a r a c t e r i z e u n i f o r m c o n v e r g e n c e and 

u n i f o r m c o n v e r g e n c e a t a p o i n t ( f o r n e t s o f c o n t i n u o u s f u n c t i o n s w i t h a 

c o n t i n u o u s l i m i t ) w i t h some t h e o r e m s w h i c h u s e e x t e n s i o n s o f t h e n o t i o n 

o f m o n o t o n e c o n v e r g e n c e i n t h e c l a s s i c a l D i n i t h e o r e m o 

I n C h a p t e r I V we s t u d y v a r i o u s s e l f maps o f a u n i f o r m space w h i c h 

t r e a t a b a s e f o r t h e u n i f o r m i t y i n a s p e c i a l w a y . 

T h e c o n t e n t s o f t h e f i r s t s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r h o p e f u l l y shed 

a d d i t i o n a l l i g h t on t h e q u e s t i o n , " I f a s e l f map o f a u n i f o r m space i s 

n o n e x p a n s i v e r e l a t i v e t o some b a s e , i s t h e r e a b a s e (and i f so o f w h a t 

s o r t ) s u c h t h a t t h e map i s i n v a r i a n t r e l a t i v e t o t h e l a t t e r b a s e ? " 

T h e s e c o n d s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r c o n s i s t s o f a f e w s i m p l e 
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t h e o r e m s c o n c e r n i n g when t h e p o i n t w i s e l i m i t o f s e l f maps i s n o n e x p a n s i v e , 

i n v a r i a n t , o r n o n c o n t r a c t i v e r e l a t i v e t o some b a s e , A s m a l l a p p l i c a t i o n 

t o r e a l v a r i a b l e s i s g i v e n . 

T h e l a s t s e c t i o n o f C h a p t e r I V o f f e r s a Banach c o n t r a c t i o n p r i n 

c i p l e f o r u n i f o r m s p a c e . O u r m a i n t h e o r e m o f t h i s s e c t i o n , i n f a c t , 

g e n e r a l i z e s t w o t h e o r e m s f o r c o n t r a c t i o n maps i n a m e t r i c s p a c e . One i s , 

o f c o u r s e , B a n a c h ' s c o n t r a c t i o n p r i n c i p l e , and t h e o t h e r a s o r t o f l o c a l 

i z e d e x t e n s i o n o f B a n a c h ' s p r i n c i p l e d u e t o E d e l s t e i n [ l l ] . 

F o r a n y c o n c e p t s w h i c h we d o n o t d e f i n e o r e l a b o r a t e u p o n t h e 

r e a d e r i s r e f e r r e d t o K e l l e y ' s b o o k [ 2 0 ] , We w i l l d e n o t e n e t s b y a s y m 

b o l s u c h as x l e t t i n g c o n t e x t d i s t i n g u i s h b e t w e e n a n e t and a p o i n t 

a 

o f t h e r a n g e o f t h e n e t and s u p p r e s s i n g e x p l i c i t m e n t i o n o f t h e d i r e c t e d 

s e t , A s u b n e t o f a n e t x a w i l l be d e n o t e d b y a s y m b o l s u c h as x ^ w h e r e 

b i s a member o f t h e d o m a i n o f x ^ and N i s t h e a p p r o p r i a t e f u n c t i o n 

f r o m t h e d o m a i n o f x. , , i n t o t h e d o m a i n o f x , 

Nb a 

A d d i t i v e n o t a t i o n w i l l be u s e d f o r t h e u n i o n o f s e t s and m u l t i p l i 

c a t i v e n o t a t i o n f o r i n t e r s e c t i o n . T h u s i f A and B a r e t w o s e t s 

A + B i s t h e i r u n i o n and A • B t h e i r i n t e r s e c t i o n . M o r e o v e r i f GL 

i s a c o l l e c t i o n o f s e t s 2 / C L i s t h e u n i o n and n & t h e i n t e r s e c t i o n o f 

t h e s e s e t s . 

F i n a l l y , i n . g e n e r a l , p a r e n t h e s e s w i l l b e d r o p p e d f r o m f u n c t i o n a l 

n o t a t i o n , i , e , , i f f i s a f u n c t i o n and x a p o i n t i n i t s d o m a i n , t h e n 

f x i s t h e v a l u e o f f a t x . 
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CHAPTER I I 

R E L A T I O N S AMONG CONTINUOUS AND VARIOUS 

NON-CONTINUOUS FUNCTIONS 

I n t h i s c h a p t e r a number o f c o n d i t i o n s o n a f u n c t i o n f r o m one 

t o p o l o g i c a l s p a c e t o a n o t h e r a r e c o n s i d e r e d 0 Among t h e s e c o n d i t i o n s 

a r e t h o s e o f p r e s e r v i n g c l o s e d n e s s s o p e n n e s s ^ o r c o m p a c t n e s s o f a s e t . 

O t h e r c o n d i t i o n s a r e h a v i n g a c l o s e d g r a p h and a c o n c e p t g e n e r a l i z i n g 

c o n t i n u i t y , , s u b c o n t i n u i t y , w h i c h we i n t r o d u c e i n S e c t i o n 2„ 

Some i n t e r e s t i n g r e s u l t s w h i c h a r e u n c o v e r e d a r e t h e f o l l o w i n g s 

( l ) A f u n c t i o n w h i c h i s c l o s e d w i t h c l o s e d p o i n t i n v e r s e s and a r e g u l a r 

s p a c e f o r i t s d o m a i n has a c l o s e d g r a p h * (2) I f a f u n c t i o n maps i n t o 

a H a u s d o r f f s p a c e , c o n t i n u i t y o f t h e f u n c t i o n i s e q u i v a l e n t t o t h e 

r e q u i r e m e n t t h a t t h e f u n c t i o n be s u b c o n t i n u o u s and h a v e a c l o s e d grapho 
(3) T h e u s u a l n e t c h a r a c t e r i z a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r a f u n c t i o n w i t h 

v a l u e s i n a H a u s d o r f f s p a c e i s s t i l l v a l i d i f i t i s r e q u i r e d o n l y t h a t 

t h e image o f a c o n v e r g e n t n e t be c o n v e r g e n t ( n o t n e c e s s a r i l y t o t h e 

" r i g h t " v a l u e ) . 

A l s o s e v e r a l t h e o r e m s o f H a l f a r [ 1 5 ] , [ 1 6 ] a r e e x t e n d e d i n c l u d i n g 

some s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r c o n t i n u i t y , , 

I n g e n e r a l , s p a c e s " X " and " Y " i n t h i s c h a p t e r a r e t o p o l o g i c a l 

s p a c e s and no f u n c t i o n i s assumed t o be c o n t i n u o u s u n l e s s e x p l i c i t l y 

s t a t e d t o be s o 0 
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l o F u n c t i o n s w i t h C l o s e d G r a p h s 

( i d ) D e f i n i t i o n s A f u n c t i o n f s X Y has a c l o s e d g r a p h ( r e l a t i v e 

t o X x Y ) i f and o n l y i f [ ( x , f x ) i x e x] ^s c l o s e d i n t h e p r o d u c t 

t o p o l o g y o f X x Y o 

U s i n g a c h a r a c t e r i z a t i o n o f c l o s e d i n t e r m s o f n e t s (See K e l l e y 

[ 2 0 , C h a p t e r 2 ] ) a f u n c t i o n f s X -» Y has a c l o s e d g r a p h i f and o n l y 

i f t h e n e t ( x , f x ) c o n v e r g e s t o ( p , q ) i n X x Y i m p l i e s t h a t q = f p Q 

a a 

T h e f o l l o w i n g e x a m p l e shows t h a t a f u n c t i o n w i t h a c l o s e d g r a p h need n o t 

be c o n t i n u o u s o 

( l o 2 ) E x a m p l e s L e t D s, C 1 [ 0 ? l ] - * C [ 0 , 1 ] be t h e d i f f e r e n t i a t i o n o p e r 

a t o r , C ^ [ 0 , l ] a l l c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e f u n c t i o n s o n [ 0 , 1 ] , and 

c[o,l] a l l c o n t i n u o u s f u n c t i o n s o n [ 0 , l ] 0 L e t C * [ 0 , l ] and C [ , 0 , l ] be 

g i v e n t h e s u p - n o r m w h i c h i n t u r n g e n e r a t e s t h e t o p o l o g y o f u n i f o r m c o n 

v e r g e n c e ^ S i n c e D i s a l i n e a r o p e r a t o r , i f D w e r e c o n t i n u o u s i t 

s h o u l d map t h e b o u n d e d s e q u e n c e { t n , n > l j o n t o a b o u n d e d s e q u e n c e 0 

H o w e v e r 

| | D t n | | = | | n t n = 1 | | = n . 

T h u s D i s n o t c o n t i n u o u s 

But now s u p p o s e ( f ^ , ^ f^ ) i n C*[o,l] x C [ 0 , l ] „ T h e n 

f -> f u n i f o r m l y and D f ^ + g u n i f o r m l y 0 I t t h e n f o l l o w s b y a w e l l -

known t h e o r e m (See R u d i n [ 3 0 , T h e o r e m 7 o l 7 , p Q 1 2 4 ] ) t h a t D f = g and 

c o n s e q u e n t l y D has a c l o s e d grapho 

L e t E be a n e t o f s e t s i n a t o p o l o g i c a l s p a c e X Q A p o i n t p 
a 

i n X b e l o n g s t o l i m sup E ( l i m i n f E ) i f and o n l y i f E f r e q u e n t l y 
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( r e s p 0 , e v e n t u a l l y ) i n t e r s e c t s e a c h n e i g h b o r h o o d o f p» T h i s g e n e r a l i z a -

t i o n o f t h e l i m sup and l i m i n f o f s e t s f r o m s e q u e n c e s t o n e t s h a s b e e n 

s t u d i e d b y Mrowka [ 2 6 , p e 2 3 7 ] 0 

(103) Lemma s I f f s X Y i s a f u n c t i o n , y i s a n e t i n Y , and 

"1IFI ' 3 

p e l i m sup f * [ y ] t h e n t h e r e i s a n e t x ^ i n % s u c h t h a t x ^ 

c o n v e r g e s t o p and 1 S a s u b n e t o f y a < , 

P r o o f s Assume y i s a n e t i n Y and p e l i m sup f * [ y ]„ T h e n f o r 
• a a 

e a c h a and e a c h n e i g h b o r h o o d U o f p t h e r e i s an i n d e x N ( a , U ) > a 

s u c h t h a t f * [ y N ( a u ) ^ ° ^ ^ ®° ^ow d i r e c t t h e n e i g h b o r h o o d s U downward 

b y i n c l u s i o n , g i v e t h e p a i r s ( a , U ) t h e p r o d u c t d i r e c t i o n , and c h o o s e 

x N ( a , U ) i n
 r l | > N ( a , U ) ] ° U > t h u s o b t a i n i n g , a n e t F i n a l l y 

n o t e t h a t f*^^ = Y N ( a > u ) i s a s u b n e t o f y a and x ^ ^ c o n v e r g e s 

t o p 0 

T h e f o l l o w i n g c h a r a c t e r i z a t i o n o f a f u n c t i o n w i t h a c l o s e d ! g r a p h 

a p p e a r s i n K u r a t o w s k i [ 2 2 , D e f i n i t i o n , p 0 32] i n a c o n s i d e r a b l y 

r e s t r i c t e d form, , 

(104) T h e o r e m : I f f : X Y i s a f u n c t i o n , t h e n t h e f o l l o w i n g c o n d i 

t i o n s a r e e q u i v a l e n t s 

(a) f h a s a c l o s e d g r a p h 

(b) y -» q i n Y i m p l i e s l i m sup f * [ y ] ^ f * [ q ] 
a a 

(c ) y -» q i n Y i m p l i e s L I M i n f f * [ y ] C f * [ q ] 

3 3 

P r o o f : Assume (a ) H O L D S O L e t y q i n Y and p e l i m sup f * [ y ] 0 

B y t h e p r e v i o u s lemma t h e r e i s a n e t x ^ i n X s u c h t h a t x ^ -> p a nd 
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f x ^ k i s a s u b n e t o f y g 0 T h u s we h a v e ( x ^ s f x N D ' (p?q) ° S i n c e f 

h a s a c l o s e d g r a p h q = f p o r p e f * [ q ] » C o n s e q u e n t l y (b) h o l d s , , 

I f (b) h o l d s t h e n , s i n c e l i m i n f f * [ y ] C l i m sup f * [ y ] , 
a a 

(c ) e v i d e n t l y h o l d s 0 

Assume t h e n (c ) h o l d s » S u p p o s e (x , f x ) -» ( p , q ) « T h e n 
a a 

y = f x -» q and p e l i m i n f f * [ y ] D C o n s e q u e n t l y p e f q] o r 

3 3 3 
q = f p and (a) h o l d s 0 

2 . S u b c o n t i n u o u s and I n v e r s e l y S u b c o n t i n u o u s F u n c t i o n s 

( 2 o l ) D e f i n i t i o n s T h e f u n c t i o n f s H Y i s s a i d t o be s u b c o n t i n u o u s 

i f and o n l y i f x

a " * P i n * i m p l i e s t h e r e i s a s u b s e t o f x

a 

and a p o i n t q i n Y s u c h t h a t f x ^ b " * g° T h e f u n c t i o n f i s s a i d 

t o be i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s i f and o n l y i f f x •+ q i n Y i m p l i e s 

3 
t h e r e i s a s u b n e t x . T , o f x and a p i n X s u c h t h a t x. . , -> p , 

Nb a r Nb r ? 

t h a t i s , i f and o n l y i f y •> q i n Y and x e f ^ [ y ] i m p l i e s t h e r e 

3 3 3 
i s a s u b n e t x . T , o f x and a p i n X s u c h t h a t x X T , -> p 0 

Nb a r Nb r 

O u r c o n c e p t o f a s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n i s a g e n e r a l i z a t i o n o f 

a f u n c t i o n w h o s e r a n g e i s c o m p a c t , and s i m i l a r l y o u r c o n c e p t o f an 

i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n i s a g e n e r a l i z a t i o n o f a f u n c t i o n w h o s e 

d o m a i n i s compacto I n a d d i t i o n , a s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n i s a g e n e r a l 

i z a t i o n o f a c o n t i n u o u s f u n c t i o n w h e n c e i t s name D 

More g e n e r a l l y , i t i s c l e a r i f f s X -> Y i s a f u n c t i o n and e a c h 

p o i n t p i n X h a s a n e i g h b o r h o o d U s u c h t h a t f [ U] i s c o n t a i n e d 

i n a compact s u b s e t o f Y , t h e n f i s s u b c o n t i n u o u s . L i k e w i s e i f 

f % X -» Y i s a f u n c t i o n and e a c h q i n Y has a n e i g h b o r h o o d V s u c h 

t h a t f ^ [ v ] i s c o n t a i n e d i n a compact s u b s e t o f X , t h e n f i s 
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i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s . . 

T h e r e a r e a c o u p l e more a n a l o g o u s p a i r s o f f a c t s a b o u t s u b -

c o n t i n u o u s and i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n s w i t h a n a l o g o u s p r o o f s 

o f t h e s e f a c t s 0 T h i s seems t o i n d i c a t e t h a t p r o b a b l y e a c h p a i r o f 

p r o o f s c o u l d h a v e b e e n i n t e g r a t e d i n t o a s i n g l e p r o o f c o n c e r n i n g a m u l 

t i p l e - v a l u e d s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n . H o w e v e r s u c h an a p p r o a c h d i d n o t seem 

o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t i n t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n . 

T h e f o l l o w i n g t h e o r e m s a y s t h a t s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n s w h i c h 

map i n t o a c o m p l e t e l y r e g u l a r s p a c e a r e v e r y c l o s e t o b e i n g compact 

p r e s e r v i n g . , A n a l o g o u s l y i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n s w i t h a com

p l e t e l y r e g u l a r d o m a i n h a v e an i n v e r s e w h i c h v e r y n e a r l y p r e s e r v e s c o m -

p a c t n e s s 0 U n f o r t u n a t e l y , n e a r l y i s o f t e n n o t g o o d e n o u g h . H o w e v e r , t h e 

s u b c o n t i n u o u s f u n c t i o n s ( p l a i n and i n v e r s e l y ) h a v e a d v a n t a g e s o v e r t h o s e 

w h i c h p r e s e r v e c o m p a c t n e s s i n one d i r e c t i o n o r a n o t h e r as w i l l be p o i n t e d 

o u t l a t e r Q 

( 2 o 2 ) T h e o r e m s L e t f s X •> Y be a f u n c t i o n . . 

(a) I f f i s i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s and X i s c o m p l e t e l y r e g 

u l a r t h e n f o r e a c h compac t s e t K c Y , f * [ K ] i s compact ( d e n o t e s 

c l o s u r e ) „ 

(b) I f f i s s u b c o n t i n u o u s and Y i s c o m p l e t e l y r e g u l a r t h e n 

f o r e a c h compact s e t K c X , f [ K ] i s compact . , 

P r o o f s (a) L e t K be a compact s u b s e t o f Y . L e t ^ 2

a ? a e A} be a 

n e t i n f * [ K ] „ L e t B be a u n i f o r m i t y f o r X . D i r e c t B d o w n w a r d 

b y i n c l u s i o n and l e t A x B h a v e t h e p r o d u c t o r d e r . , F o r e a c h ( a , b ) e A x B 

c h o o s e X / , N i n b [ z ] 0 f * [ K ] „ S i n c e K i s c o m p a c t , a s u b n e t o f 
\ 3 , o ) a 
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f" X (a b j c o n v e r g e s and t h u s a s u b n e t * ( ^ c M c ^ o f x ^ a ^ c o n v e r g e s 

t o s a y p 9 C l e a r l y p e f *[K] . 

N o w c o n s i d e r t h e n e t z ^ c w h i c h i s a s u b n e t o f za<> We p r o c e e d 

t o show z N c -» p 0 L e t b e B, T h e r e i s a s y m m e t r i c b^ e B s u c h t h a t 

o b ^ C b o B y t h e c h o i c e o f t h e x ^ a i t i s c l e a r t h a t U N c > 
" ( N c . M c ) ' i = e v e n t u a l l y i n b y S i n c e x ( N c > M c ) * p , ( x ( H c > M c ) , p ) 
i s e v e n t u a l l y i n b p T h u s ( z f j c s P ) * s e v e n t u a l l y i n b and z ^ c -> p . 

C o n s e q u e n t l y f " * [ K ] i s compact . , 

(b ) T h e p r o o f i s e n t i r e l y a n a l o g o u s t o t h a t o f ( a ) . 

3 0 F u n c t i o n s and I n v e r s e s W h i c h P r e s e r v e C l o s e d n e s s 

and C o m p a c t n e s s 

L e t f s X -» Y be a f u n c t i o n I f f maps compact s e t s o f X 

o n t o compact s e t s o f Y , f i s s a i d t o b e • c o m p a c t - p r e s e r v i n g . I f compact 

s e t s o f Y g o o n t o compact^ s e t s o f X u n d e r f " 1 , f i s c a l l e d compacto 

We p o i n t o u t t h a t compact f u n c t i o n s a r e u s u a l l y r e q u i r e d t o be c o n t i n 

u o u s and t h e m o d i f i e r " s t r o n g " i s o f t e n a t t a c h e d i f f i s n o t o n t o . 

When c l o s e d s e t s o f X a r e mapped o n t o c l o s e d s e t s o f Y , f i s s a i d 

t o b e c l o s e d . A g a i n t h e m o d i f i e r " s t r o n g " i s o f t e n a p p l i e d i f f i s n o t 

o n t o . F u n c t i o n s f : X Y w h o s e i n v e r s e c a r r i e s c l o s e d s e t s o f Y 

o n t o c l o s e d s e t s o f X a r e s o m e t i m e s c a l l e d c o n t i n u o u s 0 

P u r s u i n g f u r t h e r t h e s i m i l a r i t i e s n o t e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n 

we c h a r a c t e r i z e compact and compact p r e s e r v i n g f u n c t i o n s i n t e r m s o f 

i n v e r s e s u b c o n t i n u i t y and s u b c o n t i n u i t y r e s p e c t i v e l y . 

( 3 d ) T h e o r e m s L e t f % X «> Y be a f u n c t i o n 

(a) f i s compact i f and o n l y i f f j f ' ^ K ] s f " 1 ^ ] + K i s 
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i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s f o r e a c h c o m p a c t K c Y» 

(b) f i s compact p r e s e r v i n g i f and o n l y i f f |K : K f[K] 

i s s u b c o n t i n u o u s f o r e a c h compact K C X . 

P r o o f ; (a) Assume f i s c o m p a c t s L e t K be a compact s u b s e t o f Y 

and f x a n e t i n K w h i c h c o n v e r g e s t o q i n K„ T h e n x , b e i n g 
a a 

i n t h e compact s e t f ^"[K], h a s a s u b n e t x ^ c o n v e r g i n g t o some p 

i n f _ 1 [ K ] c T h u s f j f ' ^ K ] s f ~ * [ K ] -> K i s i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s . , 

Now assume f | f *[K] i s i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s f o r e a c h compact 

K C Y» L e t K be a compact s u b s e t o f Y and l e t x be a n e t i n 

f"*[K]„ T h e n f x g has a s u b n e t ^ x N b c o n v e r g i n g t o some q i n K. 

We t h u s may c o n c l u d e x ^ n a s a s u b n e t c o n v e r g i n g t o some p i n 

f * [K ] 0 T h e r e f o r e f " * [ K ] i s c o m p a c t o 

(b) T h e p r o o f i s e n t i r e l y a n a l o g o u s t o t h a t o f ( a ) . 

i T h e f o l l o w i n g t h e o r e m g i v i n g s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s t h a t a f u n c t i o n 

be compact o r compact p r e s e r v i n g i s d e d u c e d i m m e d i a t e l y f r o m T h e o r e m (3o l )» 

(3=2) T h e o r e m : L e t f : X - * Y be a f u n c t i o n 

(a) I f f i s i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s and f~*[K] i s c l o s e d 

f o r e a c h compact K cz. Y ? t h e n f i s compact„ 

(b) I f f i s s u b c o n t i n u o u s and f [K] i s c l o s e d f o r e a c h compact 

K c X , t h e n f i s compact p r e s e r v i n g . , 

Remarks F r o m ( 3 . 6 ) i t w i l l t h e n f o l l o w t h a t f has a c l o s e d g r a p h and 

i s s u b c o n t i n u o u s ( i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s ) i m p l i e s f i s compact p r e 

s e r v i n g ( r e s p 0 , c o m p a c t ) . 
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( 3 . 3 ) C o r o l l a r y ; L e t f : X -» Y be a f u n c t i o n . 

(a) I f Y i s H a u s d o r f f and f i s b o t h c o n t i n u o u s and i n v e r s e l y 

s u b c o n t i n u o u s , t h e n f i s c o m p a c t . 

(b) I f X i s H a u s d o r f f and f i s b o t h c l o s e d and s u b c o n t i n 

u o u s , t h e n f i s compact p r e s e r v i n g . 

We t u r n now t o g a t h e r i n g some more f a c t s a b o u t f u n c t i o n s w i t h 

c l o s e d g r a p h s and t h e i r r e l a t i o n t o o t h e r f u n c t i o n s . I n p a r t i c u l a r , 

t h e f o l l o w i n g t w o t h e o r e m s show t h a t t h e c l o s e d g r a p h p r o p e r t y c o m p l e 

m e n t s t h e t w o s u b c o n t i n u i t i e s i n i n t e r e s t i n g w a y s . 

( 3 . 4 ) T h e o r e m : L e t f : X •> Y be a f u n c t i o n . A s u f f i c i e n t c o n d i t i o n 

t h a t f be c o n t i n u o u s i s t h a t f h a v e a c l o s e d g r a p h and be s u b c o n 

t i n u o u s . I f Y i s H a u s d o r f f t h e c o n d i t i o n i s a l s o n e c e s s a r y . 

P r o o f : ( S u f f i c i e n c y ) L e t x be a n e t i n X w h i c h c o n v e r g e s t o some 

p o i n t p . S u p p o s e f x d o e s n o t c o n v e r g e t o f p . T h e n f x has a 
a a 

s u b n e t , s a y f x ^ , no s u b n e t o f w h i c h c o n v e r g e s t o f p ( s e e K e l l e y [ 2 0 , 

i t e m ( c ) , p . 7 4 ] ) . H o w e v e r b y s u b c o n t i n u i t y some s u b n e t o f ^ x ^ 9 saY 

^ x N M c * c o n v e r g $ s "to some p o i n t q» T h u s we h a v e ^ xNMc * ^ x NMc^ c o n v e r g e s 

t o ( p , q ) o B u t b y t h e c l o s e d g r a p h p r o p e r t y o f f , q = f p and we h a v e 

a c o n t r a d i c t i o n . 

( N e c e s s i t y ) A s s u m i n g f i s c o n t i n u o u s t h e n e v i d e n t l y f i s s u b -

c o n t i n u o u s . I f ( x , f x ) -> ( p , q ) t h e n x p and t h u s f x •> f p , 

a a a a 

A s s u m i n g Y i s H a u s d o r f f we c o n c l u d e q = f p . 

( 3 . 5 ) T h e o r e m s I f t h e f u n c t i o n f : X -> Y h a s a c l o s e d g r a p h and i s 

i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s , t h e n f i s c l o s e d . 
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P r o o f : L e t C be a c l o s e d s u b s e t q f X 0 S u p p o s e f [ C ] i s n o t c l o s e d . 

T h e n t h e r e i s a q i n Y - f [ C ] and a n e t x i n C s u c h t h a t 

3 

f x -» q . T h u s b y i n v e r s e s u b c o n t i n u i t y t h e r e i s a s u b n e t o f x , s a y 
a a 

X J ^ , w h i c h c o n v e r g e s t o some p i n X . S i n c e C i s c l o s e d , p e C 

C o n s e q u e n t l y we h a v e ( X ^ D ? f x N b ' c o n v e r g e s t o ( p , q ) b u t q ^ f p 

s i n c e q ^ f [ C ] „ T h i s c o n t r a d i c t s t h e c l o s e d n e s s o f t h e g r a p h o f f . 

T h e o r e m ( 3 . 4 ) t e l l s us (among o t h e r t h i n g s ) t h a t i f f : X Y 

i s c o n t i n u o u s w i t h Y H a u s d o r f f t h e n f h a s a c l o s e d g r a p h . T h e 

H a u s d o r f f r e q u i r e m e n t c a n n o t be d r o p p e d i n g e n e r a l f o r i f i : X •> X 

i s t h e i d e n t i t y o n X , t h e g r a p h o f i i s c l o s e d i n X x X i f and 

o n l y i f X i s H a u s d o r f f o 

We can a l s o s e e f r o m ( 3 . 4 ) t h e d e p e n d e n c y o f t h e c l o s e d - g r a p h n e s s 

o f a f u n c t i o n f : X Y u p o n t h e s p a c e Y i n w h i c h f [ X ] i s i m b e d d e d . 

L e t f : X Y be a f u n c t i o n w h i c h h a s a c l o s e d g r a p h and i s n o t c o n -

T I N U O U S O L e t Y be a c o m p a c t i f i c a t i o n o f Y . T h e n f : X Y i s 

s u b c o n t i n u o u s ( s h o w i n g a l s o t h e d e p e n d e n c y o f s u b c o n t i n u i t y on t h e s p a c e 

i n w h i c h t h e r a n g e i s i m b e d d e d ) . T h u s i f f s X -» Y * had a c l o s e d 

g r a p h t h e n f s X Y * w o u l d be c o n t i n u o u s . B u t c o n t i n u i t y d o e s n o t 

d e p e n d u p o n t h e s p a c e i n w h i c h t h e r a n g e i s i m b e d d e d and so f : X -> Y 

w o u l d be c o n t i n u o u s c o n t r a d i c t i n g o u r a s s u m p t i o n . 

A s s u m i n g t h e r a n g e i s embedded i n a H a u s d o r f f s p a c e , t h e n e x t 

t h e o r e m s a y s , r o u g h l y , t h a t a f u n c t i o n w i t h a c l o s e d g r a p h ( i n g e n e r a l ) 

h a n d l e s compact s e t s somewhat l e s s s u c c e s s f u l l y t h a n a c o n t i n u o u s f u n c 

t i o n , b u t t h e i n v e r s e o f a f u n c t i o n o f t h e f o r m e r s o r t i s j u s t as s u c 

c e s s f u l as t h e i n v e r s e o f a c o n t i n u o u s f u n c t i o n i n t h i s r e s p e c t . 
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( 3 . 6 ) T h e o r e m ; L e t t h e f u n c t i o n f : X Y h a v e a c l o s e d g r a p h . 

(a) I f K i s a compact s u b s e t o f X , t h e n f [ K ] i s a c l o s e d 

s u b s e t o f Y . 

(b) I f K i s a compact s u b s e t o f Y , t h e n f * [ K ] i s a 

c l o s e d s u b s e t o f X . 

P r o o f : We p r o v e o n l y ( b ) , t h e p r o o f o f (a) b e i n g e n t i r e l y a n a l o g o u s . 

L e t K be a compact s u b s e t o f Y . S u p p o s e f *[K] i s n o t c l o s e d . 

T h e n t h e r e i s a p i n X - f *[K] and a n e t x i n f *[K] s u c h t h a t 

a 

x g c o n v e r g e s t o p . T h e n e t f x g e v i d e n t l y has a s u b n e t f x ^ w h i c h 

c o n v e r g e s t o some q i n K. T h u s we h a v e ( x ^ s ^ *Nb^ c o n v e r g e s t o 

( p , q) so t h a t p e f ~ * [ q ] a f * [ K ] . Bu t t h i s c o n t r a d i c t s t h e c h o i c e 

o f p . 

R e m a r k : We n o t e i n p a s s i n g t h a t T h e o r e m ( 3 . 6 ) a l s o f o l l o w s f r o m an 

e x e r c i s e i n K e l l e y [ 2 0 , E x . A , p . 2 0 3 ] , 

H a v i n g a l r e a d y d i s c o v e r e d i n ( 3 . 4 ) c o n d i t i o n s u n d e r w h i c h a c o n 

t i n u o u s f u n c t i o n h a s a c l o s e d g r a p h , we now p r o c e e d t o i n v e s t i g a t e c o n 

d i t i o n s u n d e r w h i c h a c l o s e d f u n c t i o n h a s a c l o s e d g r a p h . T h e c h a r a c 

t e r i s t i c f u n c t i o n o f t h e i n t e r v a l ( 0 , 1 ] mapp ing E^ i n t o { o , l } shows 

us t h a t a c l o s e d f u n c t i o n d o e s n o t a l w a y s h a v e a c l o s e d g r a p h . I n p a r 

t i c u l a r one s h o u l d n o t e t h a t t h i s f u n c t i o n d o e s n o t h a v e closecjl p o i n t 

i n v e r s e s ( i . e . , i n v e r s e image o f e a c h p o i n t i n t h e r a n g e i s c l o s e d ) . 

L e t us c a l l a f u n c t i o n f : X -> Y l o c a l l y c l o s e d i f f o r e v e r y 

n e i g h b o r h o o d , U o f e a c h p o i n t p i n X t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d V o f 

p s u c h t h a t V d U and f [ v ] i s c l o s e d i n Y . I t i s n o t c l e a r t h a t 
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a c l o s e d f u n c t i o n i s a l w a y s l o c a l l y c l o s e d b u t i f t h e d o m a i n o f a c l o s e d 

f u n c t i o n i s r e g u l a r t h e n t h e f u n c t i o n i s l o c a l l y c l o s e d . A l s o i f a f u n c 

t i o n f : X Y i s s u c h t h a t X i s r e g u l a r and l o c a l l y compact and f 

maps compact s e t s o n t o c l o s e d s e t s , t h e n f i s l o c a l l y c l o s e d . 

A l o c a l l y c l o s e d f u n c t i o n n e e d n o t b e c l o s e d as t h e f o l l o w i n g 

e x a m p l e s h o w s . L e t X be t h e r e a l s w i t h t h e d i s c r e t e t o p o l o g y , Y t h e 

r e a l s w i t h t h e u s u a l t o p o l o g y , and f : X •+ Y t h e i d e n t i t y f u n c t i o n . 

T h e n f i s l o c a l l y c l o s e d and i n f a c t c o n t i n u o u s b u t c e r t a i n l y n o t 

c l o s e d . 

( 3 . 7 ) T h e o r e m ; I f f : X Y i s a l o c a l l y c l o s e d f u n c t i o n t h e n 

y • * q i n Y i m p l i e s l i m sup f * [ y ] a f \ q ] . 
a a 

P r o o f s L e t y • * q i n Y and p « l i m sup f * [ y ] . S u p p o s e p 4 f ~ * [ d ' ] " " 

_ _ _ _ _ 2 2 

B y Lemma ( 1 . 3 ) t h e r e i s a n e t x ^ i n X s u c h t h a t x ^ P and f 

i s a s u b n e t o f y . Now X - f * [ q ] " i s a n e i g h b o r h o o d o f p and t h u s t h e r e 

i s a n e i g h b o r h o o d o f p , U, s u c h t h a t U c x - f ~ * [ q ] ~ and f [ u ] i s 

c l o s e d i n Y . But x ^ i s e v e n t u a l l y i n U , so t h a t f x ^ i s e v e n 

t u a l l y i n f [ u ] . T h i s means f x ^ i s e v e n t u a l l y i n t h e c o m p l e m e n t o f 

a n e i g h b o r h o o d o f q , n a m e l y , Y - f [ u ] „ We t h u s h a v e a c o n t r a d i c t i o n 

t o t h e f a c t t h a t f x ^ b m u s t c o n v e r g e t o q , b e i n g a s u b n e t o f y g . 

( 3 . 8 ) p o r o l l a r y s I f f s X •+ Y i s a l o c a l l y c l o s e d f u n c t i o n and h a s 

c l o s e d p o i n t i n v e r s e s , t h e n f has a c l o s e d g r a p h . 

P r o o f : T h e s t a t e m e n t f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m T h e o r e m ( 1 . 4 ) . 

( 3 » 9 ) C o r o l l a r y : I f t h e f u n c t i o n f : X * Y i s c l o s e d w i t h c l o s e d 

p o i n t i n v e r s e s , and X i s r e g u l a r t h e n f has a c l o s e d g r a p h . 



15 

( 3 . 1 0 ) C o r o l l a r y ; I f t h e f u n c t i o n f : X Y i s c l o s e d and s u b c o n 

t i n u o u s w i t h c l o s e d p o i n t i n v e r s e s and X i s r e g u l a r , t h e n f i s c o n t i n 

u o u s . 

P r o o f : We h a v e t h i s r e s u l t d i r e c t l y f r o m ( 3 . 9 ) and T h e o r e m ( 3 . 4 ) . 

T h e l a s t c o r o l l a r y g e n e r a l i z e s a t h e o r e m o f H a l f a r ' s [ 1 6 , T h e o r e m 

3] b y r e p l a c i n g c o m p a c t n e s s o f Y w i t h s u b c o n t i n u i t y o f f . See a l s b 

i n t h i s c o n n e c t i o n Rhoda Manning [ 2 4 , T h m . 1 . 5 ] . 

( 3 . 1 1 ) T h e o r e m : I f f : X Y i s a f u n c t i o n w h e r e X i s r e g u l a r and 

l o c a l l y c o m p a c t , t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t s 

(a) f maps compact s e t s o n t o c l o s e d s e t s and h a s c l o s e d p o i n t 

i n v e r s e s . 

(b ) f i s l o c a l l y c l o s e d and h a s c l o s e d p o i n t i n v e r s e s . 

(c ) f h a s a c l o s e d g r a p h . 

P r o o f : We h a v e a l r e a d y commented t h a t (a) i m p l i e s ( b ) . B y C o r o l l a r y 

( 3 . 8 ) , (b) i m p l i e s ( c ) . T h u s i t r e m a i n s t o show (c ) i m p l i e s ( a ) . 

A s s u m i n g f h a s a c l o s e d g r a p h , T h e o r e m ( 3 . 6 ) g i v e s us t h a t f 

maps compact s e t s o n t o c l o s e d s e t s . F u r t h e r m o r e s i n c e p o i n t s a r e c o m p a c t , 

t h e same t h e o r e m y i e l d s t h a t f h a s c l o s e d p o i n t i n v e r s e s . C o n s e q u e n t l y 

(c ) i m p l i e s ( a ) . 

T h e f o l l o w i n g lemma w h i c h we p r o v e i n p r e p a r a t i o n f o r t h e n e x t 

t h e o r e m i s w e l l known ( s e e f o r e x a m p l e D u g u n d j i [ 1 0 , P r o b l e m 10 , p , 96 ] ) 

b u t we i n c l u d e i t f o r c o m p l e t e n e s s . T h i s lemma s u p p o r t s f u r t h e r t h e 

f e e l i n g one g e t s t h a t i f one w e r e g o i n g t o d e f i n e c o n t i n u i t y o f t h e 
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i n v e r s e o f a f u n c t i o n f o r p u r p o s e s o f t h e p r e s e n t i n v e s t i g a t i o n , one 

w o u l d s a y t h a t t h e i n v e r s e i s c o n t i n u o u s when t h e f u n c t i o n i s c l o s e d , 

( 3 , 1 2 ) Lemma: T h e f u n c t i o n f : X -> Y i s c l o s e d i f and o n l y i f f o r 

e a c h q i n Y and f o r e a c h o p e n s e t U ^ f * [ q ] t h e r e i s an open 

s e t V z> { q } s u c h t h a t f " 1 [ V ] c U . 

P r o o f s Assume t h e c o n d i t i o n h o l d s . L e t C be a c l o s e d s u b s e t o f X . 

S u p p o s e f [ C ] i s n o t c l o s e d . T h e n t h e r e i s a p o i n t q i n Y - f [ C ] 

w h i c h i s an a c c u m u l a t i o n o f f [ C ] . S i n c e X - C i s an o p e n s e t c o n 

t a i n i n g f * [ q ] , t h e r e i s an o p e n s e t V z> [q} s u c h t h a t f ^ [ v ] c: X - C . 

But t h i s i s a c o n t r a d i c t i o n s i n c e V must i n t e r s e c t f [ C ] . 

Now assume f i s c l o s e d . L e t q e Y and U be an o p e n s e t 

c o n t a i n i n g f * [ q ] . T h e n f [ X - U] i s a c l o s e d s e t w h i c h d o e s n o t c o n 

t a i n q . Hence l e t t i n g V = Y - f [ X - U ] , V i s an o p e n s e t c o n t a i n i n g 

q . N o t i n g t h a t 

f " 1 [ V ] = f _ 1 [ Y ] - f _ 1 [ f [ X - U ] ] c u 

we h a v e t h e d e s i r e d c o n d i t i o n . 

T h e f o l l o w i n g t h e o r e m i s e s s e n t i a l l y a s p e c i a l c a s e o f one t o be 

f o u n d i n B e r g e / [ 4 , T h e o r e m 3 , p , 1 1 6 ] , H o w e v e r t h i s f a c t i s somewhat 

d i s g u i s e d i n Bergen 's t e r m i n o l o g y , and s i n c e t h e t h e o r e m i s o f i n t e r e s t 

i n t h e p r e s e n t s t u d y , i t i s i n c l u d e d ( a f t e r a l l , i s n ' t one o f a m a t h e 

m a t i c i a n ' s j o b s t o r e m o v e d i s g u i s e s ? ) . T h e t h e o r e m e x t e n d s a t h e o r e m o f 

H a l f a r ' s [ 1 5 , T h e o r e m l ] b y r e m o v i n g t h e r e q u i r e m e n t t h a t f be c o n 

t i n u o u s . (See a l s o M i c h a e l [ 2 5 , Lemma 5 . 1 8 , p . 1 7 2 ] . ) 
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( 3 . 1 3 ) T h e o r e m s I f f s X * Y i s c l o s e d and has compact p o i n t i n v e r s e s , 

t h e n f i s c o m p a c t . 

P r o o f s L e t K be a compact s u b s e t o f Y . L e t 1 L be an o p e n c o v e r o f 

f ' ^ K ] . F o r e a c h k i n K, f _ 1 [ k ] i s compact and 1L i s a*x o p e n c o v e r 

o f f~ * [ k ] . T h u s f o r e a c h k i n K t h e r e i s a f i n i t e s u b c o v e r o f 

s a y *U(k), w h i c h c o v e r s f _ 1 [ k ] . L e t U(k) = 2 U ( k ) ( u n i o n ) . T h e n 

U(k) i s an o p e n s e t c o n t a i n i n g f~*[k] so t h a t t h e r e i s an o p e n s e t 

V(k) c o n t a i n i n g k s u c h t h a t f _ 1 [ V ( k ) ] c u(k). 

Now £v(k) % k e K } i s an o p e n c o v e r o f K and t h u s t h e r e i s a 

f i n i t e s u b c o v e r V ( k ^ ) , . . . , V(k n ) . C o n s e q u e n t l y U(k^), .•• ,U(k R ) i s a 

c o v e r o f f " 1 [ K ] . F i n a l l y 2 [ U ( k t ) s i = l , . 0 . , n } i s a c o v e r o f f - 1 [ K ] 

w h i c h i s a f i n i t e s u b c o v e r o f XL* T h e r e f o r e f ~ * [ K ] i s c o m p a c t . 

4 . Compact F u n c t i o n s , Compac t P r e s e r v i n g F u n c t i o n s , 

and k i S p a c e s 

I t i s i n t u i t i v e l y c l e a r t h a t a m a p p i n g f s X Y w h i c h i s c o m 

p a c t o r compact p r e s e r v i n g w i l l h a v e no p a r t i c u l a r t e n d e n c y t o t r e a t 

o t h e r t o p o l o g i c a l p r o p e r t i e s n i c e l y u n l e s s t h e t o p o l o g i e s o f X o r Y 

o r b o t h a r e t o a c o n s i d e r a b l e e x t e n t d i c t a t e d b y t h e c o m p a c t s e t s . I n 

t h i s s e c t i o n we d e f i n e some t o p o l o g i c a l s p a c e s w h i c h a r e , i n a s e n s e , 

d e t e r m i n e d b y t h e i r compact s e t s , and p r o v e a c o u p l e o f t h e o r e m s c o n 

c e r n i n g t h e s e s p a c e s and compact and compact p r e s e r v i n g f u n c t i o n s . 

( 4 . 1 ) D e f i n i t i o n s L e t X be a t o p o l o g i c a l s p a c e and p e X . 

X i s s a i d t o h a v e p r o p e r t y k̂  a t p i f and o n l y i f f o r e a c h 

i n f i n i t e s u b s e t A h a v i n g p as an a c c u m u l a t i o n p o i n t , t h e r e i s a 
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compact s u b s e t , B , o f A + £p"̂  s u c h t h a t p e B and p i s an 

a c c u m u l a t i o n p o i n t o f B. X i s a s p a c e i f i t h a s p r o p e r t y k^ 

a t e a c h o f i t s p o i n t S o 
X h a s p r o p e r t y k 2 a t p i f and o n l y i f f o r each s e t A h a y i n g p 

as an a c c u m u l a t i o n p o i n t , t h e r e i s a s u b s e t B o f A and a compact 

s e t K -> B + \p\ s u c h t h a t p i s an a c c u m u l a t i o n p o i n t o f B . We 

c a l l X a k 2 s p a c e i f i t h a s p r o p e r t y k 2 a t e a c h o f i t s p o i n t s . 

X i s a kg s p a c e i f and o n l y i f U i s an o p e n s e t i n X p r e 

c i s e l y w h e n e v e r U • K i s o p e n i n K f o r e a c h compac t s e t K i n X . 

H a l f a r d e f i n e s p r o p e r t y k ^ a t a p o i n t i n one o f h i s p a p e r s 

[ 1 6 , D e f i n i t i o n 2 ] . P r o p e r t y k 2 a t a p o i n t i s a s l i g h t v a r i a t i o n o f 

a d e f i n i t i o n I b e l i e v e i s due t o S . B . M y e r s . A d e f i n i t i o n d i f f e r i n g 

s l i g h t l y f r o m t h a t o f a k^ s p a c e i s d i s c u s s e d b y K e l l e y i n h i s b o o k 

[ 2 0 , p . 2 3 0 ] . I f X i s H a u s d o r f f t h e k 2 and k^ d e f i n i t i o n s a g r e e 

w i t h t h o s e o f M y e r s and K e l l e y r e s p e c t i v e l y . 

A' 

I t i s i m m e d i a t e t h a t X i s k ^ a t p i m p l i e s X i s k 2 a t p . 

A l s o i t i s n o t d i f f i c u l t t o show t h a t a k 2 s p a c e i s a l w a y s a k^ 

s p a c e , b u t I d o n o t know w h e t h e r k 2 s p a c e and k^ s p a c e a r e e q u i v a 

l e n t c o n c e p t s . I t i s e a s y t o see t h a t a l o c a l l y compact o r f i r s t c o u n t 

a b l e s p a c e i s a k 2 s p a c e . F i n a l l y t h e f o l l o w i n g e x a m p l e s h o w s t h a t 

X b e i n g k 2 a t a p o i n t p d o e s n o t n e c e s s i t a t e X b e i n g k^ a t p . 

(4 .2 ) E x a m p l e ; T h i s e x a m p l e p r o v i d e s a k 2 s p a c e w h i c h d o e s n o t h a v e 

p r o p e r t y k^ a t a n y p o i n t . 

L e t F be t h e s p a c e o f a l l f u n c t i o n s mapp ing [ 0 , 1 ] i n t o 

[ 0 , l ] w i t h t h e t o p o l o g y o f p o i n t - w i s e c o n v e r g e n c e . L e t A be t h e 
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c o l l e c t i o n o f a l l f i n i t e s u b s e t s o f [ 0 , l ] and w t h e s e t o f p o s i t i v e 

i n t e g e r s . F o r e a c h a e A and n e u l e t f be t h e f u n c t i o n i n F 
na 

d e f i n e d b y f x = l / n f o r x i n a , f x = 1 o t h e r w i s e . L e t t i n g 
7 na ' * na 

A be d i r e c t e d u p w a r d b y i n c l u s i o n , u h a v e t h e u s u a l o r d e r , and w x A 

h a v e t h e p r o d u c t o r d e r , $ f , ( n , a ) e w x A \ i s a n e t i n F . 
^ na 

I t i s e a s y t o see t h a t f c o n v e r g e s t o t h e z e r o f u n c t i o n , 0 , 
na 

and t h u s t h a t 0 * i s an a c c u m u l a t i o n p o i n t o f f ^ n a

 : ( n , a ) e w x A ^ . 

We p r o c e e d t o show t h a t F l a c k s p r o p e r t y k^ a t 0* and i t w i l l t h e n 

b e c l e a r t h a t F h a s p r o p e r t y k^ a t no p o i n t . 

L e t P = \ ^ N A

 S ( N ? A ) E &J x Ai a n d I E T B b e a n Y s u b s e t o f P 

w h i c h h a s 0 * a s an a c c u m u l a t i o n p o i n t . T h e n j ( n , a ) s f e B] m u s t 

na J 
be c o f i n a l i n w x A f o r i f f o r a n y ( n

0 ? a

0 ) t h e r e i s no ( n ^ , a ^ ) > 

(n , a ) s u c h t h a t f „ e B t h e n t h e r e i s no member o f B i n t h e 
o ' o n l 1 

n e i g h b o r h o o d o f 0* g i v e n b y £ f e F : | f x | < l / n f o r x e a Q ^ . 

Now l e t f e B , F o r e v e r y k e y c h o o s e f e B s u c h 
n a n. a. 

o o k k 

t h a t n^ > n^_^ and a^ 3 a ^ - l a C o n s * d e r Q = 2 £ a^ : k e L e t 

f e F be d e f i n e d b y f x = 0 f o r x e Q , f x = 1 o t h e r w i s e . T h e 

s e q u e n c e f c o n v e r g e s t o f and f f 0 * s i n c e Q i s c o u n t a b l e . 

V k 
T h u s B + 0* i s n o t c l o s e d and s i n c e F i s H a u s d o r f f i t i s c o n s e q u e n t l y 

n o t c o m p a c t . 

T h e r e f o r e F d o e s n o t h a v e p r o p e r t y k^ a t 0 * , b u t o n t h e 

o t h e r hand s i n c e b y t h e T y c h o n o f f T h e o r e m F i s c o m p a c t , i t i s c l e a r l y 

a k 2 s p a c e . 

T h e n e x t t h e o r e m w h i c h we p r o v e s a y s t h a t i f a f u n c t i o n f s X Y 

i s compact and h a s a c l o s e d g r a p h w i t h Y b e i n g a k^ s p a c e t h e n f i s 
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i s c l o s e d . T h i s t h e o r e m e x t e n d s a t h e o r e m o f H a l f a r [ 1 5 , T h e o r e m 2] b y 

r e q u i r i n g f h a v e o n l y a c l o s e d g r a p h i n s t e a d o f b e i n g c o n t i n u o u s and 

b y r e q u i r i n g t h a t Y be o n l y a k^ s p a c e i n s t e a d o f l o c a l l y compact 

H a u s d o r f f . 

( 4 . 3 ) T h e o r e m ; L e t f s X - V Y be compact f u n c t i o n and Y a k^ s p a c e . 

A s u f f i c i e n t c o n d i t i o n t h a t f be c l o s e d i s t h a t f h a v e a c l o s e d g r a p h . 

I f X i s r e g u l a r H a u s d o r f f , t h e c o n d i t i o n i s a l s o n e c e s s a r y . 

P r o o f : Assume f h a s a c l o s e d g r a p h . L e t C be a c l o s e d s u b s e t o f 

X . S i n c e Y i s a kg s p a c e i t f o l l o w s f r o m t h e d e f i n i t i o n t h a t t o show 

f [ C ] i s c l o s e d we h a v e o n l y t o show t h a t t h e i n t e r s e c t i o n o f f [ c ] w i t h 

e a c h compact s e t K i n Y i s c l o s e d i n K . 

L e t K be a compact s u b s e t o f Y . T h e n f " * [ K ] i s c o m p a c t , 

and i t f o l l o w s t h a t C • f - 1 [ K ] i s c o m p a c t . B y T h e o r e m ( 3 . 6 ) we h a v e 

t h a t f [ C • f " 1 [ K ] ] i s c l o s e d . F i n a l l y s i n c e 

f [ C • f " X [ K ] ] = f [ C ] • K 

f [ C ] • K i s c l o s e d i n Y and t h u s i n K. 

Now assume t h a t X i s r e g u l a r H a u s d o r f f and f i s c l o s e d . T h e n 

f b e i n g c o m p a c t , p o i n t i n v e r s e s a r e c l o s e d . T h u s b y C o r o l l a r y ( 3 . 9 ) , 

f h a s a c l o s e d g r a p h . 

C o m p a r i n g T h e o r e m ( 3 . 5 ) and t h e s u f f i c i e n c y p o r t i o n o f t h e one 

i m m e d i a t e l y p r e c e d i n g , ( 4 . 3 ) , we see t h a t i n t h e f o r m e r t h e o r e m 1 1 f i s 

i n v e r s e l y s u b c o n t i n u o u s " r e p l a c e s " f i s c o m p a c t " and no r e q u i r e m e n t s 

a r e p u t o n t h e s p a c e Y . T h e e x a m p l e w h i c h f o l l o w s show t h a t t h e 



21 

r e q u i r e m e n t t h a t Y be a s p a c e c a n n o t be d r o p p e d i n T h e o r e m ( 4 . 3 ) . 

T h e s e o b s e r v a t i o n s i l l u s t r a t e t h a t i n some i n s t a n c e s f b e i n g i n v e r s e l y 

s u b c o n t i n u o u s i s e f f e c t i v e l y a s t r o n g e r r e q u i r e m e n t t h a n f b e i n g c o m 

p a c t . 

(4 .4 ) E x a m p l e ; We w i l l d i s p l a y a f u n c t i o n w h i c h i s compact and h a s a 

c l o s e d g r a p h b u t w h i c h i s n o t c l o s e d . 

L e t X be an u n c o u n t a b l e s e t . L e t 11^ be t h e t o p o l o g y o n X 

c o n s i s t i n g o f a l l c o m p l e m e n t s o f c o u n t a b l e s e t s ( p l u s t h e e m p t y s e t ) . 

L e t 1 X 2 be t h e d i s c r e t e t o p o l o g y o n X . 

F i r s t l e t us show t h a t t h e o n l y compact s e t s o f ( X , V^) a r e t h e 

f i n i t e s e t s . L e t A = ( a ^ s i = 1 , 2 , . . . ^ be a c o u n t a b l e , n o n - f i n i t e 

s e t . T h e n £ ( X - A ) + [ a ^ ] ' s i = 1 , 2 , . . . ^ i s an o p e n c o v e r o f A w h i c h 

o b v i o u s l y h a s no f i n i t e s u b c o v e r . T h u s no c o u n t a b l e n o n - f i n i t e s e t i s 

c o m p a c t . S u p p o s e an u n c o u n t a b l e s e t B w e r e c o m p a c t . T h e n s i n c e e a c h 

c o u n t a b l e s e t i s c l o s e d , t h e r e w o u l d be c o u n t a b l e , n o n - f i n i t e s u b s e t s o f 

B w h i c h w e r e c o m p a c t . T h i s c o n t r a d i c t i o n l e a v e s u s w i t h o n l y f i n i t e 

s u b s e t s o f ( X , V.^) b e i n g c o m p a c t . 

L e t A be a c o u n t a b l e s e t . T h e n A i s n o t o p e n b u t A • K f o r 

a n y compact s e t K i s o p e n i n K s i n c e K i s f i n i t e and h e n c e d i s c r e t e 

( ( X , 11^) b e i n g T ^ ? a n y a c c u m u l a t i o n p o i n t o f a s e t B must h a v e an 

i n f i n i t e number o f p o i n t s o f B i n e a c h n e i g h b o r h o o d ) . T h u s ( X , 1 ^ ) 

i s c l e a r l y n o t a k^ s p a c e . 

Now c o n s i d e r t h e i d e n t i t y map i : ( X , V.^) ( X , ^ ) » T h e f u n c 

t i o n i h a s a c l o s e d g r a p h a s we now s h o w . L e t ( x , i x ) * ( p , q ) . 

d d 
T h e n x m u s t e v e n t u a l l y be t h e c o n s t a n t p i n ( X , / U . ) and t h u s so 
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m u s t i x = x . I f i x c o n v e r g e d t o q ^ p t h e n we w o u l d h a v e c o n t r a -
a a a 

d i c t i o n t o t h e e v i d e n t f a c t t h a t p o i n t s a r e c l o s e d . 

T h e i n v e r s e o f i c a r r i e s compac t ( f i n i t e ) s u b s e t s o f ( X , 1 1 ^ ) 

o n t o compact ( f i n i t e s u b s e t s o f ( X j l i ^ ) * a n d i l S c o n s e q u e n t l y c o m 

p a c t . F i n a l l y , s i n c e K. ^ i s a s t r i c t l y l a r g e r t o p o l o g y t h a n V.^, i 

i s n o t c l o s e d . 

( 4 . 5 ) T h e o r e m ; L e t f : X - * Y w h e r e X and Y a r e H a u s d o r f f and 

X h a s p r o p e r t y k 2 a t a p o i n t p . I f f i s compact p r e s e r v i n g and 

h a s c l o s e d p o i n t i n v e r s e s , t h e n f i s c o n t i n u o u s a t p . 

P r o o f ; S u p p o s e f i s n o t c o n t i n u o u s a t p . T h e n t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d 

V * o f f p s u c h t h a t f o r e a c h n e i g h b o r h o o d U o f p t h e r e e x i s t s a 

p o i n t X y i n U w i t h t h e p r o p e r t y t h a t f x ^ £ V * . T h e c o l l e c t i o n 

A = £ X J J : U i s a n e i g h b o r h o o d o f p j h a s p as ah a c c u m u l a t i o n p o i n t . 

T h u s A h a s a s u b s e t B and a compact s e t K "D B + \p] s u c h t h a t p 

i s an a c c u m u l a t i o n p o i n t o f B . 

C o n s i d e r t h e f u n c t i o n f | K : K •» Y . f | K i s s t r o n g l y c l o s e d 

s i n c e Y i s H a u s d o r f f . As ( f | K ) * [ p ] = f " * [ p ] • K , f | K h a s c l o s e d 

p o i n t i n v e r s e s . T h e r a n g e o f f | K i s compact and t h u s f | K i s s u b c o n 

t i n u o u s . F i n a l l y , w i t h t h e o b s e r v a t i o n t h a t K b e i n g compact H a u s d o r f f 

i s r e g u l a r , we may c o n c l u d e f r o m C o r o l l a r y ( 3 . 1 0 ) t h a t f | K i s c o n t i n 

u o u s . 

H o w e v e r i f we c h o o s e a n e t x i n B C K s u c h t h a t x + p 

a a v 

t h e n f x i s n e v e r i n t h e n e i g h b o r h o o d V o f f p . T h i s c o n t r a d i c t i o n 

p r o v e s t h e t h e o r e m . 
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T h e l a s t t h e o r e m , ( 4 . 5 ) , i s a g e n e r a l i z a t i o n o f t w o t h e o r e m s o f 

H a l f a r [ 1 6 , T h e o r e m s 2 and 5 ] . H a l f a r ' s T h e o r e m 5 i s t h e same as o u r 

t h e o r e m (4 .5 ) e x c e p t t h a t H a l f a r r e q u i r e s X t o h a v e p r o p e r t y a t 

p i n s t e a d o f k^ a t p . O u r example. . ; ( 4 .2) shows t h e n t h a t H a l f a r ' s 

t h e o r e m 5 i s n o t as s t r o n g as o u r ( 4 .5 ) and i n p a r t i c u l a r d o e s n o t a p p l y 

t o a l l l o c a l l y compact s p a c e s . 

5 . A n o t h e r C h a r a c t e r i z a t i o n o f C o n t i n u i t y 

I n t h i s s e c t i o n o f t h e c h a p t e r we g i v e a s e c o n d c h a r a c t e r i z a t i o n 

o f c o n t i n u i t y ( T h e f i r s t o c c u r r e d i n T h e o r e m ( 3 . 4 ) ) . T h i s c h a r a c t e r i z a 

t i o n was d i s c o v e r e d w h i l e p u r s u i n g t h e q u e s t i o n "How much m u s t t h e u s u a l 

n e t c h a r a c t e r i z a t i o n o f c o n t i n u i t y |[see K e l l e y [ 2 0 , T h e o r e m 1, p . 86 ] ) 

be r e l a x e d i n o r d e r t h a t s o m e t h i n g l e s s t h a n c o n t i n u i t y be a c h i e v e d ? " 

One r e a s o n a b l e a n s w e r t o t h i s q u e s t i o n i s t h e s u b c o n t i n u i t y c o n d i t i o n 

( s e e S e c t i o n 2 ) . T h e p r i n c i p a l t h e o r e m o f t h i s s e c t i o n seems t o s u g g e s t 

t h i s a n s w e r . 

( 5 . 1 ) T h e o r e m ; L e t f : X Y w h e r e Y i s H a u s d o r f f . T h e f o l l o w i n g 

c o n d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t : 

( a ) T h e f u n c t i o n f i s c o n t i n u o u s . 

(b) I f x p i n X , t h e n t h e r e i s a q i n Y s u c h t h a t 
3 

f x + q . 
a M 

(c ) I f x p i n X , t h e n t h e r e i s a s u b n e t x . i u o f x s u c h 
a Nb a 

t h a t f x N b ^P" 

(d) F o r e a c h p i n X t h e r e i s a q i n Y s u c h t h a t x p 

i m p l i e s t h e r e i s a s u b n e t x ^ o f x g s u c h t h a t f x ^ * cj. 
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N o t e t h a t ( b ) , p r o b a b l y t h e m o s t i n t e r e s t i n g e q u i v a l e n c e , s a y s 

t h a t t h e u s u a l n e t c h a r a c t e r i z a t i o n o f c o n t i n u i t y i s s t i l l v a l i d e v e n i f 

i t i s n o t r e q u i r e d t h a t t h e image o f a c o n v e r g e n t n e t c o n v e r g e t o t h e 

" r i g h t " v a l u e . I n o r d e r t o p r o v e p a r t (b) we w i l l u s e t h e f o l l o w i n g 

lemmas w h i c h we s t a t e s e p a r a t e l y s i n c e t h e y may be o f i n t e r e s t i n o t h e r 

a p p l i c a t i o n s o f n e t s . 

( 5 . 2 ) Lemma; L e t ( A , > g ) and ( B , >^) be d i s j o i n t d i r e c t e d s e t s 

w h i c h a r e i s o m o r p h i c ( t h a t i s , t h e r e i s a 1 - 1 f u n c t i o n h f r o m 

A o n t o B s u c h t h a t > a i f and o n l y i f ha^ >^ h a ^ ) . T h e n t h e r e 

i s a d i r e c t e d s e t ( C , > ) s u c h t h a t A and B a r e c o f i n a l s u b s e t s o f 

C and C = A + B . 

P r o o f : L e t C = A + B and d e f i n e > c as f o l l o w s : I f y , Y 2

 e A 

t h e n Y 1 > c Y 2 i f and o n l y i f Y 1 > a Y 2 > ~ and s i m i l a r l y i f y^9 Y 2 e B . 

I f Y : e A and Y 2

 e B t h e n Y]_ > c Y 2

 i f a n d o n l y n V l > b Y 2 a n d 

Y 2 > c

 Y

x i f and o n l y i f Y 2 > b 

I n b r i e f t h e n , we o r d e r C b y l e a v i n g t h e o r d e r o n A and B 

t h e same and i d e n t i f y i n g p o i n t s i n A w i t h t h e i r i m a g e s i n B . 

T h e r e f l e x i v i t y o f > i s i n h e r i t e d f r o m > and >. . We check 

c a b 

o n l y t h e f o l l o w i n g t h r e e c a s e s i n t h e p r o o f o f t h e t r a n s i t i v i t y o f > c 

( l e a v i n g t h e r e s t t o t h e r e a d e r ) : g i v e n e l e m e n t s Y ^ > c Y 2 and 

Y 2 > c
 Y 3 ' ( 1 / Y l ' Y 2 '

 Y 3 e A ( o r B / ( 2 / Y l »
 Y 3 e A a n d Y 2 e B ' 

and ( 3 ) Y±f Y 2

 e A and Y 3 e B » I n " t n e f i r s t c a s e t r a n s i t i v i t y i s 

i n h e r i t e d . I n t h e s e c o n d c a s e h Y 1 > b Y 2 > b h Y 3 so t h a t Y 1 > a Y g . I n 

t h e t h i r d c a s e hY^ >^ h Y 2 s i n c e h i s an i s o m o r p h i s m and h Y 2 >^ Y ^ 

b y d e f i n i t i o n . T h u s h y ^ >^ y ^ so t h a t y ^ > c Y ^ . 

N e x t we show t h a t e a c h t w o e l e m e n t s u b s e t o f C h a s an u p p e r 
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b o u n d . L e t Y ] _ a n d ̂ 2 6 C * I f Y l a n d |

 Y 2 b ° t h b e l o n g t o A ( ° r 

t h e d e s i r e d r e s u l t i s o b v i o u s f r o m i n h e r i t a n c e . Hence assume Y ^ e A , 

Y 2 e B. T h e n t h e r e i s a Y 3 e B s u c h t h a t T 3 > b Y 2 , Y 3 > b H Y ^ . T h u s 

Y 3 > c Y 2 a n d Y 3 > c Y l b y d e f i n i t i o n -

We now h a v e t h a t ( C , > ) i s a d i r e c t e d s e t . F i n a l l y i t i s 

c l e a r t h a t A and B a r e c o f i n a l i n C . 

( 5 . 3 ) Lemmas L e t X be a t o p o l o g i c a l s p a c e and \ x

a f a e A ] and 

£ z b , b e B j n e t s i n X w i t h d i s j o i n t d i r e c t e d s e t s w h i c h a r e i s o m o r p h i c . 

T h e n t h e r e i s a n e t \ u c > c £ C ^ i n X s u c h t h a t x g and a r e s u b 

n e t s and u c + p i f and o n l y i f x g p and z ^ p . 

P r o o f : L e t C be t h e d i r e c t e d s e t c o n s t r u c t e d i n t h e p r e v i o u s lemma 

and d e f i n e w = x i f c e A , u = z i f c e B . T h e a s s e r t i o n s o f 
c c ' c c 

t h e lemma a r e t h e n c l e a r . 

P r o o f o f T h e o r e m ( 5 . 1 ) : S i n c e e a c h o f c o n d i t i o n s ( b ) , ( c ) , (d ) a r e 

c l e a r l y i m p l i e d b y c o n t i n u i t y , we h a v e o n l y t o show t h a t e a c h o f t h e s e 

c o n d i t i o n s i m p l i e s c o n t i n u i t y . 

Assume c o n d i t i o n (b ) h o l d s . L e t x p . T h e n f x q f o r some 

a a 

q i n Y . S u p p o s e q fi f ( p ) . L e t z ^ be a n e t w h i c h i s c o n s t a n t l y p 

and w h o s e d i r e c t e d s e t i s d i s j o i n t and i s o m o r p h i c t o t h a t o f x . T h e n 
a 

b y Lemma ( 5 . 3 ) t h e r e i s a n e t t» c s u c h t h a t x g and z ^ a r e s u b n e t s 

and w p . H o w e v e r f x > q and f z , -> f p . S i n c e Y i s H a u s d o r f f , 
c a b 7 

f w £ c a n n o t c o n v e r g e , and we h a v e a c o n t r a d i c t i o n . 

Assume c o n d i t i o n (d ) h o l d s . We w i l l show c o n d i t i o n (c ) h o l d s . 

L e t p e X and q be t h e c o r r e s p o n d i n g p o i n t a s s u r e d b y t h e c o n d i t i o n . 
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We w i s h t o show t h a t q = f p . B u t t h i s i s e v i d e n t f o r i f x i s a n e t 
a 

c o n s t a n t l y p t h e n x + p and t h u s f x •> f p . S i n c e Y i s H a u s d o r f f 
a a 

q = f p . 

F i n a l l y we show c o n d i t i o n (c ) i m p l i e s c o n t i n u i t y . S u p p o s e c o n d i 

t i o n (c ) h o l d s and f i s n o t c o n t i n u o u s . T h e n t h e r e i s a p i n X and 

an o p e n n e i g h b o r h o o d V o f f p s u c h t h a t f o r e a c h n e i g h b o r h o o d U o f 

i * 
p t h e r e e x i s t s a p o i n t x ^ e U s u c h t h a t f x ^ f V . Now t h e f u n c t i o n 

X y d e f i n e d on t h e s e t o f n e i g h b o r h o o d s o f p d i r e c t e d d o w n w a r d b y i n c l u 

s i o n i s a n e t c o n v e r g i n g t o p . On t h e o t h e r h a n d , i t i s c l e a r t h a t f o r 

no s u b n e t x ^ o f X U i s i t t r u e t h a t f P « T h i s c o n t r a d i c t i o n 

shows t h a t c o n d i t i o n (c ) i m p l i e s c o n t i n u i t y . 

( 5 . 4 ) C o r o l l a r y t o ( 5 . 1 ) (b) L e t f : X •> Y w h e r e ( Y , V ) i s a 

H a u s d o r f f u n i f o r m s p a c e . I f f maps c o n v e r g e n t n e t s o n t o C a u c h y n e t s 

t h e n f i s c o n t i n u o u s . 

P r o o f ; L e t ( h , Y * , V * ) be t h e H a u s d o r f f c o m p l e t i o n o f ( Y , V ) w h e r e 

h i s a u n i f o r m i s o m o r p h i s m o f Y i n t o Y . N o t e h o f maps c o n v e r g e n t 

n e t s o n t o C a u c h y n e t s . S i n c e Y i s c o m p l e t e , C a u c h y n e t s a r e c o n v e r 

g e n t . Hence h o f niaps c o n v e r g e n t n e t s o n t o c o n v e r g e n t n e t s . T h u s b y 

( 5 . 1 ) , ( b ) , h o f i s c o n t i n u o u s . B u t t h e n so i s f s i n c e h i s a h o m e o -

m o r p h i s m . 

T h e p r e c e d i n g c o r o l l a r y h a s b e e n a n n o u n c e d b y Y u - L e e L e e [ 2 3 ] . 

6 . O p e n F u n c t i o n s and C o n t i n u i t y o f t h e i r I n v e r s e s 

I n a p r e v i o u s s e c t i o n we commented t h a t s a y i n g t h a t t h e m a n y - v a l u e d 

i n v e r s e f u n c t i o n o f a c l o s e d f u n c t i o n i s c o n t i n u o u s seemed q u i t e a p p r o p r i a t e . 
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On t h e o t h e r h a n d , one f e e l s i n t u i t i v e l y t h a t o p e n n e s s o f a f u n c t i o n 

s h o u l d be r e l a t e d t o c o n t i n u i t y o f t h e i n v e r s e ( i n some s e n s e ) . I n t h i s 

s e c t i o n we f i n d a s e n s e and a s e t t i n g i n w h i c h t h i s i s i n d e e d t h e c a s e 

f o r t h e s e t - v a l u e d i n v e r s e f u n c t i o n . 

( 6 . 1 ) D e f i n i t i o n : A f u n c t i o n f : X + Y i s o p e n i f and o n l y i f U i s 

o p e n i n X i m p l i e s f [ U ] i s o p e n i n Y . 

(6 *2 ) T h e o r e m : I f f : X •> Y i s a f u n c t i o n , t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s 

a r e e q u i v a l e n t : 

(a) T h e f u n c t i o n f i s o p e n . 

(b) y •¥ q i n Y i m p l i e s f * [ q ] C l i m i n f f * [ y ] . 
a a 

(c ) y •> q i n Y i m p l i e s f * [ q ] C l i m sup f * [ y ] . 
a a 

P r o o f : Assume (a) h o l d s . L e t y + q and p be i n f * [ q ] . S u p p o s e 

p ^ l i m i n f f * [ y ] . T h e n t h e r e i s an o p e n s e t U c o n t a i n i n g p s u c h 

t h a t f r e q u e n t l y f " * [ y ] • U = ^ . T h u s y i s f r e q u e n t l y o u t s i d e f [ U ] , 

3 3 
B u t t h i s i s a b s u r d s i n c e f [ U ] i s a n e i g h b o r h o o d o f q . T h u s (b ) h o l d s . 

C l e a r l y i f (b) h o l d s t h e n (c ) h o l d s . H e n c e assume (c) h o l d s . 

S u p p o s e f i s n o t o p e n . T h e n t h e r e i s an o p e n s e t U i n X and a 

n e t y i n Y - f [ U ] s u c h t h a t y q f o r some q i n f [ U ] . T h u s 
a a 

f c l i - m S U P f * [ y ] • L e - t P e f ~ ^ [ g ] * U . T h e n U i s a n e i g h b o r -

h o o d o f p and t h u s f * [ y ] • U i s f r e q u e n t l y n o n e m p t y . B u t t h i s 

means y i s f r e q u e n t l y i n f [ U ] i n c o n t r a d i c t i o n t o o u r c h o i c e . 

3 
C o n s e q u e n t l y (a) h o l d s . 

I f E i s a n e t o f s e t s i n a t o p o l o g i c a l s p a c e X s u c h t h a t 

3 
l i m i n f E = l i m s u p E = E ( s e e p a r a g r a p h p r e c e d i n g Lemma ( 1 . 3 ) f o r 
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d e f i n i t i o n ) t h e n we s a y t h a t t h e l i m i t o f E e x i s t s and w r i t e l i m E = E . 
3 3 

H a v i n g made t h i s d e f i n i t i o n t h e f o l l o w i n g t h e o r e m t h e n f o l l o w s f r o m t h e 

p r e v i o u s t h e o r e m and T h e o r e m ( 1 . 4 ) . 

( ° * 3 ) T h e o r e m ; T h e f u n c t i o n f : X * Y i s o p e n and h a s a c l o s e d g r a p h 

i f and o n l y i f y > q i n Y i m p l i e s l i m f " * [ y _ ] = f " * [ q ] . 
a a 

P r o o f ; B y t h e t h e o r e m s c i t e d i n t h e p a r a g r a p h p r e c e d i n g ( 6 . 3 ) , f i s 

o p e n and h a s a c l o s e d g r a p h i f and o n l y i f y ^ q i n Y i m p l i e s 

3 

f _ 1 [ q ] <=• l i m i n f f _ 1 [ y J d i m s u p f " 1 [ y a ] C f - 1 [ q ] . 

a a 

T h u s t h e t h e o r e m h o l d s . 

R e m a r k : A t h e o r e m s i m i l a r t o t h e p r e c e d i n g one i s g i v e n i n W h y b u r n [ 3 1 , 

T h e o r e m ( 4 . 3 2 ) , p . 130] f o r m e t r i c s p a c e s . 

Now l e t X be a l o c a l l y b i c o m p a c t s p a c e ( i . e . , a s p a c e w h i c h h a s 

* X 
a b a s i s o f o p e n s e t s w i t h compact c l o s u r e s ) . L e t 2 be t h e c o l l e c t i o n 

o f a l l n o n e m p t y c l o s e d s u b s e t s o f X . C o n s i d e r a l l s e t s o f t h e f o r m 

[ U 1 , . . . , U n ; V ^ . - . I V J 

= J A e 2 X : A - U ^ / j ) and A • V / * = <|> f o r i = l , . . . , n and j = l , . . . , m ^ 

w h e r e t h e and V \ a r e o p e n and h a v e compact c l o s u r e i n X . 

X • 
T h e s e s e t s f o r m a b a s e f o r a t o p o l o g y f o r 2 w h i c h Mrowka c a l l s 

t h e l b c t o p o l o g y . Mrowka p r o v e s i n h i s p a p e r [ 2 6 , T h e o r e m 4] t h a t f o r 

X 

a l o c a l l y b i c o m p a c t s p a c e X , c o n v e r g e n c e i n 2 r e l a t i v e t o t h e l b c 

t o p o l o g y i s t h e same a s t h e c o n v e r g e n c e o f s e t s p r e v i o u s l y d e s c r i b e d 
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( i . e . when l i m i n f = l i m s u p ) . S i n c e b y T h e o r e m ( 3 . 6 ) , i f f : X •> Y 

has a c l o s e d g r a p h t h e n f * [ y ] i s c l o s e d f o r e a c h y i n Y , t h e f o l 

l o w i n g t h e o r e m f o l l o w s f r o m t h e p r e c e d i n g comments and T h e o r e m ( 6 . 3 ) . 

( 6 . 4 ) T h e o r e m s L e t f s X * Y be a f u n c t i o n and X be l o c a l l y 

b i c o m p a c t . L e t F be t h e s e t - v a l u e d f u n c t i o n o n Y d e f i n e d b y F y = 

-1 X 
f [ y ] . L e t 2 h a v e t h e l b c t o p o l o g y . I f f i s o p e n and has a c l o s e d 

X 
g r a p h t h e n F s Y * 2 i s c o n t i n u o u s . C o n v e r s e l y i f f has c l o s e d 

X 

p o i n t i n v e r s e s and F : Y. 2 i s c o n t i n u o u s t h e n f i s o p e n and has 

a c l o s e d g r a p h . 

( 6 . 5 ) T h e o r e m s L e t f be an o p e n c o n t i n u o u s f u n c t i o n m a p p i n g a 

l o c a l l y b i c o m p a c t s p a c e X o n t o a H a u s d o r f f s p a c e Y . L e t 

.-1 
J6 = [ f - ' t y ] s y e Y ] 

and l e t & h a v e t h e r e l a t i v i z e d l . b . c . t o p o l o g y . T h e n Y and a r e 

t o p o l o g i c a l l y e q u i v a l e n t . 

P r o o f : B y T h e o r e m ( 3 . 4 ) , s i n c e f i s c o n t i n u o u s and Y i s H a u s d o r f f , 

f has a c l o s e d g r a p h . T h u s b y t h e p r e v i o u s t h e o r e m F s Y * <& d e f i n e d ? 

b y F y = f * [ y ] ; i s c o n t i n u o u s . T h u s i t r e m a i n s o n l y t o show t h a t F * 

i s c o n t i n u o u s . 

L e t f * [ y ] c o n v e r g e t o f * [ q ] i n 3 . T h e n l i m sup f * [ y ] = 
a a 

f * [ q ] . B y Lemma ( 1 . 3 ) , i f p e l i m sup f * [ y A 3 t h e r e i s a n e t x ^ b 

i n X s u c h t h a t x ^ b P i n X and f x ^ b i s a s u b n e t o f y^. Now 

f i s c o n t i n u o u s and t h u s f x ^ b c o n v e r g e s t o f p = q . B u t 

F " 1 ( f " 1 [ f x N b ] ) = f x N b . S i n c e f " 1 [ f x N b ] i s a s u b n e t o f f " 1 [ y a ] , i t 
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f o l l o w s b y T h e o r e m ( 5 . 1 ) t h a t F " 1 i s c o n t i n u o u s . 

R e m a r k : T h e o r e m s s i m i l a r t o t h e p r e v i o u s t w o t h e o r e m s may be f o u n d 

i n a p a p e r o f E . M i c h a e l [ 2 5 ] ( s e e i n p a r t i c u l a r T h e o r e m 5 . 1 0 . 2 ) . 
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CHAPTER I I I 

CONCERNING C E R T A I N F U N C T I O N A L CONVERGENCES 

I n t h i s c h a p t e r v a r i o u s modes o f c o n v e r g e n c e o f n e t s o f f u n c t i o n s 

w i l l be i n v e s t i g a t e d . I n p a r t i c u l a r t h r e e A s c o l i t y p e t h e o r e m s and a 

D i n i t y p e t h e o r e m a r e p r o v e d . 

T h e f i r s t t w o A s c o l i t h e o r e m s a r e c l o s e l y r e l a t e d t o t h e 

t o p o l o g i c a l - u n i f o r m and p u r e t o p o l o g i c a l A s c o l i t h e o r e m s f o u n d i n K e l l e y 

[ 2 0 , C h a p t e r 7 ] , W h i l e t h e t h e o r e m s i n K e l l e y c o n s i d e r t h e q u e s t i o n o f 

when a f a m i l y o f f u n c t i o n s w i t h a c e r t a i n t o p o l o g y i s c o m p a c t , we c o n 

s i d e r t h e q u e s t i o n o f when a n e t o f f u n c t i o n s has a s u b n e t w h i c h c o n 

v e r g e s i n a c e r t a i n m o d e . T h i s a p p r o a c h e n a b l e s us t o c o n s i d e r i n t h i s 

c o n n e c t i o n modes o f c o n v e r g e n c e w h i c h a r e n o t t o p o l o g i c a l b u t a r e , f r o m 

a c e r t a i n p o i n t o f v i e w , v e r y n a t u r a l . I n t h i s r e s p e c t o u r m o t i v a t i o n 

i s v e r y much t h e same as Cook and F i s c h e r [ 7 ] w i t h t h e i r c o n v e r g e n c e and 

u n i f o r m c o n v e r g e n c e s t r u c t u r e s . A l s o a l o n g t h e s e l i n e s we s h o u l d m e n t i o n 

t h a t Poppe [ 2 6 ] has g e n e r a l i z e d t h e t o p o l o g i c a l A s c o l i t h e o r e m s i n K e l l e y 

(due t o K e l l e y and M o r s e ) t o t h e c o n v e r g e n c e s p a c e o f F i s c h e r . 

T h e t h i r d A s c o l i t h e o r e m i s a u n i f o r m v e r s i o n . A n o t h e r u n i f o r m 

v e r s i o n a p p e a r s , f o r i n s t a n c e , i n I s b e l l [ 1 7 , p . 5 1 ] . 

F i n a l l y we c h a r a c t e r i z e u n i f o r m c o n v e r g e n c e and u n i f o r m c o n v e r 

g e n c e a t a p o i n t ( f o r n e t s o f c o n t i n u o u s f u n c t i o n s w i t h a c o n t i n u o u s 

l i m i t ) w i t h some t h e o r e m s w h i c h use e x t e n s i o n s o f t h e n o t i o n o f m o n o t o n e 

c o n v e r g e n c e i n t h e c l a s s i c a l D i n i t h e o r e m . 
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7. P s e u d o E v e n C o n t i n u i t y and Q u i t e C o n t i n u o u s C o n v e r g e n c e 

I n t h i s s e c t i o n a l l s p a c e s 1 1 X " and 1 1 Y " a r e t o p o l o g i c a l s p a c e s 

and " p " some p o i n t i n X . 

( 7 . 1 ) D e f i n i t i o n : L e t F be a f a m i l y o f f u n c t i o n s f r o m X i n t o Y 

and p b e l o n g t o X . T h e f a m i l y F i s e v e n l y c o n t i n u o u s a t p i f and 

o n l y i f f o r e a c h q i n Y and e a c h n e i g h b o r h o o d V o f q t h e r e a r e 

n e i g h b o r h o o d s U o f p and W o f q s u c h t h a t f [ u ] i s a s u b s e t o f 

V w h e n e v e r f p i s i n W and f i s i n F . 

T h e f a m i l y F i s e v e n l y c o n t i n u o u s i f i t i s e v e n l y c o n t i n u o u s a t 

e a c h p o i n t o f X . 

T h e p r e c e d i n g c o n c e p t i s u s e d i n t h e p u r e l y t o p o l o g i c a l A s c o l i 

t h e o r e m i n K e l l e y [ 2 0 , p . 2 3 4 f f . ] . We i n t r o d u c e t h e f o l l o w i n g c o n c e p t 

f o r n e t s w h i c h i s w e a k e r t h a n r e q u i r i n g a n e t t o be e v e n l y c o n t i n u o u s 

( s e e E x a m p l e ( 8 . 1 6 ) ) b u t s e r v e s t h e same s o r t o f p u r p o s e . 

( 7 . 2 ) D e f i n i t i o n : L e t f : X Y be a n e t o f f u n c t i o n s . T h e n e t f 
a a 

i s s a i d t o be p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p i f and o n l y i f f o r e a c h 

n e t ( f ^ b * x b ^ ' w n e r e i s a s u b n e t o f f g , x ^ c o n v e r g e s t o p , 

a n d f N b p c o n v e r g e s t o q , i t i s t r u e t h a t * N b x b c o n v e r g e s t o q . 

T h e n e t f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s i f i t i s p s e u d o e v e n l y 
a 

c o n t i n u o u s a t e a c h p o i n t o f X . 

( 7 . 3 ) T h e o r e m : A f a m i l y o f f u n c t i o n s , F , i s e v e n l y c o n t i n u o u s a t 

p i f and o n l y i f e a c h n e t f i n F i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t 

d 
p . 
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P r o o f : Assume F i s e v e n l y c o n t i n u o u s and l e t f be a n e t i n F . L e t 
— — — * a 

( f ^ b , x ^ ) be a n e t s u c h t h a t f ^ i s a s u b n e t o f f a , f ^ P c o n v e r g e s 

t o q , and x ^ c o n v e r g e s t o p . L e t V be a n y n e i g h b o r h o o d o f q . 

By d e f i n i t i o n t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U o f p and a n e i g h b o r h o o d W 

o f q s u c h t h a t f [ u ] i s a s u b s e t o f V w h e n e v e r f p i s i n W. S i n c e 

x ^ i s e v e n t u a l l y i n U and ^ ^ P 1 S e v e n t u a l l y i n W, i t i s t r u e t h a t 

e v e n t u a l l y f ^ k 3 ^ i s i n V . T h e r e f o r e * N b x b c o n v e r g e s t o q and f 

i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p . 

N o w assume e a c h n e t i n F i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p . 

S u p p o s e F i s n o t e v e n l y c o n t i n u o u s a t p . T h e n t h e r e i s a q i n Y 

and a n e i g h b o r h o o d V * o f q s u c h t h a t f o r e v e r y p a i r ( U , W ) , w h e r e 

U i s a n e i g h b o r h o o d o f p and W i s a n e i g h b o r h o o d o f q , t h e r e i s 

a f u n c t i o n f ^ i n F s u c h t h a t f y ^ P i s i n W and a p o i n t x ^ i n 

U s u c h t h a t f ^ x ^ i s n o t i n V . 

L e t t i n g e a c h o f t h e n e i g h b o r h o o d s U and t h e n e i g h b o r h o o d s W 

be d i r e c t e d d o w n w a r d b y i n c l u s i o n and g i v i n g t h e p a i r s ( U , W) t h e 

p r o d u c t o r d e r , f ^ i s a n e t i n F . M o r e o v e r f y ^ P c o n v e r g e s t o q 

and x ^ c o n v e r g e s t o p . T h u s b y d e f i n i t i o n fy^, x y^ c o n v e r g e s t o 

q . B u t t h e n f y m 3 ^ 1 S e v e n t u a l l y i n V w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n . 

T h e r e f o r e F i s e v e n l y c o n t i n u o u s a t p . 

T h e p r e c e d i n g t h e o r e m and t h e d e f i n i t i o n o f p s e u d o e v e n l y c o n 

t i n u o u s a r e s u g g e s t e d b y a p r o b l e m i n K e l l e y [ 2 0 , P r o b l e m L , p . 2 4 l ] , 

S i m i l a r l y t h e f o l l o w i n g d e f i n i t i o n and t h e o r e m ( 7 . 7 ) a r e c l o s e l y r e l a t e d 

t o a n o t h e r p r o b l e m i n K e l l e y [ 2 0 , P r o b l e m M, p . 2 4 1 ] , 

( 7 . 4 ) D e f i n i t i o n : L e t f : X Y be a n e t o f f u n c t i o n s . We s a y t h a t 
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f c o n v e r g e s c o n t i n u o u s l y t o f a t p i f and o n l y i f w h e n e v e r x i s 
a a 

a n e t i n X c o n v e r g i n g t o p , f x c o n v e r g e s t o f p . 
3 3 

T h e n e t f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p i f and 
3 

o n l y i f e a c h s u b n e t o f f c o n v e r g e s c o n t i n u o u s l y t o f a t p . 
3 

F i n a l l y f c o n v e r g e s c o n t i n u o u s l y ( q u i t e c o n t i n u o u s l y ) t o f 
3 

i f and o n l y i f f c o n v e r g e s c o n t i n u o u s l y ( q u i t e c o n t i n u o u s l y ) t o f 
3 

a t e a c h p o i n t o f X . 

( 7 . 5 ) Lemmas L e t f , f i X •> Y be f u n c t i o n s . T h e n e t f c o n v e r g e s 
a e 

t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y a t p i f and o n l y i f f o r e a c h n e i g h b o r h o o d V 

o f f p t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U o f p and an a Q s u c h t h a t a > a Q 

i m p l i e s f [ u ] < ^ V . 

P r o o f s Assume t h e c o n d i t i o n h o l d s . L e t f M . be a s u b n e t o f f , x, + p 
Nb a b r 

and V be a n e i g h b o r h o o d o f f p . T h e r e i s t h e n a n e i g h b o r h o o d U o f 

p s u c h t h a t f j jbCu] * s e v e n t u a l l y c o n t a i n e d i n V . S i n c e x ^ i s e v e n 

t u a l l y i n U, i t f o l l o w s t h a t ^ N b x b * s e v e n t u a ^ Y * n v * T h e r e f o r e 

f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p . 

3 
Now assume f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p . S u p -

a 

# 

p o s e t h e c o n d i t i o n d o e s n o t h o l d . T h e n t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d V o f 

f p s u c h t h a t f o r e v e r y p a i r ( a , U ) , w h e r e a i s an i n d e x o f f and 

U i s a n e i g h b o r h o o d o f p , t h e r e i s an i n d e x N ( a , U) > a and a p o i n t 

x ( a , U ) e U s u c h t h a t f N ( a , U ) x ( a , U ) * V * ' S i n c e f N ( a , U ) i s a s u b n e t 

o f f a and x ( a j U ) * p , i t f o l l o w s t h a t f N ( a > u ) x ( a > u ) -» f p . T h u s 

^N(a U ) x ( a U) * s e v e n t u a ^ Y * n ^ w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n . T h e r e f o r e 

t h e c o n d i t i o n h o l d s . 
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( 7 . 6 ) T h e o r e m : L e t f , f : X Y w h e r e Y i s r e g u l a r . I f f c o n -

v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p t h e n f i s c o n t i n u o u s a t p . 

P r o o f : L e t V be a c l o s e d n e i g h b o r h o o d o f f p . B y Lemma ( 7 . 5 ) t h e r e 

a n e i g h b o r h o o d U o f p s u c h f [ u ] i s e v e n t u a l l y c o n t a i n e d i n V . 

T h u s f o r e a c h x i n U f x i s i n V s i n c e i t i s t h e l i m i t o f t h e n e t 

f x w h i c h i s e v e n t u a l l y i n t h e c l o s e d s e t V . T h e r e f o r e f i s c o n t i n -
a 

u o u s . 

( 7 . 7 ) D e f i n i t i o n : L e t F be a f a m i l y o f f u n c t i o n s f r o m X t o Y and 

J be a t o p o l o g y f o r F . T h e t o p o l o g y J> i s s a i d t o be j o i n t l y c o n t i n 

u o u s i f and o n l y i f t h e f u n c t i o n P s F x X •> Y d e f i n e d b y P ( f , x ) = f x 

i s c o n t i n u o u s r e l a t i v e t o t h e p r o d u c t t o p o l o g y on F x X . 

( 7 ° 8 ) T h e o r e m : L e t F be a f a m i l y o f f u n c t i o n s f r o m X t o Y and 

a t o p o l o g y f o r F . T h e t o p o l o g y jfc i s j o i n t l y c o n t i n u o u s i f and 

o n l y i f f i s a n e t i n F w h i c h ^ - c o n v e r g e s t o f i m p l i e s f c o n -
a a 

v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f . 

P r o o f : Assume Jl i s j o i n t l y c o n t i n u o u s . L e t f be a n e t i n F 

w h i c h ^ - c o n v e r g e s t o f . L e t f ^ b e a s u b n e t o f f and x ^ c o n 

v e r g e t o p . T h e n ( f ^ b * X

D ) c o n v e r g e s t o ( f , p ) i n t h e p r o d u c t t o p 

o l o g y o f F x X . S i n c e b y d e f i n i t i o n t h e map P : F x X - * -Y d e f i n e d b y 

P ( g , x ) = g x i s c o n t i n u o u s , i t f o l l o w s t h a t ^ N b x b
 C O N V E R 9 E S

 "t°
 TP i n 

Y . T h e r e f o r e f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f . 

C o n v e r s e l y assume ^ - c o n v e r g e n c e o f a n e t i m p l i e s q u i t e c o n t i n 

u o u s c o n v e r g e n c e o f t h e n e t . We w i s h t o show t h e f u n c t i o n P i s c o n 

t i n u o u s . L e t ( f , x ) b e a n e t i n F x X c o n v e r g i n g t o ( f , p ) . T h e n 
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f ^ - c o n v e r g e s t o f and h e n c e f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u -
a a 

o u s l y . T h u s P ( f , x ) = f x c o n v e r g e s t o f p = P ( f , p ) . T h e r e f o r e 
a a a a 

A i s j o i n t l y c o n t i n u o u s , 

( 7 « 9 ) T h e o r e m : L e t F be a f a m i l y o f f u n c t i o n s " f r o m X t o Y and 

C b e t h e compact o p e n t o p o l o g y f o r F . L e t f , f e F . I f f c o n -
a a 

v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y t h e n f C - c o n v e r g e s t o f . C o n v e r s e l y 

a 

i f X i s r e g u l a r , l o c a l l y c o m p a c t , f i s c o n t i n u o u s , and f C - c o n -

v e r g e s t o f t h e n f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y . 

a 

r 
P r o o f s Assume f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y . L e t 

W (K. ,V) = [ g e F : g [ K ] c be a n e i g h b o r h o o d o f f w h e r e K i s com

p a c t and V i s o p e n . I f f i s n o t e v e n t u a l l y i n W ( K , V ) , t h e r e 
a 

e x i s t s f o r e a c h a an i n d e x Na > a and p o i n t x i n K s u c h t h a t 
a 

f lMa x a ^ ^ ' T n e r e * s a s u b h e t x

M b of x a w h i c h c o n v e r g e s t o some p 

i n K. T h u s f N M b x M b - * f p so t h a t f N M b x M b i s e v e n t u a l l y i n V . 

C o n s e q u e n t l y we h a v e a c o n t r a d i c t i o n . 

Now assume X i s r e g u l a r l o c a l l y c o m p a c t , f i s c o n t i n u o u s , 

and f a C - c o n v e r g e s t o f . L e t f ^ b be a, s u b n e t o f f^ and x b p . 

L e t V be a n e i g h b o r h o o d o f f p . T h e r e i s a compact n e i g h b o r h o o d U 

o f p s u c h t h a t f [ u ] o v . T h u s f i s e v e n t u a l l y i n W ( U , V ) , o r 

f j y j t ) [ u ] i s e v e n t u a l l y c o n t a i n e d i n V . S i n c e x b i s e v e n t u a l l y c o n t a i n e d 

i n U, * N b X b * s e v e n t u a l l y c o n t a i n e d i n V . T h e r e f o r e f c o n v e r g e s 

q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f . 

A s c o r o l l a r i e s t o T h e o r e m s ( 7 . 8 ) and ( 7 . 9 ) we h a v e t h e f o l l o w i n g s 
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( 7 . 1 0 ) C o r o l l a r y : T h e compact o p e n t o p o l o g y i s s m a l l e r t h a n e a c h j o i n t l y 

c o n t i n u o u s t o p o l o g y . 

( 7 .11 ) C o r o l l a r y : I f F i s a f a m i l y o f c o n t i n u o u s f u n c t i o n s f r o m X 

t o Y w h e r e X i s l o c a l l y compact r e g u l a r , t h e n t h e compact o p e n 

t o p o l o g y f o r F i s j o i n t l y c o n t i n u o u s . 

We a l s o h a v e f r o m T h e o r e m ( 7 . 9 ) t h a t i f F i s a f a m i l y o f c o n 

t i n u o u s f u n c t i o n s f r o m X i n t o Y w h e r e X i s r e g u l a r l o c a l l y c o m p a c t , 

t h e n q u i t e c o n t i n u o u s c o n v e r g e n c e o f a n e t f i n F t o a member o f 

a 

F i s a t o p o l o g i c a l c o n v e r g e n c e . I n f a c t , i n t h i s c a s e t h e c o n v e r g e n c e 

i s t h a t o f t h e c o m p a c t - o p e n t o p o l o g y . I f X i s n o t l o c a l l y compact 

t h e n A r e n s [ 2 , s e c t i o n 5] shows t h a t i n g e n e r a l no s m a l l e s t j o i n t l y 

c o n t i n u o u s t o p o l o g y e x i s t s . T h u s q u i t e c o n t i n u o u s c o n v e r g e n c e i s i n 

g e n e r a l n o t a t o p o l o g i c a l c o n v e r g e n c e . T h i s f o l l o w s s i n c e b y T h e o r e m 

( 7 . 8 ) , i f t h e r e w e r e a t o p o l o g y w h i c h i n d u c e d q u i t e c o n t i n u o u s c o n 

v e r g e n c e , i t w o u l d be j o i n t l y c o n t i n u o u s and m o r e o v e r s m a l l e r t h a n a n y 

o t h e r j o i n t l y c o n t i n u o u s t o p o l o g y . 

T h e f o l l o w i n g t h e o r e m g i v e s t h e s i m p l e r e l a t i o n w h i c h e x i s t s 

b e t w e e n q u i t e c o n t i n u o u s c o n v e r g e n c e and p s e u d o e v e n c o n t i n u i t y ( D e f i n i 

t i o n ( 7 . 2 ) ) and p r o v i d e s t h e k e y t o o u r A s c o l i t y p e t h e o r e m . T h e p r o o f 

i s so s t r a i g h t - f o r w a r d i t i s o m i t t e d . 

( 7 . 1 2 ) T h e o r e m : L e t f : X Y be a n e t o f f u n c t i o n s , and f : X Y 

be a f u n c t i o n , (a) I f f c o n v e r g e s t o f p o i n t - w i s e a t p and f 
a a 

i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p t h e n f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y 
a 

t o f a t p . (b) C o n v e r s e l y , i f Y i s H a u s d o r f f and f c o n v e r g e s 
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q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p , t h e n f c o n v e r g e s t o f p o i n t - w i s e 
3 

a t p and f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s . 

( 7 . 1 3 ) D e f i n i t i o n ; A n e t i n a t o p o l o g i c a l s p a c e i s s a i d t o be s u b c o m -

p a c t i f and o n l y i f e a c h s u b n e t h a s a c l u s t e r p o i n t . 

N o t e i n p a r t i c u l a r t h a t a n e t w h i c h i s c o n t a i n e d i n a compact 

s e t i s s u b c o m p a c t . 

( 7 . 14 ) T h e o r e m ( A s c o l i ) : L e t £ f a , a e A ^ be a n e t o f f u n c t i o n s f r o m 

X i n t o Y w h e r e Y i s H a u s d o r f f . T h e n t h e r e e x i s t s a s u b n e t o f f 

a 

w h i c h c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o some f u n c t i o n f : X -> Y i f and 

o n l y i f t h e r e i s a s u b n e t f ^ o f f w h i c h i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s 

and f o r e a c h x i n X , ^ s S U D c o m p a c t . 

P r o o f ; Assume f ^ i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s and f ^ ^ x i s s u b c o m p a c t 

f o r each x i n X . L e t f K . . . be a u n i v e r s a l s u b n e t o f f k l , i n Y ^ 
NMc Nb 

( s e e K e l l e y [ 2 0 , p . 81] o r G a a l [ 1 4 ] ) . S i n c e i t i s c l e a r f r o m d e f i n i 

t i o n t h a t e a c h s u b n e t o f a p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s n e t i s p s e u d o e v e n l y 

c o n t i n u o u s , f M „ i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s . F o r e a c h x , f k T 1 . x , 
' NMc v 1 7 NMc ' 

t h 

b e i n g t h e image u n d e r t h e x p r o j e c t i o n o f *NMc> 1 S a u n i v e r s a l 

s u b n e t . T h u s s i n c e f . . . , x has a c l u s t e r p o i n t , s a y f x , f . . . , x c o n -
NMc > / > NMc 

v e r g e s t o f x . C o n s e q u e n t l y we h a v e t h a t fjjMc c o n v e r g e s p o i n t w i s e t o 

a f u n c t i o n f . T h e r e f o r e b y (7 .12 ) f^Mc c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y 

t o f . 

C o n v e r s e l y assume t h a t a s u b n e t f ^ of f Q c o n v e r g e s q u i t e c o n 

t i n u o u s l y t o f . T h e n b y (7 .12 ) f ^ i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s and 

f o r e a c h x i n X f ^ ^ x c o n v e r g e s . T h u s f ^ b * * s s u b c o m p a c t f o r e a c h 
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x i n X . 

( 7 . 1 5 ) C o r o l l a r y : L e t £ f a , a e be a p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s n e t 

o f f u n c t i o n s f r o m X i n t o a H a u s d o r f f s p a c e Y and s u p p o s e f o r e a c h 

x i n X , £ f a

x : a e A ^ has a compact c l o s u r e . T h e n t h e r e i s a s u b n e t 

* N b * a n c l a f u n c ' t l o n f : X Y s u c h t h a t f ^ c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n 

u o u s l y t o f . 

8. P s e u d o E q u i c o n t i n u i t y and U n i f o r m C o n v e r g e n c e a t a P o i n t 

T h r o u g h o u t t h i s s e c t i o n X i s a t o p o l o g i c a l s p a c e , ( Y , "V) a 

u n i f o r m s p a c e , and p some p o i n t i n X . 

( 8 . 1 ) D e f i n i t i o n : A n e t o f f u n c t i o n s f : X -> ( Y , s\f) i s s a i d t o be 
— — — — — — a 

p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p i f and o n l y i f f o r e a c h V i n V t h e r e i s 

a n e i g h b o r h o o d U o f p and an a Q s u c h t h a t x e U and a > a Q 

i m p l i e s ( f x , f p ) e V . 
a a 

( 8 ' 2 ) D e f i n i t i o n : A f a m i l y o f f u n c t i o n s , F , f r o m X t o ( Y , V ) 

i s e q u i c o n t i n u o u s a t p i f and o n l y i f f o r e a c h V i n 1 / t h e r e i s a 

n e i g h b o r h o o d U o f p s u c h t h a t x e U i m p l i e s ( f x , f p ) e V f o r a l l 

f e F . 

( 8 . 3 ) T h e o r e m : A f a m i l y F o f f u n c t i o n s f r o m X t o ( Y , *\f) i s e q u i -

c o n t i n u o u s a t p i f and o n l y i f e a c h n e t i n F i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s 

a t p . 

P r o o f : C l e a r l y i f F i s e q u i c o n t i n u o u s a t p t h e n e a c h n e t i n F i s 

p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . 
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T h u s assume e a c h n e t i n F i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . S u p 

p o s e F i s n o t e q u i c o n t i n u o u s a t p . T h e n t h e r e i s a V * i n " V s u c h 

t h a t f o r e v e r y n e i g h b o r h o o d U o f p t h e r e i s a f u n c t i o n f y e F and 

a p o i n t X y £ U s u c h t h a t ( f j^x^, f y p ) d o e s n o t b e l o n g t o V * . 

B u t £ f y , U a n e i g h b o r h o o d o f p ^ i s a n e t i n F and c o n s e 

q u e n t l y p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . T h u s t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d 

o f p and a n e i g h b o r h o o d U 2 o f p s u c h t h a t x s u ^ , U c . u * 2 i m p l i e s 

( f y X , f y p ) e V * . I n p a r t i c u l a r t h e n ( FU O U

 X

Y .Y > FY # u P) e v * i n 

c o n t r a d i c t i o n t o t h e c h o i c e o f f M M and x I f M . T h e r e f o r e F i s 

e q u i c o n t i n u o u s a t p . 

( 8 . 4 ) T h e o r e m : I f 5^N> n > 1 \ i s a s e q u e n c e o f f u n c t i o n s f r o m X 

t o ( Y , "V ) w h i c h i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p and e a c h o f w h i c h i s 

c o n t i n u o u s a t p , t h e n £f^ : n > 1 \ i s e q u i c o n t i n u o u s a t p . 

P r o o f : L e t V e 1 / S i n c e f i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s t h e r e i s an 

i n t e g e r N and n e i g h b o r h o o d o f p s u c h t h a t x z and n > N 

i m p l i e s ( f x , f p ) e V . S i n c e e a c h f i s c o n t i n u o u s , t h e n t h e r e i s a 

n e i g h b o r h o o d o f p s u c h t h a t x £ i m p l i e s ( f

n

x > f

n P ) £ V f o r 

n = 1 , . . . , N - 1 , L e t t i n g U ? N | l l : n s 1 , . . . , N ( ( i n t e r s e c t i o n ) t h e n x e U 

i m p l i e s ( f

n

x j f

n P ) E V f o r a l l n > 1. T h e r e f o r e f n : n > 1 > i s e q u i 

c o n t i n u o u s a t p . 

T h u s f a r we see t h a t a n e t i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t a p o i n t i f , 

r o u g h l y , t h e f i n a l s e g m e n t s o f t h e n e t come c l o s e r and c l o s e r t o b e i n g 

e q u i c o n t i n u o u s a t t h e p o i n t . M o r e o v e r u n d e r c e r t a i n c o n d i t i o n s a p p r o p r i a t e 

p s e u d o e q u i c o n t i n u i t y a t a p o i n t g i v e s u s e q u i c o n t i n u i t y a t t h e p o i n t . 

T h e n e x t t h e o r e m t e l l s us t h a t when p s e u d o e q u i c o n t i n u i t y a t 
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p o i n t i s d e f i n e d t h e c o n c e p t s o f p s e u d o e q u i c o n t i n u i t y o f a 

n e t a t a p o i n t a n d p s e u d o e v e n c o n t i n u i t y o f a n e t a t a p o i n t 

c o i n c i d e i n t h e p r e s e n c e o f p o i n t w i s e c o n v e r g e n c e o f t h e n e t . 

( 8 . 5 ) T h e o r e m ; L e t f ; X * ( Y , V ) be a n e t o f f u n c t i o n s and f ; X * Y . 

a 

(a) I f f i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p t h e n f i s p s e u d o 
a a 

e v e n l y c o n t i n u o u s a t p . 

(b) I f f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p and f c o n v e r g e s 
a a 

t o f p o i n t w i s e t h e n f i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . 

P r o o f ; (a ) Assume f g i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . L e t f ^ D e 

a s u b n e t o f f g , f N f c > p •> q , and x f e • * p . L e t V [ q ] w h e r e V e V be a 

n e i g h b o r h o o d o f q . T h e r e i s a s y m m e t r i c e V s u c h t h a t o c V . 

B y p s e u d o e q u i c o n t i n u i t y a t p t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U o f p s u c h 

t h a t f o r x i n U , ( f ^ b * * f Nb> p ^ * s e v e n t u a ^ y i n A l s o c l e a r l y 

x ^ i s e v e n t u a l l y i n U and ( f

N b p > Q) l S e v e n t u a l l y i n V ^ . T h u s 

^ N b X b ' °^ * S e v e r v t u a l l y i n V* T h e r e f o r e f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n 

u o u s a t p . 

(b) Assume f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p , and f p f p . 
a a 

S u p p o s e f i s n o t p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . T h e n t h e r e i s a V e V 
a 

s u c h t h a t f o r e a c h n e i g h b o r h o o d U o f p and e a c h a t h e r e e x i s t s an 

i n d e x N ( a , U ) > a a n d a p o i n t x ( a > ( j ) s u c h t h a t ( V a , U ) X ( a , U ) » f N ( a , U ) p ) * 

Now n o t i c e t h a t f x i / i t N i s a s u b n e t o f f , f k l / l A p f p , and 
N ( a , U ) a ' N ( a , U ) r r ' 

x ( a , U ) - * P ' H e n c e f N ( a , U ) X ( a , U ) * f p ' 

T h e r e i s a s y m m e t r i c e V s u c h t h a t o C V * . S i n c e 

^ f N ( a , U ) p > f p ^ a n d % ( a , U ) X ( a , U ) , f p ^ a r e e v e n t u a l l Y i n V U f o l l o w s 

t h a t ( f N ( a i j ) x ( a i j ) 9 f f j ( a i j)P) i s e v e n t u a l l y i n v * » T n i s c o n t r a d i c t i o n 

p r o v e s t h a t f i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p . 
a 
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(8 *6 ) D e f i n i t i o n : L e t f : X + ( Y , V ) be a n e t o f f u n c t i o n s and 

' 3 
f : X + Y . T h e n e t f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t p i f and o n l y 

3 

i f f o r e a c h V e V t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U o f p and an i n d e x a Q 

s u c h t h a t x e U and a > a Q i m p l i e s ( f a

x > f x ) e V * 

( 8 . 7 ) T h e o r e m : L e t f : X ( Y , * V ) be a n e t o f f u n c t i o n s and _ _ _ _ _ _ _ _ a 

f : X •> Y . T h e n f c o n v e r g e s q u i t e c o n t i n u o u s l y t o f a t p i f and 
a 

o n l y i f f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t p and f i s c o n t i n u o u s 
a 

a t p . 

P r o o f : Assume f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y a t p . By ( 7 . 6 ) , 

s i n c e Y i s c o m p l e t e l y r e g u l a r f i s c o n t i n u o u s a t p . 

L e t V e V . T h e r e i s a s y m m e t r i c e *\f s u c h t h a t o c V . 

By ( 7 . 5 ) t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d o f p and an a Q s u c h t h a t x e 

and a > a Q i m p l i e s f a x e V ^ [ f p ] , t h a t i s , ( f a

x > fp) e V ^ . S i n c e f 

i s c o n t i n u o u s a t p t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U 2 o f p s u c h t h a t x e U 2 

i m p l i e s ( f x , f p ) e V . . T h u s i f x e U. • U 0 and a > a t h e n 

1 1 2 — o 

( f x , f x ) e V . T h e r e f o r e f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t p . 
a a 

Assume f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t p and f i s c o n t i n -
3 

u o u s a t p . We show t h a t t h e c o n d i t i o n o f Lemma ( 7 , 5 ) i s s a t i s f i e d and 

t h u s f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y a t p . 
a 

L e t V [ f p ] w h e r e V £ 1 / i s s y m m e t r i c be a n e i g h b o r h o o d o f f p . 

T h e r e i s a s y m m e t r i c e V s u c h t h a t o c V . T h e r e i s a n e i g h 

b o r h o o d U, o f p and an i n d e x a s u c h t h a t x e U. and a > a 

1 r o l - o 

i m p l i e s ( f" a

x > f x ) e V ^ . F i n a l l y t h e r e i s a n e i g h b o r h o o d U*2 o f p 

s u c h t h a t x e U 2 i m p l i e s ( f x , f p ) e V ^ , T h u s i f x e • U 2 and 

a > a Q t h e n ( f a

x > fp ) e V o r f x e V [ f p ] . T h e r e f o r e t h e c o n d i t i o n 
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o f ( 7 . 5 ) i s s a t i s f i e d . 

Remarks T h e c o n c e p t o f u n i f o r m c o n v e r g e n c e a t a p o i n t f o r r e a l - v a l u e d 

s e q u e n c e s o f f u n c t i o n s h a s b e e n u s e d t o c h a r a c t e r i z e p s e u d o - c o m p a c t 

s p a c e s . See f o r i n s t a n c e B a g l e y [ 3 ] o r I s e k i [ 1 8 ] . 

( 8 . 8 ) E x a m p l e s We now g i v e an e x a m p l e w h i c h shows t h a t a s e q u e n c e o f 

f u n c t i o n s f^ s X -> Y may c o n v e r g e u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X b u t 

s t i l l n o t c o n v e r g e u n i f o r m l y o n some n e i g h b o r h o o d o f e a c h p o i n t o f X . 

L e t X be t h e s p a c e o f a l l r e a l - v a l u e d s e q u e n c e s w h i c h c o n v e r g e 

t o 0. F o r x = (x^9 x 2 , „ . . ) i n X d e f i n e = sup £ | * n | s n > 1^ . 

T h e f u n c t i o n I i s a norm on X . 

Now d e f i n e a s e q u e n c e o f f u n c t i o n s f^ s X -> X as f o l l o w s s f o r 

e a c h n > 1 l e t f ^ x = ( 0 , 0 , . . . , x , x + ^ , . , . ) . C l e a r l y f c o n v e r g e s 

t o 0 = ( 0 , 0 , . . . ) p o i n t w i s e o n X . 

F i r s t we show t h a t c o n v e r g e s t o 0 u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t 

o f X . L e t e > 0 and X q e X be g i v e n . L e t U = £ x e X ; l(x-XQ) 

< e / 2 ] . T h e r e i s an N s u c h t h a t n > N i m p l i e s < e / 2 . 

Hence i f x e U and n > N t h e n 

( f x ) < « f x ) + l ( f x - f x ) 
n — n o n n o 

< i ( f x ) + ^ ( x - x ) < e . 
— n o o 

T h e r e f o r e f^ c o n v e r g e s t o 0 u n i f o r m l y a t X Q . 

Now we show t h a t i t i s f a l s e t h a t f^ c o n v e r g e s t o 0 u n i f o r m l y 

o n a n e i g h b o r h o o d o f e a c h p o i n t . S u p p o s e i t i s t r u e t h a t f*n c o n v e r g e s 

t o 0 u n i f o r m l y on a n e i g h b o r h o o d o f 0 , s a y , t h e n e i g h b o r h o o d 
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U = { x e X : l(x) < d ~ \ 

T h e n f o r e a c h e > 0 t h e r e i s a N s u c h t h a t n > N i m p l i e s 
e — e 

£ ( f x ) < e f o r x e U. 
n 

B u t c o n s i d e r e = d / 4 and x * = ( x ^ , x ^ , . . . ) w h e r e x^ = d / 2 

f o r i < + 1 and x i =• 0 f o r i > + 1. N o t e t h a t x * e U. 

N o t e f u r t h e r t h a t ^-(f^ x * ) = d / 2 > d / 4 . T h i s c o n t r a d i c t i o n shows 
N d / 4 

t h a t f d o e s n o t c o n v e r g e t o 0 u n i f o r m l y on a n e i g h b o r h o o d o f 0 . 

( 8 . 9 ) T h e o r e m s L e t f s X ( Y , *\f ) be a n e t o f f u n c t i o n s and _ _ _ _ _ _ _ _ _ a 

f : X Y. If f converges to f uniformly at each point of X then 
3 

f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y on compacta» 

P r o o f : L e t K be a compact s u b s e t o f X and V e V . F o r e v e r y x 

i n K t h e r e i s an o p e n n e i g h b o r h o o d U x o f x and an i n d e x a x s u c h 

t h a t z e U and a > a i m p l i e s ( f z , f z ) e V . S i n c e 5U : x e K\ 

X ~~ X 3 X -* 

i s an open c o v e r o f K t h e r e i s a f i n i t e s u b c o v e r U , . . . U . T h e r e 

1 n 

tt tt tt 
i s an i n d e x a s u c h t h a t a > a f o r i = l , . . . , n . Now l e t a > a 

i 

and y e K. T h e n y e U f o r some i and t h u s ( f y , f y ) e V . T h e r e -
x . a 

l 

f o r e f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y on compacta» 
3 

( 8 . 1 0 ) E x a m p l e : T h i s e x a m p l e s h o w s t h a t a n e t may c o n v e r g e u n i f o r m l y 

on compacta b u t n o t c o n v e r g e u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f t h e d o m a i n . 

L e t X be an u n c o u n t a b l e s e t w i t h t h e t o p o l o g y o f c o u n t a b l e 

c o m p l e m e n t s as i n e x a m p l e ( 4 . 4 ) . O n l y f i n i t e s e t s a r e compact i n X and 

t h u s t o s a y a n e t o f f u n c t i o n s c o n v e r g e s u n i f o r m l y on compacta i s t h e 

same as s a y i n g t h e n e t c o n v e r g e s p o i n t w i s e . 
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S i n c e no f i n i t e s e t s a r e o p e n , e a c h p o i n t o f X i s an a c c u m u 

l a t i o n p o i n t o f X , L e t p e X and £ x

a * a e A ^ be a n e t i n X - ^p"^ 

w h i c h c o n v e r g e s t o p . We may assume x a fi x ^ f o r a fi b s i n c e X i s 

a s p a c e . D e f i n e a n e t o f f u n c t i o n s f*a f r o m X i n t o { 0 , l } as 

f o l l o w s : f a x = 1 i f x | £ x ^ : b > a ^ and f a x = 0 i f x e -^x^ : b > a ^ . 

C l e a r l y f c o n v e r g e s t o 1 p o i n t w i s e . On t h e o t h e r hand i t i s 

a ri 

c l e a r t h a t f d o e s n o t c o n v e r g e t o f u n i f o r m l y a t p , 
a 

H a v i n g now shown t h a t f o r a n e t f : X -> ( Y , V ) t h e c o n c e p t s 

a 

o f u n i f o r m c o n v e r g e n c e on a n e i g h b o r h o o d o f e a c h p o i n t , u n i f o r m c o n v e r 

g e n c e a t e a c h p o i n t , and u n i f o r m c o n v e r g e n c e on compacta on o c c a s i o n 

d i f f e r , we f i n d i n t h e n e x t t h e o r e m t h a t i f X i s l o c a l l y c o m p a c t , t h e s e 

c o n c e p t s c o i n c i d e , 

(8 .11) T h e o r e m s L e t f s X ( Y , \ f ) be a n e t o f f u n c t i o n s and f s X - * Y . 

I f X i s l o c a l l y compact t h e f o l l o w i n g a s s e r t i o n s a r e e q u i v a l e n t s 

(a) f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y o n some n e i g h b o r h o o d o f e a c h 
a 

p o i n t o f X . 

(b) f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . 
a 

(c ) f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y o n c o m p a c t a , 
a 

P r o o f s C l e a r l y (a) i m p l i e s ( b ) . B y T h e o r e m ( 8 , 9 ) (b ) i m p l i e s ( c ) . S i n c e 

a n e i g h b o r h o o d o f e a c h p o i n t o f X i s assumed t o be c o m p a c t , (c ) i m p l i e s 

( a ) . 

( 8 . 1 2 ) T h e o r e m s I f f s X ( Y , * V " ) i s a p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s ( p s e u d o 

a 

e v e n l y c o n t i n u o u s ) n e t o f f u n c t i o n s t h e f o l l o w i n g a s s e r t i o n s a r e e q u i v a 

l e n t . 
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f p o i n t w i s e . 

f q u i t e c o n t i n u o u s l y , 

f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . 

f u n i f o r m l y o n c o m p a c t a . 

P r o o f s S i n c e e a c h o f c o n d i t i o n s (a) t h r o u g h (d) i m p l i e s p o i n t w i s e c o n 

v e r g e n c e , b y T h e o r e m (8 ,5 ) t h e o v e r a l l h y p o t h e s e s o f p s e u d o e v e n l y c o n 

t i n u o u s o r p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a r e e q u i v a l e n t . C o n d i t i o n (d) s u r e l y 

i m p l i e s (a) and b y ( 8 . 9 ) c o n d i t i o n (c) i m p l i e s ( d ) . F u r t h e r b y ( 8 . 7 ) 

c o n d i t i o n (b) i m p l i e s ( c ) . F i n a l l y b y ( 7 ,12 ) c o n d i t i o n (a) i m p l i e s ( b ) . 

( 8 . 1 3 ) T h e o r e m s I f f s X ( Y s *V) c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t 

" 3 

p , o f t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s (a) and (d) a r e e q u i v a l e n t and (b) and 

(c) a r e e q u i v a l e n t . I f i n a d d i t i o n Y i s H a u s d o r f f a l l a r e e q u i v a l e n t . 

(a ) f i s c o n t i n u o u s a t p , 

(b) f i s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s a t p , 

(c ) f i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s a t p , 

3 
(d) f c o n v e r g e s t o f q u i t e c o n t i n u o u s l y a t p . 

P r o o f s By r e m a r k s i n (8 .12 ) c o n d i t i o n s (b) and (c ) a r e e q u i v a l e n t . By 

( 8 . 7 ) c o n d i t i o n (a) h o l d s i f and o n l y i f (d ) h o l d s . F i n a l l y b y ( 7 . 1 2 ) 

c o n d i t i o n s (b) and (d) a r e e q u i v a l e n t i f Y i s H a u s d o r f f i 

( 8 . 1 4 ) T h e o r e m ( A s c o l i ) s L e t l ^ a » a e A] be a n e t o f f u n c t i o n s f r o m 

X i n t o ( Y , V ) . T h e n t h e r e e x i s t s a c o n t i n u o u s f u n c t i o n f : H Y 

and a s u b n e t o f f w h i c h c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f 

X i f and o n l y i f t h e r e i s a s u b n e t o f f a , f ^ , w h i c h i s p s e u d o e q u i 

c o n t i n u o u s and f o r e a c h x i n X , f K l v x i s s u b c o m p a c t . 

(a) f c o n v e r g e s t o 

(b) f c o n v e r g e s t o 

(c) f c o n v e r g e s t o 

(d) f c o n v e r g e s t o 
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P r o o f : Assume f.,, i s a s u b n e t o f f w h i c h i s p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s 
Nb a r ^ 

and f o r e a c h x , f ^ b X 1 S s u b c o m p a c t . L e t f j ^ c

 D e a u n i v e r s a l s u b n e t 

o f f ^ o S i n c e f o r each x , f ^ M c x h a s a c l u s t e r p o i n t and i s a u n i 

v e r s a l n e t , *NMc c o n v e r g e s p o i n t w i s e t o some f u n c t i o n f : X Y . 

B u t *fljy|G ^ s a l s o p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s so t h a t b y ( 8 . 1 2 ) and (8 .13 ) 

*NMc c o n v e r 9 e s t o f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X and f i s c o n t i n 

u o u s . 

Assume a s u b n e t o f f a , f ^ , c o n v e r g e s t o a c o n t i n u o u s f u n c 

t i o n f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . E v i d e n t l y f o r e a c h x , 

i s c o n v e r g e n t and t h u s s u b c o m p a c t . B y (8 .13 ) f i s p s e u d o e q u i c o n -

t i n u o u s . 

( 8 .15 ) C o r o l l a r y : L e t £ f a , a e A ^ be a p s e u d o e q u i c o n t i n u o u s n e t o f 

f u n c t i o n s and s u p p o s e t h a t f o r e a c h x i n X [ f g X : a e A^ has a c o m 

p a c t c l o s u r e . T h e n t h e r e i s a s u b n e t f.,, and a c o n t i n u o u s f u n c t i o n 

Nb 

f s u c h t h a t f ^ k c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . 

L e t u s r e m a r k b e f o r e c l o s i n g t h i s s e c t i o n t h a t i t i s e a s i l y shown 

t h a t i f a n e t f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y a t p and e a c h f i s 
a a 

c o n t i n u o u s a t p t h e n f i s c o n t i n u o u s a t p . F i n a l l y we g i v e t h e 

f o l l o w i n g s i m p l e e x a m p l e . 

( 8 . 1 6 ) E x a m p l e : T h i s e x a m p l e p r o v i d e s a s e q u e n c e w h i c h i s p s e u d o e q u i 

c o n t i n u o u s (and t h u s p s e u d o e v e n l y c o n t i n u o u s ) b u t i s n e i t h e r e v e n l y 

c o n t i n u o u s o r e q u i c o n t i n u o u s . 

D e f i n e f x = l / n f o r x i n [ 0 , 1) and f x = 2 / n f o r x i n 
n ' n ' 

[ l , 2 ] . T h e n £f : n > 1^ i s n e i t h e r e q u i c o n t i n u o u s o r e v e n l y c o n t i n 

u o u s s i n c e no f i s c o n t i n u o u s . On t h e o t h e r hand s i n c e f c o n v e r g e s 

n n * 
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u n i f o r m l y t o t h e c o n t i n u o u s f u n c t i o n 0 , b y (8 .13 ) f i s p s e u d o e q u i 

c o n t i n u o u s . 

9 . P s e u d o U n i f o r m E q u i c o n t i n u i t y and U n i f o r m C o n v e r g e n c e 

I n t h i s s e c t i o n ( X , %i) and ( Y , *V) w i l l be u n i f o r m s p a c e s , 

f a n e t o f f u n c t i o n s f r o m ( X , IX) t o ( Y , " V ) , and f a f u n c t i o n 

f r o m ( X , 1 L ) t o ( Y , V ) . 

( 9 . 1 ) D e f i n i t i o n ; A f a m i l y f o f f u n c t i o n s f r o m ( X , U ) t o ( Y , V ) 

i s u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s i f and o n l y i f f o r e a c h V e V t h e r e i s 

a U e IX s u c h t h a t ( x , y ) e U i m p l i e s ( f x , f y ) e V f o r e v e r y 

f e F . 

( 

( 9 . 2 ) D e f i n i t i o n : A n e t f i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s i f and 
a 

o n l y i f f o r e a c h V e *V t h e r e i s a U e IX and an i n d e x a s u c h t h a t 
1 o 

( x , y ) e U and a > a Q i m p l i e s ( f a

x s f a y ) e V» 

( 9 . 3 ) T h e o r e m ; A f a m i l y F o f f u n c t i o n s f r o m ( X , %L) t o ( Y , 1 / ) 

i s u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s i f and o n l y i f e a c h n e t i n F i s p s e u d o 

u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 

P r o o f : I f F i s u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s t h e n s u r e l y e a c h n e t i n F 

i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 

Hence assume e a c h n e t i n F i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 

S u p p o s e F i s n o t u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . T h e n t h e r e i s a V * e Y 

s u c h t h a t f o r e a c h U e 1 i t h e r e a p a i r ( x ^ , y ^ ) e U and a f u n c t i o n 

f n s u c h t h a t ( f „ x n , f n y n ) £ V * . 
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But i s a n e t i n F w i t h d i r e c t e d s e t d i r e c t e d d o w n w a r d 

b y i n c l u s i o n . T h u s t h e r e i s a U^ , e s u c h t h a t ( x , y ) e and 

U C i m p l i e s ( f ^ x , f ^ y ) e V * . C o n s e q u e n t l y i n p a r t i c u l a r 

^TI 11 XII N 9 *N II VII N ^ e ^ * * n c o n t r a d i c t i o n "to t h e c h o i c e o f 

V 2 U l J 2 1 2 U l e U 2 

t h e s e o b j e c t s . T h e r e f o r e F i s u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 

( 9 . 4 ) T h e o r e m : I f f i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s and f c o n -
~ ~ ~ ~ ~ ~ — — — a a 

v e r g e s t o f p o i n t - w i s e t h e n f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . 

P r o o f : L e t V be a n y c l o s e d member o f °\f• T h e r e i s a U e U and an 

i n d e x a s u c h t h a t ( x , y ) e U and a > a i m p l i e s ( f x , f y ) e V . 
o * * / ' _ 0 r x a ' a 7 

S i n c e ( f x , f y ) - * ( f x , f y ) and V i s c l o s e d , ( f x , f y ) e V f o r 
a a 

( x , y ) e U . T h e r e f o r e f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . 

( 9 . 5 ) T h e o r e m : L e t f c o n v e r g e u n i f o r m l y t o f . T h e n f i s u n i -

f o r m l y c o n t i n u o u s i f and o n l y i f f i s r p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n -
a 

u o u s . 

P r o o f : I f f i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s t h e n b y T h e o r e m ( 9 . 4 ) 
— " ~ a 

f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . 

Hence assume f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . L e t V e Y . T h e r e 

i s a s y m m e t r i c V ] [ e V s u c h t h a t M l o v o V x C V . T h e r e i s a U e U 

s u c h t h a t ( x , y ) e U i m p l i e s ( f x , f y ) e V ^ . T h e r e i s an i n d e x a Q 

s u c h t h a t a > a i m p l i e s ( f x , f x ) e V . f o r a l l x i n X . 
- o r a ' 1 

T h u s i f ( x , y ) e U and a > a t h e n ( f x , f x ) , ( f x , f y ) , and 
— o a 

( f y , f y ) e V . so t h a t ( f x , f y ) e V . T h e r e f o r e f i s p s e u d o u n i -
a J. a a a 

f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 
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(9 .6 ) D e f i n i t i o n : A u n i f o r m s p a c e ( X , 11) i s s a i d t o be t o t a l l y 

b o u n d e d i f and o n l y i f f o r e a c h U e t h e r e i s a f i n i t e s e t o f p o i n t s 

o f X . x , , . . . , x s u c h t h a t ' 1 ' n 

2 ^ U [ x i ] : i = l , . . . , n ] = X . 

(9 .7 ) T h e o r e m s L e t f be a p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s n e t and 

( X , 1L) be t o t a l l y b o u n d e d . T h e n f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y i f and 

3 

o n l y i f f c o n v e r g e s t o f p o i n t w i s e . 
3 

P r o o f s Assume f c o n v e r g e s t o f p o i n t w i s e . L e t V e V . T h e r e i s 

a s y m m e t r i c e V s u c h t h a t o o c- V . T h e r e i s a e <rU~ 

and an i n d e x a^ s u c h t h a t ( x , y ) e and a > a^ i m p l i e s 

( f x , f y ) e V . . S i n c e b y T h e o r e m (9 .4 ) f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s , 
a a J . 

t h e r e i s a e s u c h t h a t ( x , y ) e i m p l i e s ( f x , f y ) e V ^ . 

L e t U be a s y m m e t r i c member o f *\L s u c h t h a t U c u ^ • U^ . T h e n as 

X i s t o t a l l y b o u n d e d t h e r e i s a f i n i t e s e t o f p o i n t s o f X s a y 

X j , . . . , x n s u c h t h a t U [ x ^ ] , . . . , U [ x ] c o v e r s X . 

F o r a s u f f i c i e n t l y l a r g e , s a y g r e a t e r t h a n a Q , ( f a x ^ , f x ^ ) e 

f o r i = l , . . . , n . L e t a,, be s u c h t h a t a 0 > a and a 0 > a . . Now 

2 2—o 2 — 1 
l e t x e X and a > a^* T h e n x e U [ x ^ ] f o r some i o r ( X , X . ) E U . 

T h u s ( f x , f x . ) , ( f x . , f x . ) , and ( f x . , f x ) a l l b e l o n g t o V , so 
a ' a i ' a i ' I ' i * 1 

t h a t ( f x , f x ) e V . T h e r e f o r e f c o n v e r g e s t o f u n i f o r m l y , 
a a 

(9 .8 ) T h e o r e m ( A s c o l i ) : L e t f s ( X , U ) ( Y , * \ f ) be a n e t o f f u n c -

3 

t i o n s and ( X , C \ L ) be t o t a l l y b o u n d e d . T h e n t h e r e i s a u n i f o r m l y c o n 

t i n u o u s f u n c t i o n f and a s u b n e t o f f w h i c h c o n v e r g e s u n i f o r m l y t o 

f i f and o n l y i f t h e r e i s a s u b n e t o f f a , f ^ , w h i c h i s p s e u d o 
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u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s and f o r e a c h x i n X , f ^ x 1 S s u b c o m p a c t . 

P r o o f ; Assume f ^ i s a p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s s u b n e t o f f 

and f o r e a c h x i n X , f ^ x ^ s s u b c o m p a c t . L e t f^Mc he a u n i v e r s a l 

s u b n e t o f f ^ . S i n c e b y a s s u m p t i o n * N M c X h a s a c l u s t e r p o i n t f o r 

e a c h x i n X , i t f o l l o w s t h a t f ^ M c c o n v e r g e s p o i n t - w i s e t o a f u n c 

t i o n f . As f ^ M c i s e v i d e n t l y p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s , b y ( 9 . 4 ) 

we c o n c l u d e f i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s and b y ( 9 . 7 ) , f ^ c c o n v e r g e s 

t o f u n i f o r m l y . 

C o n v e r s e l y assume a s u b n e t f ^ o f f c o n v e r g e s u n i f o r m l y t o a 

u n i f o r m l y c o n t i n u o u s f u n c t i o n f . T h e n ^ N ^ x 1 S e v i d e n t l y s u b c o m p a c t , 

and b y (9 .5 ) f ^ i s p s e u d o u n i f o r m l y e q u i c o n t i n u o u s . 

We c l o s e t h i s s e c t i o n w i t h t h e r e m a r k t h a t i t i s w e l l - k n o w n and 

e a s i l y shown t h a t t h e l i m i t o f a u n i f o r m l y c o n v e r g e n t n e t o f u n i f o r m l y 

c o n t i n u o u s f u n c t i o n s i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . 

10. E x t e n s i o n s o f M o n o t o n e C o n v e r g e n c e and D i n i ' s T h e o r e m 

A more o r l e s s c l a s s i c a l v e r s i o n o f D i n i ' s t h e o r e m w o u l d s t a t e 

t h a t i f f i s a s e q u e n c e o f c o n t i n u o u s f u n c t i o n s f r o m a c l o s e d , b o u n d e d 
n 7 

s u b s e t o f t h e r e a l s t o t h e r e a l s w h i c h c o n v e r g e s p o i n t w i s e t o a c o n t i n u o u s 

f u n c t i o n and i s s u c h t h a t f , , x > f x f o r e a c h x , t h e n f c o n v e r g e s 

n+1 - n • * n I 3 

u n i f o r m l y . An e x a m i n a t i o n o f t h e p r o o f r e v e a l s t h a t one d o e s n o t need 

t h e s e q u e n c e f ^ x i n c r e a s i n g b u t t h e i m p o r t a n t p o i n t seems t o b e , c a l l 

i n g t h e l i m i t f u n c t i o n f , t h a t f . , x be c l o s e r t o f x t h a n f x f o r 

3 ' n+1 n 

e a c h n . We a r e l e d t o t h e f o l l o w i n g g e n e r a l i z a t i o n s o f m o n o t o n e c o n v e r 

g e n c e i n a u n i f o r m s p a c e . 

I n t h i s s e c t i o n X i s a t o p o l o g i c a l s p a c e , ( Y , *V ) a u n i f o r m 
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s p a c e , f a n e t o f f u n c t i o n s f r o m X t o Y , f a f u n c t i o n f r o m X 

t o Y , and (8 a b a s e f o r °V. 

( 10 .1 ) D e f i n i t i o n ; L e t & be b a s e f o r *\F and f c o n v e r g e t o f 

p o i n t w i s e „ 

(a) T h e n e t f c o n v e r g e s t o f m o n o t o n e l y r e l a t i v e t o 6 

3 

( f - * f (m, $ ) ) i f and o n l y i f f o r e a c h V i n S and e a c h x i n X 
3 

( f x , f x ) e V and a * > a i m p l i e s ( f * x , f x ) e V . 
a — a 

(b) T h e n e t f c o n v e r g e s t o f e v e n t u a l l y m o n o t o n e l y r e l a t i v e 
3 

t o 8 ( f - > f ( e m , © ) ) i f and o n l y i f f o r e a c h V i n 6 t h e r e i s an 

~~~~~~~ 3 

index N(v) such that x in X, a, > a 0 > N (v) and (f x, fx) e V 

i m p l i e s ( f x , f x ) e V . 

a l 

(c ) T h e n e t f c o n v e r g e s t o f e v e n t u a l l y m o n o t o n e l y a t e a c h 
3 

p o i n t r e l a t i v e t o (B ( f •> f ( e m p , £ > ) ) , i f and o n l y i f f o r e a c h V i n 
1 3 

E > and e a c h p i n X t h e r e i s an i n d e x N ( V , p) and a n e i g h b o r h o o d 

U o f p s u c h t h a t a n > a 0 > N ( V , p ) , x e U and ( f x , f x ) e V 

1 2 
i m p l i e s ( f x , f x ) e V . 

a l 

N o t e t h a t i f V g = £ ( x , y ) : | x - y | < e ] and ( 8 = \VQ s e > 0 ^ 

t h e n i n t h e c l a s s i c a l D i n i T h e o r e m f c o n v e r g e s t o f m o n o t o n e l y 

r e l a t i v e t o fi. 

( 10 .2 ) T h e o r e m ; I f X i s compact t h e n f - * f ( e m , £>) i f and o n l y i f 

f * f ( e m p , 6 ) . 

3 

P r o o f ; O b v i o u s l y f ->" f (em,£>) i m p l i e s f f ( e m p , S > ) . 
"*™—• a a 

Hence assume f •> f (emp,(£>) . L e t V e (£> . T h e n f o r e a c h p 
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i n X t h e r e i s an i n d e x N ( p ) and an o p e n n e i g h b o r h o o d U(p ) o f p 

s u c h t h a t a . > a 0 > N ( p ) , x e U ( p ) , and ( f x , f x ) e V i m p l i e s 

i ~~ 2 

( f a x , f x ) e V . S i n c e £ u ( p ) : p e x j i s an o p e n c o v e r o f X , t h e r e 

i s a f i n i t e s u b c o v e r U ( p ^ ) , . . . , U ( p ) . A l s o t h e r e i s a * s u c h t h a t 

a * > N ( p ^ ) f o r i = l , . . . , n . 

Now s u p p o s e x e X , a . > a_ > a * arid ( f x , f x ) e V . T h e n 

i ~~ 2. ~~ a 2 
x e U ( p . ) f o r some i and t h u s ( f x , f x ) e V . T h e r e f o r e f - * f ( e m , I&) 

l a^ a 

( 10 .3 ) T h e o r e m : L e t f be a n e t o f c o n t i n u o u s f u n c t i o n s and f a 
a 

c o n t i n u o u s f u n c t i o n . T h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t : 

(a) f f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . 

(b ) f - * f (emp, *\f ) 
a 

(c ) f -> f (emp. © ) 

P r o o f : C o n d i t i o n (a) i m p l i e s ( b ) . L e t V £ Y and p e X . T h e r e i s an 

a Q and a n e i g h b o r h o o d U o f p s u c h t h a t x e U and a > a Q i m p l i e s 

( f x , f x ) e V . I t i s t h e n c l e a r t h a t (b) f o l l o w s . 

3 

O b v i o u s l y (b ) i m p l i e s ( c ) . 

A s s u m i n g (c ) h o l d s we now show t h a t (a) h o l d s . L e t V e 63 and 

p e X . T h e r e i s a e © and a s y m m e t r i c e V s u c h t h a t CZ 

and V 2 ° V 2 o V" 2 c V . T h e r e i s a N ( V ) and a n e i g h b o r h o o d o f p 

s u c h t h a t x e U ^ , a^ > a 2 > N ( V ) and ( f g x , f x ) e V i m p l i e s 

( f . x , f x ) e V . . T h e r e i s an a s u c h t h a t a > a i m p l i e s ( f p , f p ) e V . . 
a^ ' 1 o - o r a r ' r 1 

Now c h o o s e an i n d e x a * s u c h t h a t a * > a Q and a * > N ( V ^ ) . 

T h e n t h e r e i s a l s o a n e i g h b o r h o o d U 2 o f p s u c h t h a t x e U"2 

i m p l i e s ( f „ x , f p ) e V , and ( f x , f p ) e V , . Now i f x e IL • U 0 

a a 1 1 1 z 

t h e n ( f „ x , f „ p ) , ( f „ p , f p ) , and ( f p , f x ) e V 0 a n d t h u s 
a a a z 
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( f „ x , f x ) e V» B u t t h e n i f a > a * s i n c e a * > N ( V ) , ( f x , f x ) e V 

a a 

f o r x e • M , T h e r e f o r e f g f u n i f o r m l y a t e a c h p o i n t o f X . 

( 10 .4 ) C o r o l l a r y : I f i n a d d i t i o n t o t h e h y p o t h e s i s o f ( 1 0 . 3 ) , X i s 

c o m p a c t , t h e n t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e e q u i v a l e n t : 

(a) f -> f u n i f o r m l y 

(b) f a - * f (em, V ) -
(c) f - * f (em, 6 ) • 

P r o o f : B y T h e o r e m ( 8 . 1 1 ) c o n d i t i o n (a) i s e q u i v a l e n t t o f f u n i f o r m l y 
—•— a 

a t each p o i n t . T h u s b y T h e o r e m s ( 1 0 . 2 ) and (10 .3 ) c o n d i t i o n (a) i s e q u i v a 

l e n t t o (b) and ( c ) . 
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CHAPTER I V 

C O N T R A C T I O N AND R E L A T E D S E L F MAPS OF A UNIFORM SPACE 

I n t h i s c h a p t e r v a r i o u s s e l f maps o f a u n i f o r m s p a c e w h i c h t r e a t 

a b a s e f o r t h e u n i f o r m i t y i n a s p e c i a l w a y a r e s t u d i e d 0 

I t i s h o p e d t h a t i t s c o n t e n t s o f s e c t i o n 1 1 shed a d d i t i o n a l 

l i g h t o n t h e q u e s t i o n , " I f a s e l f map o f a u n i f o r m s p a c e i s n o n e x p a n -

s i v e r e l a t i v e t o some b a s e , i s t h e r e a b a s e (and i f so w h a t s o r t ) s u c h 

t h a t t h e map i s i n v a r i a n t r e l a t i v e t o t h e l a t t e r b a s e 0 " 

S e c t i o n 1 2 c o n s i s t s o f a f e w s i m p l e t h e o r e m s c o n c e r n i n g when t h e 

p o i n t w i s e l i m i t o f s e l f maps i s n o n e x p a n s i v e , i n v a r i a n t ; , o r n o n c o n t r a c -

t i v e r e l a t i v e t o some b a s e 0 A s m a l l a p p l i c a t i o n t o r e a l v a r i a b l e s i s 

g i v e n . 

T h e l a s t s e c t i o n o f t h i s c h a p t e r o f f e r s a B a n a c h c o n t r a c t i o n p r i n 

c i p l e f o r u n i f o r m s p a c e 0 O u r m a i n t h e o r e m o f t h i s s e c t i o n i n f a c t g e n 

e r a l i z e s t w o t h e o r e m s f o r c o n t r a c t i o n maps i n a m e t r i c space , , One i s , 

o f c o u r s e , B a n a c h 9 s c o n t r a c t i o n p r i n c i p l e , and t h e o t h e r a s o r t o f 

l o c a l i z e d e x t e n s i o n o f B a n a c h " s p r i n c i p l e d u e t o E d e l s t e i n [ l l ] o 

l l o N o n e x p a n s i v e Maps W h i c h a r e I n v a r i a n t 

O u r p r i n c i p a l t h e o r e m o f t h i s s e c t i o n , ( l l o5 ) , i s v e r y much a l o n g 

t h e l i n e s o f a t h e o r e m o f R h o d e s [ 2 9 , C o r o l l a r y 1 , p„ 4 0 2 ] and a t h e o r e m 

o f B r o w n and C o m f o r t [ 5 , T h e o r e m 2 o l ] 0 I n a d d i t i o n t o t h e f a c t t h a t o u r 

t h e o r e m i s v a l i d i n n o n - H a u s d o r f f s p a c e s , t h e m a i n p o i n t s o f i n t e r e s t 

a r e t h e m e t h o d o f p r o o f ( r e d u c i n g t h e u n i f o r m s i t u a t i o n t o a p s e u d o m e t r i c 
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s i t u a t i o n and a p p l y i n g a s i m i l a r t h e o r e m f o r p s e u d o m e t r i c s ) and t h e 

s t r u c t u r e o f t h e b a s e r e l a t i v e t o w h i c h t h e n o n e x p a n s i v e map i s i n v a r i a n t 

( b a s e i n d u c e d b y a f a m i l y o f p s e u d o m e t r i c s ) . 

( 1 1 . 1 ) D e f i n i t i o n : L e t ( X , d ) be a p s e u d o m e t r i c s p a c e and f : X > X . 

(a) f i s s a i d t o be ^ n o n - c o n t r a c t i v e ^ ^ i n v a r i a n t ~ \ ^ n o n - e x p a n s i v e ^ 

u n d e r d i f and o n l y i f f o r x , y i n X £ d ( f x , f y ) > d ( x , y ) j 

[ d ( f x , f y ) = d ( x , y ) ] [ d ( f x , f y ) < d ( x , y ) } . (b) f i s s a i d t o be 

e - n o n c o n t r a c t i v e e - i n v a r i a n t e - n o n e x p a n s i v e u n d e r d i f and o n l y 

i f f o r e > 0 and x , y i n X , £ d ( f x , f y ) < e i m p l i e s d ( f x , f y ) > d ( x , y 

Jd(x,y) < e i m p l i e s d ( x , y ) = d ( f x , f y ) ^ [ d ( x , y ) < e i m p l i e s d ( f x , f y ) 

< d ( x , y ) } . 

N o t e s F r e u d e n t h a l and H u r e w i c z [ 1 3 ] p r o v e d t h a t a n o n e x p a n s i v e map o f 

a t o t a l l y b o u n d e d m e t r i c space o n t o i t s e l f i s i n v a r i a n t . E d r e i [ 1 2 ] s u p 

p l e m e n t e d t h i s r e s u l t w i t h a l o c a l i z e d v e r s i o n w h i c h s t a t e s t h a t an e -

n o n e x p a n s i v e map o f a t o t a l l y b o u n d e d m e t r i c s p a c e o n t o i t s e l f i s e - i n v a r 

i a n t . 

( 1 1 . 2 ) D e f i n i t i o n : L e t ( X , "Us ) be a u n i f o r m s p a c e , 6 a b a s e f o r ^li, 

and f : X X . T h e f u n c t i o n f i s s a i d t o be - n o n c o n t r a c t i v e j 

| ( B - i n v a r i a n t } fj& - n o n e x p a n s i v e ^ i f and o n l y i f f o r ( x , y ) i n X x X 

and U i n ® £ ( x , y ) e U i f ( f x , f y ) e u] £ ( x , y ) e U i f and o n l y i f 

( f x , f y ) e u] ^ ( x , y ) e U o n l y i f ( f x , f y ) e u]. 

N o t e s : R h o d e s p r o v e d t h a t i f f i s (3 - n o n e x p a n s i v e map o f a t o t a l l y 

b o u n d e d H a u s d o r f f u n i f o r m space o n t o i t s e l f , t h e r e i s a b a s e (2>' s u c h 

t h a t f i s - i n v a r i a n t . B r o w n and C o m f o r t b y r e s t r i c t i n g t h e b a s i s 
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( o p e n and a m p l e ) w e r e a b l e t o p r o v e t h a t R h o d e s ' c o n c l u s i o n may be 

s t r e n g t h e n e d t o " f i s # $ - i n v a r i a n t " ( i . e . , i n v a r i a n t r e l a t i v e t o t h e 

F i r s t we e x t e n d t h e p r e v i o u s l y m e n t i o n e d t h e o r e m s f o r m e t r i c s p a c e s 

t o p s e u d o m e t r i c s p a c e s : 

(11 .3 ) T h e o r e m : L e t ( X , d ) be a t o t a l l y b o u n d e d p s e u d o m e t r i c s p a c e 

and f map X o n t o X . 

(a) I f f i s n o n e x p a n s i v e t h e n f i s i n v a r i a n t 

(b) I f f i s e - n o n e x p a n s i v e t h e n f i s e - i n v a r i a n t o 

P r o o f : C o n s i d e r t h e m e t r i c s p a c e ( X ' , d ' ) a s s o c i a t e d w i t h ( X , d ) where 

t o t a l l y b o u n d e d i t i s c l e a r t h a t X ' i s a l s o . T h e r e i s a f u n c t i o n 

f : X ' * X° a s s o c i a t e d w i t h f d e f i n e d b y f ' ( x } ~ = ( f x } " . T h i s 

f u n c t i o n f • i s w e l l d e f i n e d s i n c e i f d ( x , y ) = 0 t h e n d ( f x , . f y ) < 

d ( x , y ) = 0 i n e i t h e r c a s e (a) o r ( b ) . I f (a) h o l d s o r i f (b) h o l d s and 

d ( x , y ) < e t h e n 

T h u s f i s n o n e x p a n s i v e o r e - n o n e x p a n s i v e i f (a ) o r (b ) h o l d s , 

r e s p e c t i v e l y . S i n c e i t i s c l e a r t h a t f° i s o n t o , t h e n , b y F r e u d e n t h a l ' s 

o r E d r e i ' s r e s u l t we h a v e f i s i n v a r i a n t o r f i s e - i n v a r i a n t , 

r e s p e c t i v e l y . B u t i t t h e n f o l l o w s b y t h e a b o v e i n e q u a l i t y t h a t f i s 

i n v a r i a n t i f (a) h o l d s o r f i s e - i n v a r i a n t i f (b) h o l d s . 

R e m a r k : E d r e i ' s t h e o r e m a c t u a l l y i n c l u d e s F r e u d e n t h a l ' s : L e t f be n o n 

e x p a n s i v e o n t o map on a t o t a l l y b o u n d e d m e t r i c s p a c e o f d i a m e t e r l e s s 

o r i g i n a l b a s e ( 8 ) 

and d ' ( \yl" ) = d ( x , y ) . S i n c e X i s 

d « ( f ' { x " f , f'iyi") = d ( f x , f y ) < d ( x , y ) = d•(fx}",{y}~). 
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t h a n e . T h e n f i s e - n o n e x p a n s i v e and t h u s b y E d r e i ' s t h e o r e m f 

i s e - i n v a r i a n t o B u t i n v i e w o f t h e c h o i c e o f e t h i s means f i s 

i n v a r i a n t . 

and f map X i n t o X . I f f i s ( 8 - n o n e x p a n s i v e t h e n f i s l / 2 

n o n e x p a n s i v e u n d e r e a c h member o f a f a m i l y o f u n i f o r m l y c o n t i n u o u s 

Lemma. I f f i s 6 - n o n e x p a n s i v e t h e n f i s ( B ' - n o n e x p a n s i v e w h e r e 

= £ u • ( i f 1 ) : U e (jg. i s s y m m e t r i c ] 

P r o o f o f Lemma. L e t U e 6 , T h e n ( x , y ) e U 1 i m p l i e s ( y , x ) e U 

w h i c h i n t u r n i m p l i e s ( f y , f x ) e U w h i c h f i n a l l y i m p l i e s ( f x , f y ) e U 1 

T h u s ( x , y ) e U • (U *) i m p l i e s ( f x , f y ) e U and ( f x , f y ) e U 1 o r 

( f x , f y ) e U • (U ^) c o m p l e t i n g t h e p r o o f o f o u r lemma. 

P r o o f o f T h e o r e m (11 .4) . We now assume w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t 

f i s # 3 - n o n e x p a n s i v e w h e r e (£> i s s y m m e t r i c . 

L e t U e So L e t U = X x X , U, = U , and i n d u c t i v e l y c h o o s e 

o l 

0 *n+ l e {8 s u c h t h a t d f o r e a c h p o s i t i v e i n t e g e r n . ( R e c a l l 

V = V o v o V , e t c . ) . T h e s e q u e n c e £ u » n > 0 ^ s a t i s f i e s t h e h y p o t h e 

s i s o f a lemma i n K e l l e y [ 2 0 , Lemma 1 2 , p . 1 8 5 ] , and t h u s t h e r e i s a 

p s e u d o m e t r i c d on X s u c h t h a t 

f o r n > 1 . I t t h e n f o l l o w s t h a t d i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s ( s e e K e l l e y 

(11.4) T h e o r e m ; L e t ( X ,
 <rlL) be a u n i f o r m s p a c e , S a b a s e f o r ^ X , 

p s e u d o m e t r i c s w h i c h g e n e r a t e s 

[ 2 0 , T h e o r e m 1 1 , p . 1 8 3 ] ) and 
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We now show t h a t f i s l / 2 - n o n e x p a n s i v e u n d e r d„ T h e p s e u d o -

v 
m e t r i c d i s d e f i n e d b y 

d ( x , y ) = i n f ^ £ g U ^ x ^ ) ! x

0

 = x > X n + l = y 9 

< 1 < n } 

n+1 

1=0 

and x . e X f o r 1 
l 

w h e r e g ( x , y ) = 2 ~ n i f ( x , y ) e U ^ - U n and g ( x , y ) = 0 i f ( x , y ) e U*n 

f o r e v e r y n > O 0 

I f g ( x , y ) = 2 ~ n and n > 2 , t h e n ( x , y ) e U ^ . Hence 

( f x , f y ) e U and t h u s g ( f x , f y ) < 2 ~ n „ I f g ( x , y ) = 0 t h e n 

( x , y ) e U n f o r e v e r y n > O 0 H e n c e ( f x , f y ) e f o r e v e r y n > 0 

and t h u s g ( f x , f y ) = 0 » T h e r e f o r e i f g ( x , y ) < 1/4 t h e n g ( f x , f y ) < g ( x , y ) , 

Now s u p p o s e d ( x , y ) < l / 2 0 L e t e be g i v e n s u c h t h a t 0 < e < 

( l / 2 ) - d ( x , y ) 0 T h e n t h e r e i s a s e q u e n c e x

0 > ° ° ° * x

n + i w i t h X q = x , 

x ^ + ^ = y s u c h t h a t 

£ g ( x t , x i + 1 ) < d ( x , y ) + e < 1 / 2 

1 = 0 
T h u s g ( x ^ , x . ^ ) < 1/4 f o r e a c h i so t h a t g ( f x ^ , f x ^ + 1 ) < g ( x i ? x i + 1 ) 

C o n s e q u e n t l y 

n n 

d ( f x , f y ) < £ g ( f x . , f x i + 1 ) < ^ g ( x i , x i + 1 ) < d ( x , y ) + e 

i = o i = o 

T h e r e f o r e d ( f x , f y ) < d ( x , y ) f o r d ( x , y ) < l / 2 o 

T a k i n g one s u c h p s e u d o m e t r i c d f o r e a c h U i n (£>, we o b t a i n 

t h e d e s i r e d f a m i l y o f p s e u d o m e t r i c s 0 
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(11.5) T h e o r e m : L e t ( X ,
 < rU) be a t o t a l l y b o u n d e d u n i f o r m s p a c e , 8 

be a b a s e f o r * U , , and f map X o n t o X . I f f i s ® - n o n e x p a n s i v e , 

t h e n f i s l / 2 - i n v a r i a n t u n d e r a f a m i l y Q o f u n i f o r m l y c o n t i n u o u s 

p s e u d o m e t r i c s w h i c h g e n e r a t e s ^ 0 C o n s e q u e n t l y i f /g* c o n s i s t s o f a l l 

f i n i t e i n t e r s e c t i o n s o f s e t s o f t h e f o r m V ( = f ( x , y ) e X x X : p ( x , y ) < e l 

p , e J 

w h e r e 0 < e < 1/2 and p e Q t h e n f i s - i n v a r i a n t . 

P r o o f : By T h e o r e m ( l l . 4 ) , f i s 1 / 2 - n o n e x p a n s i v e u n d e r a f a m i l y Q o f 

u n i f o r m l y c o n t i n u o u s p s e u d o m e t r i c s w h i c h g e n e r a t e s t l . S i n c e ( X , * \ 1 ) i s 

t o t a l l y b o u n d e d , ( X , d ) i s t o t a l l y b o u n d e d f o r e v e r y d i n Q . T h u s b y 

Theorem (11.3) i t f o l l o w s t h a t f is 1/2-invariant u n d e r e a c h d i n Q . 

12. N e t s o f S e l f Maps Whose P o i n t w i s e L i m i t s A r e N o n e x p a n s i v e . 

I n v a r i a n t , o r N o n c o n t r a c t i v e 

(12.1) D e f i n i t i o n : L e t ( X , *IL ) be a u n i f o r m space and Q a b a s e 

f o r 11. 

® i s a m p l e i f and o n l y i f U £ (& and ( x , y ) e U i m p l i e s t h e r e 

i s a W e 6 s u c h t h a t ( x , y ) e W and W" c u . 

10 i s c o a m p l e i f and o n l y i f U e (£> and ( x , y ) ( U i m p l i e s 

t h e r e i s a W e & s u c h t h a t ( x , y ) $ W and W° _> U. 

N o t e : A m p l e n e s s o f a b a s e i s a g e n e r a l i z a t i o n o f e a c h member o f t h e 

b a s e b e i n g c l o s e d i n t h e p r o d u c t t o p o l o g y o f X x X . L i k e w i s e c o a m p l e -

n e s s o f a b a s e i s a g e n e r a l i z a t i o n o f e a c h member o f t h e b a s e b e i n g o p e n . 

(12.2) D e f i n i t i o n : L e t f be a n e t o f f u n c t i o n s f r o m ( X ,
 <rii) i n t o 

( X , *\1). T h e n e t f i s s a i d t o be q u a s i ^ 8 - n o n e x p a n s i v e ^ ^ (8 - invariant*^ 

- n o n c o n t r a c t i v e l ' i f and o n l y i f f o r e a c h U i n ft and x , y i n X 



t h e r e i s an i n d e x a * s u c h t h a t f o r a > a * £ ( x , y ) e U o n l y i f 

( f x , f y ) e f ( x , y ) e U i f and o n l y i f ( f x , f y ) e lA f ( x , y ) e U 
a a l_ a a 

i f ( f a x , f a y ) e u } . 

(1203) T h e o r e m : L e t f be a n e t o f s e l f maps o f ( X ,
 /H) c o n v e r g i n g 

p o i n t w i s e t o f . 

(a) I f f i s q u a s i ( B - n o n e x p a n s i v e and 6 i s ample t h e n f 

a 

i s & - n o n e x p a n s i v e . 

(b) I f ( B i s o p e n and f i s ( 2 > - n o n e x p a n s i v e t h e n f i s q u a s i 

3 
( ^ - n o n e x p a n s i v e 0 

(c) T h u s i f (£> i s o p e n and a m p l e t h e n f i s ( 8 - n o n e x p a n s i v e 

i f and o n l y i f f i s q u a s i © - n o n e x p a n s i v e . 

3 
P r o o f s (a) L e t U e (& and ( x , y ) e U . T h e r e i s a W e 8 s u c h t h a t 

( x , y ) e W and W~ c U. A l s o t h e r e i s an i n d e x a * s u c h t h a t a > a * 

i m p l i e s ( f x , f y ) e W 0 T h u s s i n c e ( f x , f y ) - ^ ( f x , f y ) , ( f x , f y ) e W 

3 3 3 3 
T h e r e f o r e ( f x , f y ) e U , and f i s ( £ - n o n e x p a n s i v e 0 

(b) L e t U e (£ and ( x , y ) e U. T h e n ( f x , f y ) e U and s i n c e 

( f x , f y ) - ^ ( f x , f y ) t h e r e i s an a * s u c h t h a t a > a * i m p l i e s 

3 3 ^ 
( f x , f y ) e U. T h e r e f o r e f i s q u a s i ( ^ - n o n e x p a n s i v e . 

3 3 3 
(1204) T h e o r e m s L e t f be a n e t o f s e l f maps o f X c o n v e r g i n g p o i n t -

w i s e t o f 0 

(a) I f f i s q u a s i © - n o n c o n t r a c t i v e and © i s c o a m p l e , t h e n 

f i s ( £ > - n o n c o n t r a c t i v e . 

(b) I f ( 8 i s c l o s e d and f i s © - n o n c o n t r a c t i v e , t h e n f i s 

3 
q u a s i $ > - n o n c o n t r a c t i v e . 
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(c ) T h u s i f 8 i s c l o s e d and c o a m p l e , t h e n f i s (2>-noncon-

t r a c t i v e i f and o n l y i f f i s q u a s i ( 2 - n o n c o n t r a c t i v e . 
a 

P r o o f . ; (a) L e t U e jg and ( x , y ) ^ U . T h e n t h e r e i s a W e S s u c h 

t h a t ( x , y ) | W and W° 3 U . A l s o t h e r e i s an i n d e x a * s u c h t h a t 

a > a * i m p l i e s ( f x , f y ) ^ W. T h u s s i n c e ( f x , f y ) - * ( f x , f y ) , 

a a a a 

( f x , f y ) ^ W? T h e r e f o r e ( f x , f y ) ij U and f i s S - n o n c o n t r a c t i v e . 

(b ) L e t U e 65 and ( x , y ) | U o T h e n ( f x , f y ) $ U and s i n c e 

( f x , f y ) - ^ ( f x , f y ) t h e r e i s an a * s u c h t h a t a > a * i m p l i e s 
a a — 

( f x , f y ) | U 0 T h e r e f o r e f i s q u a s i ( B - n o n c o n t r a c t i v e . 
a a a 

( 1 2 0 5 ) C o r o l l a r y ; L e t f be a n e t o f s e l f maps o f X c o n v e r g i n g 

p o i n t w i s e t o f . I f f i s q u a s i ( g r i n v a r i a n t and £ j i s ample and 
a 

c o a m p l e , t h e n f i s ( S - i n v a r i a n t 0 

P r o o f : S i n c e q u a s i © - i n v a r i a n t i m p l i e s q u a s i © - n o n e x p a n s i v e , b y ( l 2 „ 3 ) 

f i s ( B - n o n e x p a n s i v e Q S i m i l a r l y b y ( 12 Q 4 ) f i s 6 3 - n o n c o n t r a c t i v e , , 

T h u s f i s ( B - n o n e x p a n s i v e Q 

( 1 2 . 6 ) T h e o r e m s L e t f be a n e t o f c o n t i n u o u s s e l f maps o f X w h i c h 
a 

c o n v e r g e s p o i n t w i s e t o a f u n c t i o n f w h i c h s e n d s X o n t o X . I f f 

i s q u a s i © - i n v a r i a n t and TB i s c o a m p l e t h e n f i s ( £ T - i n v a r i a n t « 

( CBT * [U" : U E UB] ) 

P r o o f : S i n c e e a c h f i s c o n t i n u o u s , i f ( x , y ) e U i m p l i e s ( f x , f y ) e U 
———™—• a a a 

t h e n ( x , y ) e U " i m p l i e s ( f x , f y ) e U . T h u s b y T h e o r e m (12„3) s i n c e 

a a 
f i s q u a s i 2$ n o n e x p a n s i v e , f i s - n o n e x p a n s i v e . 

a 

B y T h e o r e m ( l l 0 4 ) f i s ( $ " ~ n o n c o r v t r a c t i v e a n c j t h u s i n p a r t i c u l a r 
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f i s o p e n . I t t h e n f o l l o w s t h a t t h e mapp ing ( f , f ) d e f i n e d b y 

( f , f ) ( x , y ) = ( f x , f y ) i s o p e n . Now s u p p o s e ( x , y ) ^ U w h e r e U e £ . 

: N o t e ( f , f ) [ X x X - U~] i s o p e n and a s u b s e t o f X x X - U. But t h e n 

a n e i g h b o r h o o d o f ( f x , f y ) m i s s e s U and t h u s ( f x , f y ) j U Hence 

f i s (£> - n o n c o n t r a c t i v e . 

T h e r e f o r e f i s <B - i n v a r i a n t . 

We c l o s e t h i s s e c t i o n w i t h an a p p l i c a t i o n o f T h e o r e m ( 1 2 . 3 ) . 

( 1 2 0 7 ) T h e o r e m s L e t f be a s e q u e n c e o f f u n c t i o n s w i t h c o n t i n u o u s 

f i r s t d e r i v a t i v e s m a p p i n g an i n t e r v a l [ a , b ] i n t o i t s e l f . I f f 

c o n v e r g e s p o i n t w i s e t o a f u n c t i o n f and 

l i m sup £ s u p £ | * n x | : x e [ a , b ] ^ , n > 1̂  < 1 

t h e n | f x - f y | < | x - y | f o r x ? y i n [ a , b ] . 

P r o o f . F o r e a c h e > 0 l e t V g = ^ ( x , y ) J x , y e [ a , b ] and | x - y | < e ^ . 

L e t (B = i e > 0^ , I t i s e a s y t o see t h a t B i s an ample b a s e f o r 

t h e u s u a l u n i f o r m i t y on [ a , b ] 0 

L e t V g e £> and ( x , y ) e V e ( x fi y ) . T h e r e i s an N s u c h t h a t 

n > N i m p l i e s 

s u p [ \ f ^ t \ : t e [ a , b ] ] < e / | x - y | 

T h u s b y t h e mean v a l u e t h e o r e m 

I V " FN YL/L X * YL = LFN ZXYL < E / L X " *L 

f o r n > N . C o n s e q u e n t l y ( T

n

x > T

n y ) 6 VQ f ° r n > N . Hence f i s 
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q u a s i ( 8 - n o n e x p a n s i v e and so b y T h e o r e m (12 ,3) f i s ( g - n o n e x p a n s i v e . 

B u t t h i s means t h a t | f x - f y | < | x - y | f o r x , y e [ a , b ] w h i c h i s 

w h a t we w e r e t o p r o v e „ 

1 3 o A B a n a c h ' s C o n t r a c t i o n P r i n c i p l e f o r U n i f o r m S p a c e 

L e t u s f i r s t m e n t i o n some o t h e r e x t e n s i o n s o f B a n a c h ' s p r i n c i p l e 

t o s p a c e s m o r e g e n e r a l t h a n a m e t r i c space, , I n t h e e n s u i n g d i s c u s s i o n 

w e w i l l mean b y a u n i f o r m s p a c e e x a c t l y t h a t w h i c h we mean t h r o u g h o u t 

t h i s c h a p t e r , n a m e l y , a s e t X t o g e t h e r w i t h a c o l l e c t i o n o f s u b s e t s 

o f X x X w h i c h s a t i s f y c e r t a i n p r o p e r t i e s as a r e g i v e n i n K e l l e y [ 2 0 , 

p . 1 7 6 ] o B y a g a u g e s p a c e we w i l l mean a s e t X t o g e t h e r w i t h a c o l l e c 

t i o n o f p s e u d o m e t r i c s o n X . E a c h u n i f o r m space h a s a g a u g e s p a c e a s s o 

c i a t e d w i t h i t , t h e c o l l e c t i o n o f p s e u d o m e t r i c s b e i n g a l l u n i f o r m l y 

c o n t i n u o u s p s e u d o m e t r i c s o n X ( s e e K e l l e y [ 2 0 , p p . 1 8 4 - 1 9 0 ] ) , F i n a l l y 

b y a g e n e r a l i z e d m e t r i c s p a c e we w i l l mean a s e t t o g e t h e r w i t h a f u n c t i o n 

d w h i c h h a s t h e u s u a l p r o p e r t i e s o f a m e t r i c e x c e p t t h a t d t a k e s o n 

v a l u e s i n a c e r t a i n p a r t i a l l y o r d e r e d g r o u p i n s t e a d o f t h e r e a l s ( s e e 

K a l i s c h [ 1 9 ] ) . K a l i s c h a s s o c i a t e s a g e n e r a l i z e d m e t r i c s p a c e w i t h e a c h 

u n i f o r m s p a c e . T h i s g e n e r a l i z e d m e t r i c s p a c e i s i t s e l f c o n s t r u c t e d f r o m 

t h e a s s o c i a t e d g a u g e s p a c e ( o r i t c o u l d be c o n s t r u c t e d f r o m a g e n e r a t i n g 

s u b f a m i l y o f p s e u d o m e t r i c s ) . 

D e l e a n u [ 9 ] h a s f o u n d t h a t t h e c l a s s i c a l B a n a c h c o n t r a c t i o n p r i n 

c i p l e i n a m e t r i c s p a c e makes e q u a l l y g o o d s e n s e i n a g e n e r a l i z e d m e t r i c 

s p a c e and m o r e o v e r can be p r o v e d i n an a n a l o g o u s w a y . He a p p l i e s h i s 

t h e o r e m t o p r o v e an e x i s t e n c e and u n i q u e n e s s t h e o r e m f o r l o c a l l y - c o n v e x -

v e c t o r - s p a c e - v a l u e d i n t e g r a l e q u a t i o n s . A l b r e c h t and K a r r e r [ l ] h a v e 
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t h e o r e m s w h i c h a s s u r e a u n i q u e f i x e d p o i n t f o r a f u n c t i o n i n a g e n e r 

a l i z e d m e t r i c s p a c e u n d e r c o n d i t i o n s somewhat more g e n e r a l t h a n t h o s e o f 

D e l e a n u o More r e c e n t l y N a : i m p a l l y [ 2 7 ] h a s r e d i s c o v e r e d t h e Banach c o n 

t r a c t i o n p r i n c i p l e f o r g e n e r a l i z e d m e t r i c s p a c e s . 

C o l o j o a r S [ 6 ] g i v e s a B a n a c h c o n t r a c t i o n p r i n c i p l e f o r a g a u g e 

s p a c e w h i c h e x c e p t f o r a s m a l l i n n o v a t i o n i s a s t r a i g h t f o r w a r d a d a p t a t i o n 

o f t h e m e t r i c B a n a c h t h e o r e m b o t h i n s t a t e m e n t and i n p r o o f . O u r t h e o r e m 

(13 .13 ) i s somewhat s i m i l a r t o C o l o j o a r a ' s , 

D a v i s [ 8 ] i n a s p a c e somewhat more g e n e r a l t h a n a u n i f o r m space 

d e f i n e s a c o n t r a c t i o n map (a r a t h e r m o r e d i f f i c u l t t r i c k t h a n i n t h e 

p r e c e d i n g c a s e s ) and p r o v e s a f i x e d p o i n t t h e o r e m f o r s u c h a map on a 

w e l l - c h a i n e d , s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e s p a c e . D a v i s ' d e f i n i t i o n o f a c o n 

t r a c t i o n map h e l p e d i n s p i r e o u r s . 

F i n a l l y K n i l l [ 2 1 ] w i t h a d e f i n i t i o n o f c o n t r a c t i o n map d i f f e r e n t 

f r o m D a v i s ' p r o v e s a f i x e d p o i n t t h e o r e m f o r a s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e , 

w e l l - c h a i n e d u n i f o r m s p a c e . 

Now we come t o t h e q u e s t i o n o f w h a t o u r t h e o r e m has t o o f f e r t h a t 

t h e t h e o r e m s we h a v e j u s t m e n t i o n e d d o n o t . W i t h r e g a r d t o a l l b u t D a v i s 1 

t h e o r e m and K n i l l ' s t h e o r e m , t h e a n s w e r i s t h a t t h e i r t h e o r e m s a p p l y i n 

a u n i f o r m s p a c e o n l y w i t h t h o s e b a s e s f o r t h e u n i f o r m i t y w h i c h a r e g e n 

e r a t e d b y g e n e r a l i z e d m e t r i c s o r f a m i l i e s o f p s e u d o m e t r i c s . I n t h e 

c a s e s o f D a v i s and o f K n i l l , B a n a c h ' s c o n t r a c t i o n p r i n c i p l e i s , s t r i c t l y 

s p e a k i n g , n o t g e n e r a l i z e d s i n c e t h e s p a c e m u s t be w e l l - c h a i n e d . 

M o r e o v e r o u r p r o o f g i v e s i n s i g h t i n t o a c o n n e c t i o n w h i c h e x i s t s 

b e t w e e n a c o n t r a c t i o n map i n u n i f o r m s p a c e i n o u r s e n s e and a c o n t r a c 

t i o n map i n a g a u g e s p a c e ( o r g e n e r a l i z e d m e t r i c s p a c e . See comments a t 

t h e l a s t o f t h e f i r s t p a r a g r a p h o f t h i s s e c t i o n . ) . T h e s e n s e i n w h i c h 
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we mean c o n t r a c t i o n map i n a g a u g e s p a c e i s t h e m o r e o r l e s s e v i d e n t 

o n e ; n a m e l y , t h a t f o r e a c h member o f t h e c o l l e c t i o n o f p s e u d o m e t r i c s o r 

a t l e a s t a g e n e r a t i n g s u b f a m i l y t h e map i n q u e s t i o n i s a c o n t r a c t i o n map 

i n t h e s e n s e o f t h e c l a s s i c a l B a n a c h t h e o r e m . 

H a v i n g , p e r h a p s , j u s t i f i e d t h e e x i s t e n c e o f o u r t h e o r e m , we 

p r o c e e d w i t h i t s d e v e l o p m e n t . 

( 13 .1 ) D e f i n i t i o n ; L e t ( X , be a u n i f o r m s p a c e , © a b a s e f o r 

< ; U / , and f ; X - > X . T h e n f i s s a i d t o be r / s ^ - c o n t r a c t i v e i f and 

o n l y i f r and s a r e p o s i t i v e i n t e g e r s w i t h r < s and f o r e a c h U Q 

i n J2> t h e r e i s a 1^ i n I B s u c h t h a t U Q U Q

R V* , and 

( f , f ) [ U Q ] c u r 

R e m a r k ; An r / s ( ^ - c o n t r a c t i v e map may be t h o u g h t o f as b e i n g somewhat 

l i k e a map f i n a m e t r i c s p a c e ( X , d ) w h i c h s a t i s f i e s d ( f x , f y ) < 

( r / s ) • d ( x , y ) f o r a l l x , y i n X . 

A n o t h e r R e m a r k ; I t i s e a s y t o show t h a t a map f i s an r / s map r e l a 

t i v e t o some b a s e 6 i n t h e s e n s e o f D a v i s [ 8 , p . 982] ( i . e . , i f 

( f , f ) [ V S ] C V r f o r e a c h V i n & ) i f f i s an r / s ( g - c o n t r a c t i v e 

map i n o u r s e n s e . 

B e f o r e p r o c e e d i n g f u r t h e r l e t us o u t l i n e o u r p l a n o f a t t a c k f o r 

a r r i v i n g a t t h e m a i n t h e o r e m o f t h i s s e c t i o n , T h e o r e m ( 1 3 . 1 4 ) . T h e lemmas 

and d e f i n i t i o n s ( n o t t h e t h e o r e m s ) n u m b e r e d ( 13 .1 ) t o ( 1 3 . 9 ) p u t us i n 

a p o s i t i o n t o s t a t e and p r o v e Lemma (13 .10 ) w h i c h s a y s t h a t a c e r t a i n 

( c o n t r a c t i n g ) c o n d i t i o n o n a map f i n a u n i f o r m s p a c e i s e q u i v a l e n t t o 

a c o n d i t i o n o n f i n t h e a s s o c i a t e d g a u g e s p a c e . We t h e n p r o v e a g a u g e 
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s p a c e , B a n a c h c o n t r a c t i o n t h e o r e m , T h e o r e m ( 1 3 . 1 3 ) , w h o s e h y p o t h e s e s a r e 

s l i g h t l y w e a k e r t h a n t h e c o n d i t i o n m e n t i o n e d i n t h e p r e c e d i n g s e n t e n c e . 

O u r m a i n t h e o r e m t h e n f o l l o w s i m m e d i a t e l y . 

(13 .2 ) Lemma; L e t f be an r / s ( ^ - c o n t r a c t i v e map . 

(a) I f r < r * < s * < s , t h e n f i s r * / s * ( £ > - c o n t r a c t i v e . 

(b) I f m i s a p o s i t i v e i n t e g e r t h e n f i s m r / m s ( 8 - c o n t r a c t i v e 

(c ) f n i s rn/sn
 ( ^ - c o n t r a c t i v e f o r e a c h p o s i t i v e i n t e g e r n 

w h e r e f n i s t h e n t n i t e r a t e o f f . 

P r o o f : L e t U e . T h e n t h e r e i s a U, e f i s u c h t h a t U 3 1 , 
o l o 1 

and ( f , f ) [ U Q ] C u ^ . F o r p a r t (a) we t h e n n o t e t h a t 

U R ' D U 1 C P U ? 3 l l f ' and t h u s f i s r * / s * ( 8 - c o n t r a c t i v e . F o r p a r t 
o o 1 1 ' r 

O b ) we n o t e t h a t ( U ^ ) M D ( U ^ ) M and t h u s f i s m r / m s © - c o n t r a c t i v e . 

F o r p a r t (c ) we p r o c e e d b y i n d u c t i o n o n n , n o t i n g t h e a s s e r 

t i o n i s c l e a r f o r n = 1. Assume i t i s t r u e f o r n < k . L e t U q e £>. 

r k - k W W 

T h e r e i s a U. e g s u c h t h a t U = > U . , I T D U , and ( f , f ) [ U ] c U . . 
1 ^ o 1* o 1 ' ' L o J 1 

T h e r e i s a U 2 ' e ft s u c h t h a t 1^ ZD \} 9 r > U 2 and ( f , f ) [ U x ] C U 2 -

T h u s U 3 U 0 , 

O 2. 

k+1 k r k r k k+1 

U o = ( U o } 3 ( U 1 S } " ( U i } ^ U 2 ' 

and 

( f k + 1 , f k + 1 ) [ u o ] c ( f , f ) [ u x ] c u 2 

T h e r e f o r e f ^ + * i s r ^ + V s ^ + ^ ^ - c o n t r a c t i v e . 
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R e m a r k : D a v i s [ 8 ] h a s lemmas w h i c h a r e s i m i l a r t o t h e p r e c e d i n g afad 

t h e f o l l o w i n g lemma. 

( 1 3 . 3 ) Lemma; L e t f be r / s t B - c o n t r a c t i v e and t > 1 be an 

i n t e g e r . T h e n t h e r e i s an n > 1 and a b a s e = ! U e B ] 

s u c h t h a t f n i s l / t ( £ / - c o n t r a c t i v e . 

P r o o f ; C h o o s e n so t h a t t r n < s n . L e t (£>• = [ u 1 ^ : U e 6 ^ . B y 

Lemma (13 .2 ) f n i s rn/' s n 6 - c o n t r a c t i v e . F u r t h e r s i n c e r n < t r n < s n , 

f n i s r n / t r n © - c o n t r a c t i v e . Now l e t U R e © ' . T h e n t h e r e i s a 

o 

U . e © s u c h t h a t U R ° = > U ^ R , U ID I L , and ( f n , f N ) [ U ] C U . . 
1 o 1 ' o 1* ' L o J 1 

( N o t e U 1 , 0 = > U ? ) . 
o 1 

O b s e r v e t h a t ( f , f ) [ u ] = G ( f ) o U o G ( f ) " 1 and G ( f ) " 1 o G ( f ) 3 A 

w h e r e G ( f ) i s t h e g r a p h o f f , U c . X x X and A = £ ( x , x ) s x e X ^ . 

T h u s 

^ { ( f 0 , f n ) [ u o ] ] r n 

= [ G ( f n ) o U q o G ( f n ) _ 1 ] o [ G ( f n ) o U q o G ( f n ) " 1 ] o . . . o 

[ G ( f n ) o U q o G ( f n ) " l ] t i m 6 s ) 

3 G ( f n ) o \jf o G ( f n ) _ : L = ( f n , f n ) [ l f n ] . 

T h e r e f o r e f n i s l / t ( 2 / - c o n t r a c t i v e . 

( 13 .4 ) D e f i n i t i o n ; L e t ( X , I t ) be a u n i f o r m s p a c e , <2> a b a s e f o r ^ 

and f : X - > X . u 3 i s s a i d t o be an r / s i n c l u s i v e b a s e f o r f i f and 

o n l y i f f o r e a c h ( x , y ) e X x X and f o r e a c h U e 6 t h e r e i s a U e £> 
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s u c h t h a t U q Z) U and ( x , y ) e U q and t h e r e i s a s e q u e n c e U O , . . , , U N 

i n ( B s u c h t h a t u f 3 u f , U . D U . X 1 , and ( f , f ) [ U . ] C U , , . f o r 

1 l + l 9 I i + 1 * I l + l 
i = 0 , , . . 9 n - l and U c U . 

9 9 n 

T h e f o l l o w i n g t w o t h e o r e m s g i v e s i t u a t i o n s i n w h i c h a c o n t r a c t i v e 

map a u t o m a t i c a l l y h a s an i n c l u s i v e b a s e t o g o w i t h i t . S u c h s i t u a t i o n s 

a r e o f i n t e r e s t s i n c e t h e h y p o t h e s e s o f o u r c o n t r a c t i o n p r i n c i p l e r e q u i r e 

b o t h a c o n t r a c t i v e map and an i n c l u s i v e b a s e , 

( 1 3 . 5 ) T h e o r e m ; L e t ( X , I X ) be a u n i f o r m s p a c e and P a f a m i l y o f 

p s e u d o m e t r i c s w h i c h g e n e r a t e s S u p p o s e d ( f x , f y ) < ( l / t ) d ( x , y ) f o r 

( x , y ) i n X x X and d i n P w h e r e t > 2 i s an i n t e g e r . L e t 0 

be t h e b a s e f o r u g e n e r a t e d b y ^ 0 T h e n f i s l / t fi-contractive and 

& i s an l / t i n c l u s i v e b a s e f o r f . 

P r o o f ; © c o n s i s t s o f a l l f i n i t e i n t e r s e c t i o n s o f s e t s o f t h e f o r m 

e = [ ( x , y ) e X x X ; d ( x , y ) < e ^ w h e r e d e ( P and e > 0 . L e t 

U q = n e

 J i = 1 » • • » e ( 2 . C o n s i d e r = IT ^ V ^ ( i / t ) e . 8 * = ^9° ° 

I f ( x , y ) e U q t h e n d ^ f x , f y ) < ( l / t ) e i and t h u s ( f x , f y ) e U ^ . 

S i n c e a l s o c l e a r l y U ^ U , and U D U . ^ i t f o l l o w s t h a t f i s l / t 
1 o 1 o 1 ' 

( 3 - c o n t r a c t i v e . 

( T o show t h a t ( 8 i s l / t i n c l u s i v e f o r f , l e t 

U = n [ V d . , e . s 1 = l > ' ~ > n ] 

i ' I 
b e l o n g t o © and ( x , y ) e X x X . T h e r e i s a p o s i t i v e number e > 0 

s u c h t h a t ( x , y ) e n e • i = l , . . . , n ^ and a p o s i t i v e i n t e g e r m 

s u c h t h a t ( l / t ) m e < e^ f o r i = l , . . . , n . D e f i n e 
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U k " n [ V a \ , ( l / t ) k b •• i - l . — . n } f o r k - 0 , . . . , m 

i 

T h e n U k 3 U k + 1 , U ^ U ^ , and ( f , f ) [ 1 ^ ] C 0 * k + 1 f o r k = 0 , . . . , m - l 

M o r e o v e r U C U. T h e r e f o r e 5 3 i s l / t i n c l u s i v e f o r f . 
m 

(13 .6 ) T h e o r e m : I f ( X , 1L) i s w e l l - c h a i n e d ( i . e . , f o r e a c h 

( x , y ) e X x X and f o r e a c h U E U t h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r n 

s u c h t h a t ( x , y ) e U n ) and f i s l / t © - c o n t r a c t i v e t h e n 

<B» - ^ U n : n > 1 , U e ® ^ i s a l / t i n c l u s i v e b a s e f o r f and f i s 

l A ( £ > ' - c o n t r a c t i v e . 

P r o o f : T o show t h a t f i s l / t - c o n t r a c t i v e , l e t e T h e r e 

i s a U. e fi s u c h t h a t U D U . , U O u | , and ( f , f ) [ U ] c_ U . . T h u s 1 o 1 * o 1 ' ' L o J 1 
u £ o u " , u £ ^ ( U ^ ) 1 and ( s e e Lemma ( 1 3 . 3 ) ) 

( f , f ) [ U Q

n ] = G ( f ) o U Q

n o G ( f ) 
-1 

C G ( f ) o U Q o G ( f ) " 1 o G ( f ) o U q o . . . o U Q o G ( f ) " 1 (n t i m e s ) 

= [ ( f , f ) [ U o ] ] n

C u ; . 

Now t o see t h a t (Qf i s a l / t i n c l u s i v e b a s e f o r f , l e t 

U n e <g>' and ( x , y ) e X x X . T h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r m s u c h t h a t 

+ m + k 

( x , y ) e U . L e t V = U f o r k = 0 , . . . , m . T h e n ( x , y ) e V , 
7 1 m-k

 9 7 7 1 o7 

V

P ^ V i ' v p 3 ( V i } t a n d ( f j f ) [ v

P

] °- V i f o r p 55 0 > - - - ' n u 

(13 .7) Lemma: L e t f be an r / s ( ^ - c o n t r a c t i o n and ( 2 ) an r / s i n c l u 

s i v e b a s e f o r f . 

(a) I f r < r ' < s ' < s t h e n f i s r ' / s ' ( 8 - c o r i t r a c t i v e and 
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#3 an r ' / s ' i n c l u s i v e b a s e f o r f . 

(b) I f m i s a p o s i t i v e i n t e g e r t h e n f i s m r / m s © - c o n t r a c 

t i v e and (B i s an m r / m s i n c l u s i v e b a s e f o r f . 

(c ) I f n i s a p o s i t i v e i n t e g e r f n i s r n / s n © - c o n t r a c t i v e 

and © an r n / s n i n c l u s i v e b a s e f o r f n . 

P r o o f s I n v i e w o f Lemma ( 1 3 . 2 ) , (a) and (b ) a r e c l e a r . 

We p r o c e e d t h e n t o p r o v e ( c ) . B y Lemma ( 1 3 . 2 ) , f n i s r n / s n 

( © - c o n t r a c t i v e . L e t ( x , y ) e X x X and U e © . S i n c e © i s an r / s 

i n c l u s i v e b a s e f o r f and f i s r / s 6 3 - c o n t r a c t i v e , t h e r e i s a U e © 

' o 

and a p o s i t i v e i n t e g e r o f t h e f o r m kn s u c h t h a t ( x , y ) e U Q , U Q 3 U , 

and t h e r e i s a s e q u e n c e U . . . . . U , i n © s u c h t h a t UF 3 U F , . U . O U . , , , 
^ o * ' kn I I + I I l + r 

( f , f ) [ U I ] C U W , and U k n C : U . 

C o n s i d e r t h e s e q u e n c e £V^, i = 0 , . . . , k ^ d e f i n e d b y V Q = U Q 

and V. = U . f o r i = l . . . . 9 k . One may see t h a t 
l i n 7 

( f n , f N ) [ V O ] a. ( f ^ 1 , ^ 1 ) ^ ] C ( F N ~ V ~ 2 ) [ U 2 ] 

C . . . C (F,F)[U , ] C U = V. . 

' L n - l J n 1 

S i m i l a r l y ( f n , f n ) [ V ^ ] c V ^ f o r i = l , . . 0 , k - l . Now n o t i c e t h a t 
n - l _ n - 2 e n - 2 

, S \ s r = I£ =>(UJ)J. = ( U ^ ) S R =>(I£) : 

n - l n n 

I D U . R -DM = VF . 
n - l n 1 

r n n 

L i k e w i s e V. Z)V„,, f o r i = l 9 . . . 9 k - l . T h e r e f o r e (© i s an r n / s n 

1 1+1 9 9 ^ I 

i n c l u s i v e b a s e f o r f n . 
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( 1 3 . 8 ) Lemmas L e t f be r / s 0 - c o n t r a c t i v e and fi an r / s i n c l u s i v e 

b a s e f o r f . T h e n t h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r n and a b a s e 

(£>' = [ U r ° s U e © } s u c h t h a t f n i s l / 3 - c o n t r a c t i v e and £> x i s 

a 1 /3 i n c l u s i v e b a s e f o r f n

0 

P r o o f s By Lemma ( 1 3 . 3 ) t h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r n s u c h t h a t f n 

i s 1 /3 © 8 - c o n t r a c t i v e . R e c a l l n i s c h o s e n so t h a t r n < 3 r n < s n . 

T h u s b y Lemma ( 1 3 . 7 ) f n i s r n / 3 r n ( g « - c o n t r a c t i v e and fi' i s an 

r n / 3 r n i n c l u s i v e b a s e f o r f n . 

n 

L e t ( x , y ) e X x X and U r e T h e r e i s U Q i n 8 s u c h 

t h a t U O U , ( x , y ) e U , and a s e q u e n c e U , . . . , U , i n (£> s u c h t h a t 
o ' " o o * * Jen 

U i 3 U i + l > U i ^ U i + 1 > ( f * f ) [ u i ] c l W a n d U k n C U

 f o r 1 = 0 » * - M k n - l -
n 

C o n s i d e r t h e s e q u e n c e £ u ^ n , i = 0 , . . . , k j . I t i s t r u e t h a t 

( x , y ) e U C . I T , U U , and I T d U r . F u r t h e r 
1 o o * o " k n 

n n-1 ^ n-1 n 0 n 

i n i n i n + 1 m + n n ( i + l ) 

n n n n 

M o r e o v e r ( f , f ) [ U ^ n ] c ^ ( i + i ) b v a n a r g u m e n t i n Lemma ( 1 3 . 3 ) . T h e r e 

f o r e &• i s a 1 /3 i n c l u s i v e b a s e f o r f n . 

( 1 3 . 9 ) D e f i n i t i o n s L e t ( X , d ) be a p s e u d o m e t r i c s p a c e and f s X - > X . 

L e t <e be a p o s i t i v e number and X < 1. T h e n f i s s a i d t o be ( e , \ ) 

l o c a l l y u n i f o r m l y c o n t r a c t i v e i f and o n l y i f d ( p , q) < e i m p l i e s 

d ( f p , f q ) < X d ( p , q ) . 

Remarks T h e p r e c e d i n g d e f i n i t i o n i s d u e t o E d e l s t e i n [ l l ] . 

( 13 .10 ) Lemmas L e t ( X , 1L) be a u n i f o r m s p a c e , 8 a b a s e f o r 1 1 , 
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and f a s e l f - m a p o f X . I f f i s a 1 /3 ft-contractive map and 6 3 

i s a 1 /3 i n c l u s i v e b a s e f o r f , t h e n t h e r e i s a s y m m e t r i c b a s e 6 3 " 

f o r ' U . s u c h t h a t f i s a 1 /3 ft*-contractive map and ft* i s a l / 3 

i n c l u s i v e b a s e f o r f . 

P r o o f ; L e t ft>8 = £ u 0 ( i T 1 ) : U e ( g j , N o t e t h a t ft' i s a s y m m e t r i c 

b a s e f o r * I L 

We f i r s t show t h a t f i s l / 3 & - c o n t r a c t i v e . L e t U ^ U ^ e ® , 

T h e r e i s a 1^ e 8 s u c h t h a t U z>U^ and ( f , f ) [ u ] C U ^ O b s e r v e t h e n 

t h a t U _ 1 ^ ( U ^ 1 ) and ( f , f ) [ u " 1 ] c U ^ 1 . H e n c e 

( U j • u ^ 1 ) 3 ^ u / - ( u _ 1 ) 3 c u • i f 1 

and 

( f , f ) [ u • u ' 1 ] c ( f , f ) [ u ] - i f . f l t u ^ c u j - m - 1 ) 

T h e r e f o r e f i s 1 /3 <& - c o n t r a c t i v e . 

I t r e m a i n s now t o show t h a t ft' i s a l / 3 i n c l u s i v e b a s e f o r 

f . L e t ( x , y ) e X x X and U • ( i f 1 ) e ft'. T h e r e i s a U q e ft s u c h 

t h a t U U S ( x , y ) e U , and t h e r e i s a s e q u e n c e U , » , , , U i n ft 0 ' " o o ' n 

s u c h t h a t Vi O U 3

+ 1 and ( f , f ) [ U i ] C U i + 1 f o r i = 0 , . . . , n - l w i w i t h 

U d U , A l s o t h e r e i s a V i n ft s u c h t h a t V , ( y , x ) e V , 
n o 0 0 0 

and t h e r e i s a s e q u e n c e V , , , , 0 V i n ( B s u c h t h a t V . 3 V . , , , and 

o ' m 1 i + l 

( f , f ) [ v . ] c v i + 1 w i t h v m c u Q . 
A s a b o v e n o t e t h a t t h e s e q u e n c e V • (V ) , , , , , V 0 (V h a s 

M o o ' ' m m 

t h e p r o p e r t i e s V ± • ( V . " 1 ) 3 [ > i + 1 • ( V ^ ) ] 3 , ( f , f ) [ V 4 • (Vj)" 1 ] C 
V . . , * ( v 7 i , ) , and V 0 (V " 1 ) C U • ( u " 1 ) . A l s o n o t e t h a t 1+1 1+1 m m 0 0 
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( x , y ) e V Q • ( V Q

_ 1 ) s i n c e ( x , y ) e U Q C V o and t h a t V Q • ( V ^ 1 ) ^ 

o o 

S i n c e f i s 1 /3 fi1-contractive t h e r e i s a V f f l + 1 i n © ' 

s u c h t h a t ( f , f ) [ V m • ( v ; 1 ) ] C V m + 1 and V m • ( v ; 1 ) 3 V ^ . S i n c e 

( f , f ) [ V m • ( V ; 1 ) ] c ( f , f ) [ U 0 • (u ; 1 ) ] C Uj • ( U j 1 ) 

we may c h o o s e c U ^ . S i m i l a r l y we may c h o o s e , . » . , i n 

" I B 1
 s u c h t h a t V m + i 3 v 3 + . + 1 , ( f , f ) [ v ^ ] CZ W l , and V ^ C Z 

U i + 1 * ^ U i + 1 ^ f o r 1 = 1 > 0 0 0 > n - ] L o T h u s 

V . C U • ( U " 1 ) CL U • ( U " 1 ) . 
m+n n n 

T h e r e f o r e (g° i s a l / 3 i n c l u s i v e b a s e f o r f . 

(l3oll) Lemmas L e t ( X , 11) be a u n i f o r m s p a c e , P be t h e g a u g e f o r 

t l , and f be a s e l f map o f X . T h e n t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e 

e q u i v a l e n t s 

(a) T h e r e i s a s y m m e t r i c b a s e & f o r tL and a p o s i t i v e i n t e g e r 

n s u c h t h a t f n i s l / 3 l & - c o n t r a c t i v e and © i s a l / 3 i n c l u s i v e 

b a s e f o r f o 

(b) T h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r m and a p o s i t i v e number X < 1 

s u c h t h a t f o r e v e r y ( x , y ) i n X x X t h e c o l l e c t i o n d e s c r i b e d 

as f o l l o w s g e n e r a t e s c o n s i s t s o f a l l members d o f P s u c h 

x y 

t h a t f o r some p o s i t i v e number e ^ , f m i s ( e ^ , X ) u n i f o r m l y l o c a l l y 

c o n t r a c t i v e r e l a t i v e t o d and d ( x , y ) < e ^ . 

P r o o f s Assume (b ) h o l d s . L e t 8 be t h e c o l l e c t i o n o f a l l i n t e r s e c t i o n s 

o f s e t s o f t h e f o r m 
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V d , e = l ( x > y ) e x x X : d ( x > v ) < e ] 

w h e r e d e 2 £ P

X Y

 : ( X J Y ) E X X X| and e < e ^ . T h e n © i s c l e a r l y 

a s y m m e t r i c b a s e f o r I I . 

C h o o s e a p o s i t i v e i n t e g e r k s u c h t h a t X ^ < l / 3 . L e t V q e £> 

w h e r e 

V o = n [ V d , , « - ! 1 " L — » n ] • 

C o n s i d e r £ 8 w h e r e 

V l " n [ V d 1 , e 1 / 3 , 1 * 1 » — ' n 3 -

T h e n V => V , 

V o ^ n [ V d . , e . / 3 ! 1 = l » — n } ' 

and 

( f m k , f " * ) [ v ] e n {i^.&KVt ] . i = i , . . . , n ] c v . 
i ' i 

T h u s f " * i s 1 /3 © - c o n t r a c t i v e o 

I t r e m a i n s t h e n t o show 6 i s a 1 /3 i n c l u s i v e b a s e f o r f» 

L e t ( x , y ) e X x X and U e © <> T h e r e i s an e n t o u r a g e V o f t h e f o r m 

V = n £ V d e

 8 1 = 1 , - - " , n 3 
i * 

i n © s u c h t h a t V c U and d . e P f o r i = l , . . . t n a F o r 
l x y * ' 

i - l o o o o , n t h e r e i s an e . s u c h t h a t d . ( x , y ) < e . < e , » T h e r e i s 
* 9 i i , 7 / i d . 

t h e n a p o s i t i v e i n t e g e r o f t h e f o r m Ik s u c h t h a t X * * * e . < e f o r 
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i = 1, o <>. , n . L e t 

f o r j = 0 , o . o , I . T h e n b y c h o i c e o f k i t f o l l o w s t h a t u \ 3 U j + i > 

U . ^ U j + 1 and ( f m k , f m k ) [ U j ] c u j + 1 f o r j = 0 , . . . , £ - l . 

F i n a l l y b y c h o i c e o f I , U ^ c V c U, T h e r e f o r e 6 i s a l / 3 

i n c l u s i v e b a s e f o r f m k . Hence c o n d i t i o n (a ) h o l d s . 

Now assume (a) h o l d s . I t s u f f i c e s t o show t h a t g i v e n ( x * , y * ) 

i n X x X and U i n ® , t h e r e i s a u n i f o r m l y c o n t i n u o u s p s e u d o m e t r i c 

d such that f n is ( l/2, l/2) uniformly l o c a l l y contractive relative 

t o d , d ( x * , y * ) < 1 /2 and t h e r e i s a p o s i t i v e number e s u c h t h a t 

T h i s w i l l be s h o w n . U s i n g 1 /3 i n c l u s i v e n e s s o f 6 , t h e r e i s 

a U^ i n % s u c h t h a t ( x * , y * ) e and t h e r e i s a s e q u e n c e 

^ , 0 0 0 , U k i n & s u c h t h a t U . D U ^ , ( f n , f n ) [ 0 \ ] C U I + 1 f o r 

i = l , . 0 0 , k - 1 w i t h U k c U . 

U s i n g 1 /3 & - c o n t r a c t i v e n e s s o f f n , t h e r e a r e s e t s 0\ i n & 

i = k + 1 , . . . s u c h t h a t f o r i = k , . . . U. Z> U . . . , U. Z> U ? . . , and ' ' 1 i + l ' 1 

( f n , f ^ C U j ] e u 1 + 1 . 
L e t t i n g U Q = X x X, [u^, i > 0^ i s a s e q u e n c e o f s y m m e t r i c 

s u b s e t s o f X x X s a t i s f y i n g a lemma i n K e l l e y ' s book [ 2 0 , T h e o r e m 1 2 , 

p . 1 8 5 ] . M o r e o v e r ( f " , ^ [ ^ C U . ^ f o r i > 1. 

T h u s b y t h i s lemma t h e r e e x i s t s a p s e u d o m e t r i c d s u c h t h a t 

U i C V d , 2 - i C U i - l 
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f o r i > 1. I t t h e n f o l l o w s b y a t h e o r e m i n K e l l e y [ 2 0 , T h e o r e m 1 1 , 

p . 183] t h a t d i s u n i f o r m l y c o n t i n u o u s . F u r t h e r m o r e 

v d > 2 - ( k + i ) c u k c u . 

I t r e m a i n s t h e n t o show t h a t f n i s ( l / 2 ) , 1 /2 ) u n i f o r m l y l o c a l l y 

c o n t r a c t i v e r e l a t i v e t o d and d ( x * , y * ) < 1 / 2 . R e c a l l f r o m t h e 

lemma t h a t d i s d e f i n e d b y 

d ( x , y ) = i n f | £ g ( X i , x i + 1 ) s s x = x , x , . = y , 
o ' n+1 7 * 

i = o 

and x i e X f o r 1 < i < n ^ 

w h e r e g ( x , y ) = 2 _ 1 i f ( x , y ) e - u\ and g ( x , y ) = 0 i f 

( x , y ) e IL f o r e v e r y i > 0. 

I f g ( x , y ) = 2 " 1 f o r some i > 2 t h e n ( x , y ) e U i_ 1 w h i c h 

i m p l i e s t h a t ( f n x , f n y ) i s a member o f u \ . T h i s i n t u r n i m p l i e s 

t h a t 

g ( f \ , f n y ) < 2 " ( i + l ) = ( 1 / 2 ) g ( x , y ) . 

I n t h e e v e n t g ( x , y ) = 0 t h e n ( x , y ) e u\ f o r i > 0 . A s a r e s u l t 

i+1 
( f n x , f n y ) e U . f o r i > 0 s o t h a t 

g ( f n x , f n y ) = 0 = ( 1 / 2 ) g ( x , y ) . 

L e t d ( x , y ) be l e s s t h a n 1 / 2 . L e t e > 0 b e g i v e n s u c h t h a t 

e < ( 1 / 2 ) - d ( x , y ) . T h e n t h e r e e x i s t p o i n t s x o , . . . , x n + 1 i n X s u c h 
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t h a t x = x , x , = y „ and 
o n + l 

n 

£ 9 ( V x i + l } < d ( X s Y ) + e < V 2 » 

i = o 

T h u s g ( x i S x i + 1 ) < 1/4 f o r i = 0 , . „ o , n so t h a t 

g(f\, f \ + 1 ) < ( 1 / 2 ) g ( x i , x . + 1 ) . 

f o r i = 0 , . . . , n . C o n s e q u e n t l y 

n 

d ( f n x , f n y ) < £ 9 ( f " v 

1=0 

< ( 1 / 2 ) ^ g ( x p x i + 1 ) < ( l / 2 ) d ( x , y ) + ( e / 2 ) . 

i = o 

We t h e n h a v e d ( f n x ? f n y ) < ( l / 2 ) d ( x ? y ) f o r d ( x s y ) < 1 / 2 . T h e r e 

f o r e f n i s ( l / 2 j , 1 /2) u n i f o r m l y l o c a l l y c o n t r a c t i v e . 

F i n a l l y s i n c e ( x * s y * ) e 0^ t h e n g ( x * s y * ) < l / 4 and t h u s 

d ( x * , y * ) < g ( x * ? y * ) < 1/4 < 1 /2 . 

( 13 .12 ) Lemmas L e t X be a s e t and f a s e l f map o f X . I f f o r 

some p o s i t i v e i n t e g e r k f h a s t h e u n i q u e f i x e d p o i n t z , t h e n f 

a l s o h a s t h e u n i q u e f i x e d p o i n t z . 

P r o o f s N o t e t h a t 

f k f z = f f k z = f z o 
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S i n c e z i s u n i q u e and f z i s a f i x e d p o i n t o f f i t f o l l o w s t h a t 

f z = z and t h u s z i s a f i x e d p o i n t o f f 0 I f w i s a f i x e d p o i n t o f 

k 

f P t h e n w i s a l s o a f i x e d p o i n t o f f and h e n c e w = z so t h a t z 

i s t h e u n i q u e f i x e d p o i n t o f f c 

( 1 3 0 1 3 ) Lemmas L e t X be a t o p o l o g i c a l s p a c e and f a s e l f map o f 

X 0 I f f o r some p o s i t i v e i n t e g e r k t h e r e i s a z i n X s u c h t h a t 

l i m ^ f n ^ x , n > 1^ = z f o r e v e r y x i n X , t h e n l i m [ f ° x , n > 1^ = z 

f o r e v e r y x i n X G 

P r o o f s F o r e v e r y i n t e g e r i s u c h t h a t 1 < I < k - 1 l i m ^ f n ^ + ^ x , n > l ] = 

Hence i f U i s a n e i g h b o r h o o d o f z 9 t h e r e i s an i n t e g e r s u c h t h a t 

n > N t i m p l i e s f n k + 1 x e U, L e t N = s u p ^ S 1 < i < k - and 

M = (N + l ) k 0 F o r e a c h p o s i t i v e i n t e g e r m t h e r e p r e s e n t a t i o n 

m = n k + i w h e r e 0 < i < k - l i s u n i q u e . T h u s i f m > M t h e n 
m m - m — ~ 

n m > N and h e n c e f m x e U, T h e r e f o r e l i m [ f m x , m > 1^ = z . 

(13014) T h e o r e m s L e t ( X , 1 1 ) be a s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e H a u s d o r f f 

u n i f o r m s p a c e , P be t h e g a u g e f o r 1X S and f a s e l f map o f X , F o r 

e a c h p o s i t i v e i n t e g e r m and e a c h ( x s y ) e X x X l e t P m d e n o t e t h e 

x y 

c o l l e c t i o n c o n s i s t i n g o f a l l p s e u d o m e t r i c s d i n P s u c h t h a t f o r 

some p o s i t i v e number e^ and some p o s i t i v e number < 1 f m i s 

( e ^ 9 X ^ ) u n i f o r m l y l o c a l l y c o n t r a c t i v e r e l a t i v e t o d and d ( x , y ) < e ^ . 

I f f o r some p o s i t i v e m, P m g e n e r a t e s 1L f o r e v e r y ( x , y ) i n X x X 

x y 

t h e n f h a s a u n i q u e f i x e d p o i n t z and l i m [ f n x 9 n > 1^ = z f o r 

e v e r y x i n X , 

P r o o f s We w i l l show t h a t f m h a s a u n i q u e f i x e d p o i n t z and 
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l i m { f n m x , n > 1^ = z f o r e v e r y x i n X , and t h e c o n c l u s i o n o f t h e 

t h e o r e m w i l l t h e n f o l l o w b y Lemmas (13 0 12 ) and ( 1 3 , 1 3 ) 0 

L e t x e X , g = f m , and d e p m
 0 T h e n d ( g x , g 2 x ) < 

x , g x 

X ^ d ( x , g x ) and i n g e n e r a l f o r n > 1, d ( g n x , g n + * x ) < X ĵ d ( x , g x ) , 

H e n c e f o r e a c h p a i r o f p o s i t i v e i n t e g e r s n and p 

P-1 

, / n n+p s . V , / n + i n + i + 1 \ 

d ( g x , g x ) < 2J D ^ 9 X ? 9 X ' 
i = o 

p-1 

i = o 

d ( x , g x ) < - X , ) ] d ( x , g x ) . 

S i n c e t h e l a s t t e r m i n t h i s i n e q u a l i t y c o n v e r g e s t o z e r o as n t e n d s 

t o i n f i n i t y , i t f o l l o w s t h a t ^ Q ^ s n > l ]} i s a C a u c h y s e q u e n c e r e l a t i v e 

t o d f o r e v e r y d i n P m 

1 x , g x 

A s P™ g x g e n e r a t e s I t , we t h e n h a v e t h a t ^ g ° x , n > 1^ i s 

C a u c h y r e l a t i v e t o
 fll0 S i n c e ( X s *VL) i s s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e t h e r e 

i s a p o i n t z i n X s u c h t h a t £ l i m g n x , n > 1^ = z 0 M o r e o v e r , ( X , 1Q 

b e i n g H a u s d o r f f , z i s t h e u n i q u e l i m i t o f t h i s s e q u e n c e , . T h u s 

g z = g ( l i m £ g ° x , n > 1^ ) = l i m £ g n + * x , n > l"^ = z 

and z i s a f i x e d p o i n t o f g . 

I t r e m a i n s t o be shown t h a t z i s t h e o n l y f i x e d p o i n t o f g 0 

S u p p o s e gw = w and w / z„ S i n c e ( X , "XL) i s H a u s d o r f f and P™ 

g e n e r a t e s IX, t h e r e i s a d i n P ^ z s u c h t h a t d ( w , z ) > 0„ T h u s 

d(wj , z ) - d ( g w , g z ) = X , d ( w , z ) < d ( w , z ) 
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w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n , 

(13 .15 ) T h e o r e m ; L e t ( X , 1 1 ) be a s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e H a u s d o r f f 

u n i f o r m s p a c e , ft a b a s e f o r and f a s e l f map o f X , I f t h e r e 

a r e p o s i t i v e i n t e g e r s m, r , and s s u c h t h a t f m i s an r / s 

( 8 - c o n t r a c t i o n map and 6 i s an r / s i n c l u s i v e b a s e f o r f m , t h e n 

f h a s a u n i q u e f i x e d p o i n t z and l i m [ f n x , n > 1^ = z f o r e v e r y 

x i n X , 

P r o o f ; B y Lemma ( 1 3 , 8 ) t h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r k and a b a s e ft' 

s u c h t h a t f m k i s l / 3 ft'-contractive and i s a l / 3 i n c l u s i v e 

b a s e f o r f m k

0 By Lemma (13 ,10 ) we may assume ft' i s s y m m e t r i c . I t 

t h e n f o l l o w s b y Lemma (13 ,11 ) t h a t t h e h y p o t h e s e s o f T h e o r e m (13 ,14 ) a r e 

s a t i s f i e d . Hence t h e c o n c l u s i o n h o l d s , 

( 13 .16 ) C o r o l l a r y ( B a n a c h ) : L e t ( X , d ) be a c o m p l e t e m e t r i c s p a c e 

and f a s e l f map o f X , I f t h e r e i s a p o s i t i v e number X < 1 s u c h 

t h a t d ( f x , f y ) < X d ( x s y ) f o r e v e r y x s y i n X , t h e n f h a s a 

u n i q u e f i x e d p o i n t z and l i m £ f n x , n > 1^ = z f o r e v e r y x i n X . 

P r o o f : T h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r m s u c h t h a t X m < l / 3 . L e t 

ft = £ V e : e > 0 ] w h e r e V e = [ ( x s y ) e X x X : d ( x , y ) < e ] . T h e n 

f m i s a l / 3 6 - c o n t r a c t i v e map and ft i s a l / 3 i n c l u s i v e b a s e f o r 

f m . T h e u n i f o r m i t y i n d u c e d b y d i s c l e a r l y s e q u e n t i a l l y c o m p l e t e and 

H a u s d o r f f , Hence b y T h e o r e m ( 1 3 , 1 5 ) , t h e c o r o l l a r y i s t r u e , 

( 1 3 . 1 7 ) C o r o l l a r y ( E d e l s t e i n ) : L e t ( X , d ) be c o m p l e t e e Q - c h a i n a b l e 

m e t r i c space and f a m a p p i n g o f X i n t o X w h i c h i s ( e ^ , \ ) 
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u n i f o r m l y l o c a l l y c o n t r a c t i v e 0 T h e n t h e r e i s a u n i q u e f i x e d p o i n t o f 

f , z , and l i m ^ f ^ x , n > 1^ = z f o r e v e r y x i n X e 

P r o o f s L e t = s n i s a p o s i t i v e i n t e g e r and e < T h e r e 

e x i s t s a p o s i t i v e i n t e g e r m s u c h t h a t \ m < l/3O H e n c e f o r e < e Q , 

( f m

? f M ) [ V ] C V / 0 and o f c o u r s e V D(V / o ) 3

0 T h u s 
9 L e J e / 3 e e / 3 

( V e / 3 ) n 3>[(f", f»)[v,]] " 

= G ( f m ) o V o G ( f " 1 ) " 1 . . . G ( f m ) o V o G ( f m ) " 1 

e e 

^ G ( f m ) o (V ) n o G ( i m ) ' 1 = ( f m

s f m ) [ v n ] 

( R e c a l l t h e a r g u m e n t i n Lemma (L3O3)) and c l e a r l y Z>{M^^)^0 T h e r e 

f o r e f m i s 1/3 ( & - c o n t r a c t i v e , , 

L e t ( x , y ) e X x X and e S 0 S i n c e ( X , d ) i s e Q - c h a i n a b l e , 

t h e r e i s a p o s i t i v e i n t e g e r k s u c h t h a t ( x , y ) e V „ A l s o t h e r e i s 

a p o s i t i v e i n t e g e r I s u c h t h a t ( l / 3 ) e Q < e / k 0 D e f i n e 

U i = V ( l / 3 ) i e f o r 1 = 1° T h e n U i 3 U i + i a n d ^ » f m ) t u

i ] 

CZ as a b o v e 0 F i n a l l y n o t e 

1 ( l / 3 ) ^ e 0
 e A e e 

T h u s £> i s a l / 3 i n c l u s i v e b a s e f o r f . T h e r e f o r e b y T h e o r e m (L3„15), 

t h e c o n c l u s i o n f o l l o w s , , 
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V I T A 

R i c h a r d V e r n o n F u l l e r was b o r n i n C h a r l o t t e , N o r t h C a r o l i n a o n 

S e p t e m b e r 2 8 , 1939. He a t t e n d e d p u b l i c s c h o o l s i n C h a r l o t t e and was 

g r a d u a t e d f r o m M y e r s P a r k H i g h S c h o o l i n 1957. T h a t same y e a r he 

embarked on a l o n g i f n o t i l l u s t r i o u s c o l l e g e c a r e e r . 

He s t u d i e d p r e - e n g i n e e r i n g a t C h a r l o t t e C o l l e g e and t r a n s f e r r e d t o 

N o r t h C a r o l i n a S t a t e C o l l e g e i n 1959 w h e r e he r e c e i v e d t h e d e g r e e o f 

B a c h e l o r o f S c i e n c e i n E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g i n 1961, T u r n i n g m o r e i n t e n 

s i v e l y t o w a r d h i s m a t h e m a t i c a l i n t e r e s t s i n g r a d u a t e s t u d y a t N o r t h 

C a r o l i n a S t a t e C o l l e g e , R i c h a r d was a w a r d e d a M a s t e r o f A p p l i e d M a t h e 

m a t i c s d e g r e e i n 1963, F o r t h e f i n a l l e g o f h i s c a r e e r as a s t u d e n t he 

e n r o l l e d t h e same y e a r a t t h e G e o r g i a I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y t o w o r k 

t o w a r d a P h . D . d e g r e e i n M a t h e m a t i c s . 

D u r i n g h i s g r a d u a t e s t u d i e s he was s u p p o r t e d b y r e s e a r c h and t e a c h i n g 

a s s i s t a n t s h i p s and t w o f e l l o w s h i p s , a F o r d F o u n d a t i o n F e l l o w s h i p w h i c h he 

h e l d a t N o r t h C a r o l i n a S t a t e C o l l e g e d u r i n g t h e a c a d e m i c y e a r 1962 -1963 , 

and a N a t i o n a l A e r o n a u t i c s and S p a c e A d m i n i s t r a t i o n T r a i n e e s h i p w h i c h he 

h e l d a t t h e G e o r g i a I n s t i t u t e o f T e c h n o l o g y f r o m 1964 t o 1967. 


